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Die nicht-euklidischen Minimalflächen II. 

Von F. Lindcinaiin. 

Vorgelegt in der Sitzung am 10. Mai 1924. 

9. Bildet man den nicht-euklidischen Raum mittels der von 

Darboux und Poincaré angegebenen Transformation D auf den 

euklidischen Raum ab, so entstehen aus den nicht-euklidischen 

Minimalflächen, wie ich in einer früheren Mitteilung gezeigt habe,2) 

Flächen, welche sich (wenn a, ß die Parameter der Minimalkurven 

bedeuten) in der folgenden Form darstellen lassen: 

x — i fl [cosin 7. • W„ du — cosin /; • ! Vp dß |, 

(1) y = i fl j sin 7. • 11), da — sin u \\rfi<lß\, 

= fl|. \vltdu+ w^dßi ==ir. 

Dabei bedeutet 1F eine reelle Funktion von «, ß. mit der 

7., a durch die Gleichungen Zusammenhängen: 

(3) 

(3) 

3/. 

dß 
t<i 

alK IF 3 H 
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3 1K H ); 

3 a 
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dß da 

IP- W„r: -fl- 2 sin2 io - rr u ,, p 

Die Gleichungen (2) sagen aus, daß unter den Integral- 

zeichen in (1) vollständige Differentiale stehen; die Gleichung (3) 

charakterisiert die Flächen als Bilder nicht-euklidischer Minimal- 

flächen. Aus (2) erhält man ferner: 

da 3 a) 

3 ß d ß 
-f- cotg U)  

3 lg I II, 
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*) Vgl. B. meine Anmerkungen zur Deutschen Ausgabe von Poincares 
„Wissenschaft und Hypothese“. 

-) Diese Sitzungsberichte, Jahrg. 1923, Seite 1 if. Daselbst ist die 
jetzt mit 2 o> bezeichnete Differenz 7. — n mit < > bezeichnet. 
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(5) 3-( 
3« V 

cota: "> 
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3 
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Setzt man noch 

(6) À = J) + CO, Il = p — CD, 

(wo also p reell, co rein imaginär ist), so ergibt sich ferner aus 

(2) und (4): 

(7) 
3 

3 a 
^COtg CD 

3 lg II , 
dß 

cotg io Ip., 

Mit Hilfe von (2) folgt aus (3): 

(8) Wft sin 2 CD 4- WXß = 0, IF„ sin 2 CD — IF/»,, —. 0, 

also auch : 

oder ausgeführt 

(9 a) 2 paß • sin 2 CD — cosin 2 CD • (pß CD,, p„ toß) — 0. 

10. Die Gleichung (7) kann 
Form geschrieben werden : 

31' logt IF.. : IF,) ^ 1 

dadß sin CD • cosin CD 

Ferner ist 

wegen (2) in der folgenden 

(/,; CD,, -F lia COß) = 2 paß  tg CD . 

?.ß 1 3lglFt lia   1 3 lg Wß 

sin 2 cu 2 sin“ co dß ' sin 2 CD 2 sin2 CD 3a 

so daß die Gleichung (9) wird: 

3 ( 1 .31
ILL

fA 3 ( 1 31g W\ o 
3rc\sin2co dß ) dß \sin2 CD 3n J 

oder entwickelt : 

32 lg ( 1F, : Wß) 

dadß 
— 2 cotg in  

3 lg IF, 
dß 

und unter Benutzung von (2): 

(11) 
3ä lg ( Wg : Wß) 

dadß 

dß 
31g IFA 

3 a ) 
= (), 

2 {())„ Aß -F CDßii„) = 0 
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also durch Verbindung mit (10): 
sin 2 w 

{Iß (0,„ + U„ (Dß) = 'Paß  tg m  —     
sin 2 m — 1 

Nach (9) ist aber: 

(V Ol,, + /(„ Ol/j)   2 paß  tg (2 o>) — 0. 

Es folgt somit: 

(12) Paß = 0 , /la Oft + pß wu = 0. 

und hieraus : 

(13) p = AfB, O = f{A — B), 

wenn A, B Funktionen von a bzw. ß allein bedeuten, und f eine 

noch näher zu bestimmende Funktion bezeichnet. 

11. Die Bestimmung von f geschieht durch folgende Er- 

wägungen : 

Differentiert man die erste Gleichung (8) nach a und elimi- 

niert II" aus dem Resultate, so findet man: 

W,,ß sin 2 m -f- 2 ! Vß  <»„  cosin 2 co +- WH).ß 

-|- — IVß sin 2 o)  = 0. 
'-fi 

Hier kann nach (2) W„/-ß durch cotg m  W„ß ersetzt werden; 

dividiert man sodann mit Wß und wendet die zweite Gleichung (2) 

an, so entsteht: 

//., tg o)  sin 2 o) — 2 ro„ cosin 2 <n -j- /<„ -+ sin 2 o> • = 0. 

Zufolge (4) und (13) ist liier: 

!<„ = A‘{\—f U - ßj), fo„ = f‘ {A — ß)  A‘, 

Äß = B‘ (1 - / ' (A - B)), ß — — A‘ B‘ f“ (A - B). 

und so ergibt sich für f die Bedingung: 

(14) (! - f‘f 0 + 2sir‘2/’) - 2/-'(l - 2 sin2 f) (1 - /') 
' — 2 f“  smf • VÏ — f2 — 0 

oder : 

f'* (3 - 2 sin2/') - if -f 1+2 sin2 f-2 f“  sin /'• V1 - f- = 0, 

und, wenn man sin f — )j setzt: 

2 »/#/" - y1 - (3 - 4 f) + 4 f Y\ - ,f - (1 + 2 >f) (1 - if) = 0, 
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wobei A— B die unabhängige Variable ist. Sei £ — A —B, 
und werde i] als unabhängige Variable eingeführt, so wird dies: 

2v 
d-i 

d,r 
(15) 

(1+2 ,f) (1 - ,/ä) - 4 

+ 7 (;{   1 V") = (l I (I )/ 

<f 

eine Differentialgleichung erster Ordnung für * . Es ist zu 

beachten, daß sowohl 5 = A — B als o> — f(A — B) rein ima- 
ginär sein muß. 

Die Gleichung (14) ist für /'= 1, f= A — B identisch 
erfüllt; dann wird o>„ß = 0, Iß = 0, II„ - 0; folglich nach (8) 
auch W„ = 0, Wß = 0. Es ergibt sich also keine Fläche. 

Hat man / und damit 7, /< bestimmt, so wird II am ein- 
fachsten aus (8) gewonnen, und dann können die Gleichungen (1) 
aufgestellt werden. 

12. In Nr. 8 (vgl. die frühere Mitteilung) hatte ich p und 
(o allein aus der Gleichung (9a) zu bestimmen gesucht, wobei 
dann p als reelle Funktion von n, ß beliebig anzunehmen war 
und unendlich viele Funktionen p immer zu derselben Lösung o> 

führen. Die Gleichung ist jetzt in die beiden Gleichungen (12) 
zerfallen, so daß die nicht-euklidischen Minimalflächen von einer 
willkürlichen Funktion A und der konjugierten Funktion B ab- 
hängen, wie die euklidischen Minimalflächen; aber zur fertigen 
Aufstellung der Lösungen ist noch die gewöhnliche Differential- 
gleichung (14) zu lösen, die sich auf (15) reduziert. 

Der von Darboux bemerkte Zusammenhang des Problems 
mit dem Problem der Flächen konstanten Krümmungsmaßes ist 
in Nr. 6 (erste Mitteilung) angegeben. Wollte man aus den be- 
kannten Beispielen für letztere Flächen (bei denen die Krüm- 
mungslinien als Parameterkurven benutzt werden) Beispiele für 
nicht-euklidische Minimalflächen ableiten, so müßte man auf den 
Flächen konstanten Krümmungsmaßes zunächst die Differential- 
gleichung der Minimalkurven integrieren, und dadurch wird dieses 
Verfahren umständlich. 
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