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Die allgemeine Losung der Differentialgleichung:
fi@y)de + file,y)dy = 0,
worin /; und /, allgemeine rationale ganze Funktionen
4, Grades in = und v hedeuten.

Von Josef Lutz in Augsburg.
Mit 5 Figuren.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 12. Juni 1926.

1. Connex, Nullsystem und Beriihrungstransformation.

§ 1. Allgemeines.

In meiner Dissertation: ,Uber die Erzeugung héherer ebener
Nullsysteme und ihren Zusammenhang mit den Connexen (1, n)“?!)
habe ich im letzten Absatze darauf aufmerksam gemacht, daB fiir
die Integralkurven eines Connexes (1, 2) eine Invariante in Form
eines Doppelverhiiltnisses existieren mufBi. Von diesem Gedanken
ausgehend, stellte ich Uberlegungen an, die zur Losung der obigen
Differentialgleichung fithrten.

Um das Folgende leichter im Zusammenhange lesen zu konnen,
sollen die Begriffe Connex, Nullsystem, sowie deren Zusammen-
hang mit den Differentialgleichungen 1. Ordnung erdrtert werden.

In der analytischen Geometrie der Ebene bezeichnet man
Formen, welche sowohl eine Reihe Punktkoordinaten als auch
eine Reihe Linienkoordinaten enthalten, als Zwischenformen. Die
geometrischen Gebilde, welche durch Nullsetzen einer solchen
Form analytisch dargestellt werden, werden nach Clebsch Con-
nexe’) genannt. Einem solchen Gebilde kommt eine eigentliche
geometrische Gestalt nicht mehr zu. Sie werden dargestellt durch
eine algebraische Gleichung, welche die Koordinaten eines beweg-

1} Miinchen, Technische Hochschule 1920.
4) Vgl. Clebsch-Lindemann: Vorlesungen iiber Geometrie, I. Bd., 8. 924,
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lichen Punktes & und einer beweglichen Geaden # je in homo-
gener Weise enthiilt, d. b. durch eine Gleichung von der Form:

f(x,u)-—am u =0,
In dieser symbolischen Gestalt bedeutet:

Gy == A, ) -+ 3T, -+ A3 %y,
Uy == U, ay = Ugay - Uy,

a™ und " sind symbolische Potenzen dieser linearen Formen.

Jedes Glied der Grundform f (z, «) = 0 enthiilt die & zur mter,
die « zur »'" Dimension. Man spricht vom Connex mtr Ordnung
und ntr Klasse, vom Connex (m, n).

Vermige der Gleichung f(z, %) = 0 entsprechen jeder Ge-
raden « unendlich viele Punkte z, welche eine Kurve mter Ord-
nung C. bilden; jedem Punkte z entsprechen unendlich viele Ge-
rade u, welche eine Kurve nter Klasse (, umhiillen. Jede Kom-
bination eines Punktes z der Ebene mit einer Geraden u« der-
selben wird als ,Element (x, «)* bezeichnet. Man erhilt die Ge-
samtheit der Elemente (w, «) einer Ebene, wenn man jeden der
zweifach unendlich vielen Punkte z mit jeder der zweifach un-
endlich vielen Geraden u kombiniert. Aus dieser vierfach unend-
lichen Zahl von Elementen scheidet die Gleichung des Connexes
(m, n) eine dreifach unendliche Schar von Elementen aus. Zwel
Connexe haben zweifach unendlich viele Elemente gemeinsam;
die Gesamtheit der letzteren heifit Coincidenz. Insbesondere be-
zeichnet man als Hauptcoincidenz die Gesamtheit der Elemente,
welche den Gleichungen:

Darw =0 uwnd 2)u, =0 wx + uz,+ uz,
geniigen. HKs bilden hier gemeinsame Elemente:
1. Jeder Punkt mit » durch thn gehenden Strahlen, den

n Coincidenzstrahlen des Punktes. Es sind dies die von dem
Punkte an seine zugehorige (', moglichen Tangenten.

2. Jeder Strahl mit m auf ithm liegenden Punkten, den
m Coincidenzpunkten des Strahles. Ks sind dies die m Schnitt-
punkte des Strahles mit seiner zugehérigen C..

BEs gehort somit zu jedem Connexe (m, n) eine Hauptcoin-
cidenz; umgekehrt gibt es unendlich viele Connexe (m, #), denen eine
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gegebene Hauptcoincidenz angehort. Denn ist = a™u? = 0 der
gegebene Connex, so enthalten offenbar alle Connexe f - M- u, = 0,
wo MM = 0 einen beliebigen Connex (m — 1, n—1) darstellt,
dieselbe Hauptcoincidenz wie == 0. Betrachten wir nun den
Connex (1, n) und seine Hauptcoincidenz. Vermige seiner Glei-
chung a_u” =: 0 entspricht einer Geraden u eine zweite Gerade 1,
und der Schnittpunkt beider Geraden bildet mit w das Element
der Hauptcoincidenz. Durch diesen Schnittpunkt gehen aber
alle Geraden, welche der Geraden u durch einen Connex a, u®
-+ upy "+, = 0 zugewiesen sind. Greifen wir einen von diesen
Connexen heraus, so entsprechen einer Geraden u zwei Gerade u,
und u,, welche sich stets auf w# schneiden. Wir haben eine
Geradepunktverwandtschaft, welche sich in der Anordnung eines
Nullsystems befindet: jede Gerade geht durch den ihr zugeord-
neten Punkt. Die Ordnung der Nullkurve, welche einem Strahlen-
biischel mter Klasse €, entspricht, bestimmen wir folgendermafen.

Durch jeden Punkt z gehen n Gerade, fiir welche z Punkt
der Hauptcoincidenz wird: die » Tangenten an (,. Die Enve-
loppe ', aller durch die Punkte einer Geraden » gehenden Ge-
raden ist somit von der (n 4 1)'*" Klasse, da v einmal Tangente
von [/, wird. Die Ordnung der Nullkurve oder die Anzahl ihrer
Schnittpunkte mit der Geraden v ist dann offenbar gleich der
Auzahl der gemeinschaftlichen Tangenten von (), und U, also
m(n 4+ 1). Wir nennen n -1 den Grad des Nullsystems. In
diesem entspricht also einer Kurve m'°r Klasse C,, im allgemeinen
eine Nullkurve N von der m (» + 1)** Ordnung.

Wir stellen nun die Frage: Gibt es in dieser Nullverwandt-
schaft (n -4 1)*" Grades Kurven, welche durch die Verwandtschaft
in sich tibergefithrt werden? Offenbar miissen dies Kurven sein
von der Eigenschaft, daf die Tangente in jedem ihrer Punkte mit
einem Coincidenzstrahl dieses Punktes zusammenfillt, oder mit
andern Worten: Element der Hauptcoincidenz muf sein jede
Tangente der Kurve und deren Berithrpunkt. Durch diese For-
derung werden wir auf den Zusammenhang der Hauptcoincidenz
eines allgemeinen Connexes (1, #) mit den algebraischen Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung verwiesen.

Wenn man durch jeden Punkt der Ebene die »,Richtungen
der Geraden zieht, welche ihm in der Hauptcoincidenz entsprechen,
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und diese als Bogenelemente eines Kurvensystems betrachtet, so
setzt sich aus ihnen ein System von Kurven zusammen, von denen
n durch jeden Punkt hindurchgehen; die Tangenten der Kurven
in diesem Punkte sind die » Strahlen, welche dem Punkte in der
Hauptcoincidenz entsprechen. Um diese Kurven zu finden, hat
man die Differentialgleichung zu integrieren, die wie folgt ge-
funden wird.

Wir setzen wieder [ == «”u". HKs sei « eine durch einen
Punkt z gehende Gerade der Hauptcoincidenz, so daB also fiir
dieses Element (zu) gilt: f(x, v) =0 und u,=0. Ein zu 2
benachbarter Punkt x 4 dx befriedigt dann die Gleichungen:

gz U da, 4 uydz, + uy,da, =0,
Uy -, +uyx, ugwy = 0;
hieraus
ou, = 2, A%, — X, dy;  ou, = 2, dz, — 2, dy;
oy =, dxy, — z, dz,.
In f=0 oder f4+ M. u, =0 eingesetzt, ergibt sich die
Differentialgleichung:
[@,, 2y, 245 2dxy — 25da,, 2,dx, — 2, dxyg; z,dx, — vydx,) —
=0=—a"(azxdx)"
£
Die hierdurch dargestellten Kurven unennt man Hauptcoin-
cidenz- oder Integralkurven des Connexes = 0. Zu denselben
Kurven gelangt man, wenn man dualistisch ausgeht von einem
Strahle « und seinen m Coincidenzpunkten.

§ 2. Der Connex (1,1), das Amesedersche Nullsystem
und die W-Kurven.

Die Gleichung des Connexes (1, 1) lautet:
) =t T anmi, = 0.

Sie gibt eine besondere Darstellung der allgemeinen Kolli-
neation: zu jedem Punkte x gehort ein Punkt y als Triger
des von den entsprechenden Geraden u gebildeten Strahlen-
biischels. Da die Kollineation im allgemeinen in der kanonischen
Form oy, = k;z; angenommen werden darf, so kann auch der
allgemeine Connex a,u, = 0 transformiert werden auf die kano-
nische Form: & w, z, + kyu,xz, + kyugz, = 0.
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Die Hauptcoincidenz wird dargestellt durch die Gleichungen:
1) byu oz, + kyuya, + kgusz, =0,
2) wzx, +uyz, +uzzxy =0,

Dieselbe Hauptcoincidenz gehort auch allen Connexen an
von der Form:

kyw x4 kyugzy = gy 2g 4+ g0 -, = 0,

wo n eine Koustante bedeutet. Durch diese Connexschar ist
offenbar ein Nullsystem festgelegt. U/, ist von der 2. Klasse,
die Nullverwandtschaft ist also quadratisch. Aus 1) und 2) be-
stimmt sich der Nullpunkt oder die Hauptcoincidenz zu:

o X, = (b, — k) u, uy,

0 X, = (b, — k) u, uy,

0 X, = (k; — k) u,u,.

Die Ecken des Koordinatendreiecks seien 1, II, III. Kine
(ierade 2 schneide die Seiten z, == 0; x, = 0; 2, = 0 in den
Punkten M, N, O. Dann konnen wir zeigen, daf das D.V.7)
(M NOX) = Konst.:

1L O hat die Gleichung wu, 2, + w,2, = 0, oder als Strahl
des Biischels HI: z, — 4,2, = 0; durch Vergleich ergibt sich

",
w,”
Gerade III X habe die Gleichung x, — 7,2, = 0; /4, erhalten

wir, wenn wir fiir z, und z, die Werte X, und X, einsetzen:

b= —

1

. ];
(kg — Iy, g — Ay (k) — k) uy 1ty = 0, woraus 4y, = e L B z,
; : : w, k, — &y
Die 4 Strahlen II[ 34, LIl N, II1 O, 1II X haben somit das D.V.:
J = /' = G _:ks — Konst.; also ist auch immer (M N O X)
by by, — 1y
= Konst. = 4.

Ameseder hat das nach ihm benannte Nullsystem umgekehrt
dadurch definiert, dab er jeder Geraden u einer Ebene den Punkt X
auf ihr zuordnete, welcher mit den 3 Schnittpunkten 2, N, O
auf 3 beliebigen, aber festen Geraden der IEbene ein konstantes

D.V. bildet.

1) D.V. Abkiirzung fiir Doppelverhiiltnis.
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Wir wollen nun die Hauptcoincidenzkurven ermitteln. Die
Differentialgleichung lautet:
kyx (@, day—z,day)+kywy (2, do, —z d )+ by xy(x, do,—x, d2,) = 0,

oder umgeformt:

dx dx dx
Ty — kg) - 1 oy — B A (e — & =0,
( 2 3) wl + (73 71) a[_g + ( 1 72) .’L'3 0
Somit lauten die Integralkurven:
ahe 3. gphi—kogli—te = Konst.

In Linienkoordinaten erhalten wir genau dieselbe Gleichung:
whe=ka o qke=k . ki =" — Konst.

Von diesen Kurven kinnen wir nun sofort folgenden Satz
aussprechen:

DasD.V.des Beriihrungspunktes einer Tangente einer
Integralkurve des Connexes (1,1) und der drei Schnitt-
punkte der Tangente mit den Seiten des Fundamental-
dreiecks 1st konstant und fiir jede Kurve des Systems
dasselbe.

Gewdhnlich wird dieser Satz in ganz anderer Weise abgeleitet?).

DieseIntegralkurven sind bekannt unter dem Namen W-Kurven.
Sie sind fiir alles Weitere dieser Abhandlung von grundlegender
Bedeutung; namentlich der zuletzt angefiihrte Satz iiber das D.V.
wird von uns verwertet werden.

§ 3. Synthetische Erzeugung von Nullsystemen und
Zusammenhang mit entsprechenden Connexen.

Wenn wir zu jeder Geraden u einer Ebene in irgend einer
Weise ein Dreieck in Beziehung setzen und die Amesedersche
Operation (D.V.) mit dieser Geraden und dem Dreieck ausfiihren,
so gelangen wir zu Nullsystemen hoheren Grades. Das jeder
Geraden u entsprechende Dreieck A, B3, ¢ wollen wir ein ,Ames-
edersches Dreieck (== Am. /\) nennen; die Operation fiir die Be-
stimmung des einer Geraden entsprechenden Punktes X driicken
wir dahin aus, dak wir sagen: wir bestimmen den zur Geraden u

') Clebsch-Lindemann, 1. Bd., p. 997 und Wieleitner: Ehene spezielle
Kurven, p. 347.
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gehorigen ,Dreieckswurf 2 (= D;). In folgender Weise definieren
wir unser Nullsystem:

Die Ebene ¢ sei in dreifacher Weise korrelativ auf sich
selbst bezogen, so dafi dem Geradenfeld ¢ drei in ihm gelegene
Punktfelder ¢, ¢,, ¢ zugeordnet sind. Zu jeder Geraden u in ¢
konnen wir so ein Am. A und D; bestimmen. Wir haben also
ein Nullsystem vor uns und zwar das allgemeinste, das wir auf
Grund solcher D, im Gebiete der linearen Transformationen be-
stimmen kionnen. In meiner Dissertation ist gezeigt, daB dieses
Nullsystem vom 5. Grade ist. Kiner Kurve m'er Klasse entspricht
also eine Nullkurve von der 5 m'®® Ordnung.

Wir haben bereits auf S. 235 hingewiesen auf den Zusammen-
hang zwischen dem durch den Connex (1, 1) analytisch definierten
Nullsystem 2. Grades und dem von Ameseder geometrisch kon-
struierten Nullsystem 2. Grades. Ks ist leicht einzusehen, daf
beide Systeme identisch sind, folglich sind auch die Integralkurven
dieselben. Kin genauer Beweis hiefiir ist in meiner Dissertation
angegeben. Dort ist ebenfalls gezeigt, daB jedes irgendwie geome-
trisch konstruierte Nullsystem 3. Grades auf einen Normaltyp zu-
riickgefiihrt werden kann, der identisch ist mit dem durch den
Connex (1,2) analytisch definierten Nullsystem 3. Grades. Es miissen
daher auch die Integralkurven in diesen Systemen dieselben sein.

Nun liegt die Vermutung nahe, daf das oben definierte Null-
system 5. Grades (5 == 4 + 1) und der Connex (1, 4) in enger Be-
zichung zueinander stehen. Wir werden spiiter (§ 13) zeigen,
dafi das Nullsystem des Connexes (1,4) und das oben syn-
thetisch konstruierte Nullsystem 5. Grades i1dentisch
sind, daB dasletztere immer durch den allgemeinen Con-
nex (1,4) analytisch bestimmt werden kann. Gelingt es
uns, die Integralkurven des geometrisch konstruierten
Nullsystems zu finden, so sind damit auch die Integral-
kurven des Connexes (1,4) ermittelt.

Die Differentialgleichung dieser Integralkurven lautet in Linien-
koordinaten :

f1-(ug dreg — wyduy) -4 f, - (g oty — 2 dug) + fo - (u, dity—uydae ) = 0,

Diese Gleichung geht hervor aus dem Connex (1,4): f|-x,
+fy-xy, + fy 2, = 0, worin [, f,, f, rationale homogene Funk-
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tionen 4. Grades in wu,, u,, u, bedeuten. Schreiben wir obige
Differentialgleichung in der Form:

(fyr0g — fottg) - duey 4+ (fuy — fr1g) duy + (fyuy — fR0) dug = 0.

Ist speziell f, =— 0, so erhalten wir die Differentialgleichung:

fatg dr, — fiugduy + (f, wy — fyu,) dug =0,
oder geschrieben in gewdhnlichen Koordinaten?): f, du —f; dv=0.
Setzen wir f, = I',, — [, == I}, so lautet die Gleichung: F,du
+ Fydv=0.

F, und F, sind Funktionen 4. Grades in « und ». Kennen
wir die Integralkurven des Connexes (1,4), so kennen wir als
Spezialfall auch die Integralkurven der letzten Differentialgleichung.
Letztere bietet einen einheitlicheren Abschluf einer Gruppe linearer
Differentialgleichungen 1. Ordnung und deshalb erscheint es zweck-
mibig, von der allgemeinen Losung dieser Differentialgleichung
zu sprechen, anstatt von der allgemeinen Losung der durch den
Connex (1, 4) bestimmten Differentialgleichung.

§ 4. Der fundamentale Grundgedanke zur Lisung.

Wir wollen die sich selbst entsprechenden Kurven unseres
synthetisch aufgebauten Nullsystems auffinden. Erinnern wir uns
des fundamentalen Sates iiber die W-Kurven, den Integralkurven
des quadratischen Nullsystems oder des Connexes (1,1): Es existiert
fiir diese Kurven eine Invariante in Form des D.V. /.

Unser Nullsystem 5. Grades ist durch die Invariante p auf-
gebaut, durch D,. Die auftretenden Dreiecke sind jedoch ver-
anderlich.

£ =0 sei eine sich selbst entsprechende Kurve, eine Integral-
kurve dieses Systems. Solche Kurven werden immer existieren, denn
wir konnen den Connex bestimmen?), der den Nullpunkt als Haupt-
coincidenzpunkt hat. Ein Connex hat aber immer Integralkurven.

I, II, III sei das Koordinatendreieck, u eine Tangente an £
Vermioge der 3 Korrelationen entspricﬁt der Tangente « das A A B(
und Beriihrpunkt X als Nullpunkt nach 0D,. Denken wir uns
nun das zu u gehorige A A DB festgehalten, so umhiillen Gerade ©

Yoaug=u, uy=1r, ug=1, du, = 0.
?) Siehe § 7.
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W-Kurven im System ABC (D.V. ). In X berihrt dann
eine dieser JW-Kurven W, die Kurve 2 und dic Tangente u.
Das gilt fiir alle Tangenten « von £, d. h. 2 ist die Enve-
loppe aller W-Kurven IV,.

Figur 1.

Betrachten wir diese Beziehung von anderem Gesichispunkte
aus. Die Schar der £ ist durch die Differentialgleichung des
Connexes bestimmt, der seinerseits durch das Nullsystem festge-
legt ist. In gewdhnlichen Punktkoordinaten sei diese Differential-
gleichung: 1) [ (x, ¥, y') = 0. Die Integralkurven dieser Diffe-
rentialgleichung konnen wir durch Elimination finden, wenn wir
eine zweite Gleichung 2) ¢ (x, y, ¥, @) = 0 kennen, so dafi die
gemeinsamen Linienelemente?) der beiden Gleichungen einen
Elementverein') bilden. Jede dieser Differentialgleichungen
besitzt oot Integralgebilde. In der Regel gibt es kein Integral-
gebilde, das beiden Gleichungen gemeinsam ist-).

In unserem Falle enthiilt die Differentialgleichung der V-
Kurven W, der variablen Dreiecke A BC dieselben Linien-
elemente, die der Gleichung 1) geniigen miissen. Damit ist der
Weg angedeutet, der uns zur Losung fithrt. Wir finden diese
am besten und einfachsten durch Anwendung der Lehre von
den Beriihrungstransformationen.

1) Siehe § 5.
2) ¢ miilte einer bestimmten partiellen Ditferentialgleichung gentigen.

Sitzungsh. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1926, 16
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§ 5. Die IW-Kurven 1V, und die dazu gehdrige
Beriihrungstransformation.

Nach Lie-Scheffers heifit eine Transformation in den 3 Ver-
inderlichen @, y, ¥’ (den Koordinaten eines Linienelementes der

Ebene):
) wy =Xy 5n=Yyy)s yi=L@yy)
eine Berithrungstransformation der (2, y) Ebene, wenn sie jeden Ver-
ein von Linienelementen (z, ¥, ) in einen Elementverein iiherfiihrt.
Die Begriffe Linienelement, Klementverein seien kurz erliiutert.
Anstatt zu sagen, daB zwei einander beriihrende Kurven einen
Punkt und die Tangente daselbst gemein haben, sagen wir: die
Kurven besitzen ein gemeinsames Linienelement, wobei der In-
begriff eines Punktes (2, ) und einer durch ihn hindurchgehenden
Geraden als Linienelement bezeichnet wird. Xine Kurve definiert
nicht nur o! Punkte und oot Tangenten, sondern auch oo! Linien-
elemente, die wir die Linienelemente der Kurve nennen. Diese
Linienelemente miissen die Differentialrelation

2) dy —y'de =10

erfiillen. Eine solehe Schar von Linienelementen heifit ein Element-
verein.

Obige Transformation 1) wird nur dann eine Berithrungs-
transformation, wenn
3) dy, — iidz, = 0,

d. h. es muBl sein:
4) dy,—yidz, = o,y y) - (dy — y d).

Nur dann werden irgend zwei Kurven der (z, y) Ebene, die
sich beriihren, iibergefiihrt in zwei Kurven der (x, y,) Ebene, die
sich ebenfalls beriihren.

Dasselbe gilt fiir die Transformation der Linienkoordinaten
der Tangenten zweler Kurven.

y 1

£
Da w=— — e o' = — ", so erfiillen

‘

zy' —y’ zy' —y’ Yy
auch die Linienkoordinaten die Relation:

-

5) do, — vidu, = o' (dv — o' du).
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Im folgenden') beniitzen wir die Transformation der Linien-
koordinaten.

Aus den Gleichungen 1) ergibt sich durch Elimination eine
Gleichung

6) 2 (2, y, Zy, 4,) = 0.

Diese Gleichung (acquatio direktrix) stellt alle Beriihrungs-
transformationen der lbene dar.
Auf Grund von 4) folgen aus ihr die Relationen:

312 30 ,
) 2y 0L > =0 (r =¥,
) 20 20

— +p =0 = y).
7z, TPy, (=)

Jede Bertthrungstransformation wird bestimmt durch die
3 Gleichungen:

Q=0; Q+4pQ,=0; Q.+ p, 2, =0.

Sind umgekehrt 3 solche Gleichungen nach z, y, y* eben-
sowohl wie nach z,, y,, yi aufloshar, so bestimmen sie eine Be-
rithrungstransformation.

0 == 0 stellt eine B.T.2) dar, wenn durch diese Gleichung o?
voneinander verschiedene ‘Kurven in w;, y, dargestellt werden,
sobald #, y als Parameter aufgefait werden?®).

Keliren wir nun zu unserm Problem zuriick. Vermioge ent-
sprechender Gleichungen, die wir alsbald aufstellen, seien die
Koordinaten des Dreiecks A I3 C analytisch bestimmt. Dann kénnen
wir auch die Gleichung der 1V-Kurven W, des Dreiecks A BC
angeben. Dieselbe wird die Form haben:

f 0y Ve gy Uy, Uy, g3 C) =0,
worin die 2 als laufende Koordinaten anzusehen sind, wihrend
die «# als Koordinaten der Geraden u Parameter sind. (' ist
Integrationskonstante; halten wir ein beliebiges O fest, so be-
lommen wir fiir die «? Geraden u der Ebene oo® 11-Kurven; wir
haben also eine Beriihrungstransformation. Umbhiillen die u eine

1) 8. 249.
?) BUI. = Abkiirzung fiir Bertihrungstransformation.
3) Lie-Scheflers, Bd. T, p. 53, Ausgabe 1912,
16*
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Kurve €y, so ist die Enveloppe der IW-Kurven die transformierte
Kurve C.

Hat nun die durch /=0 definierte B.T. Kurven,
welche sich Punkt fiir Punkt selbst entsprechen, so sind
diese sich selbst entsprechenden Kurven die Integral-
kurven des Nullsystems.

Wir haben bereits erkannt, dai das Nullsystem auf alle Fiille
Integralkurven hat. Im spiiteren Verlauf der Arbeit wird es dar-
auf ankommen, die B.T. so zu bestimmen, daf diese selbstent-
sprechende Kurven hat, dic alsdann die Integrallkurven darstellen.

Ich habe in der Literatur iiber B.T. keine Abhandlung ge-
funden, die sich mit solchen B.T. befalit, welche Kurven haben,
die sich Punkt fiir Punkt oder Gerade fiir Gerade selbst ent-
sprechen. Nur auf eine franzisische Arbeit von Lattes ist in der
Enzyklopidie der math. Wissenschaften von Liebmann?!) aufmerk-
sam gemacht. Doch ist hier von Kurven die Rede, deren Uber-
fithrung in sich folgende Figur veranschaulicht:

Der (x y) entsprechende Punkt
7 (z, y,) liegt also wohl auf der Kurve,
i o~ fillt aber nicht zusammen mit (z y).
’ Im niichsten Paragraphen werden da-
Figur 2. her B.T. untersucht, wie wir sie fir

unser Problem henttigen.

§ 6. Beriihrungstransformationen, welche eine punlkt-
welse sich selbst entsprechende Kurve haben.

Gegeben sei die B.'T. durch die Gleichung:

D 2@y, 2 9) = 0.

Dann kann eine sich selbst entsprechende Kurve nur die
Gleichung haben: ; -

o] .(.)(.,C,?, ‘Ll,yl)x1=x_"0'
n=1u

Wir zeigen dies folgendermaBen:

Set @ (z,y) = 0 eine Kurve, welche sich Punkt fiir Punkt
selbst entspricht. Ist zuniichst irgend cine Kurve ¢ (z,y) =0
gegeben, so ist die ihr durch die B.T. entsprechende Kurve be-
stimmt als Enveloppe aller Kurven Q(x,y, x,,y,) = 0, worin

1 Bd. 111 3, Heft 4, S. 468.
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z und y als Parameter auch mnoch der Gleichung ¢ (z, ) = 0
genligen miissen. Aus ¢ — 0 und £ = 0 konnen wir etwa y
eliminieren, so dafi wir nur mehr cine einfach unendliche Kurven-
schar £ haben mit dem Parameter z. Deren Enveloppe kaun
in bekannter Weise ermittelt werden, FEinem Punkte (z, ) und
(x 4+ dx, y + dx) entsprechen alsdann zwei unendlich benach-
barte Kurven £ =0 und £ =0 und deren Schnittpunkt ist
der Punkt (z,, y,), der dem Punkt (z, y) entspricht.

Soll (z,, y,) mit (z, y) identisch sein, so muB die Kurve
Q,y, z,,y,) = 0, worin # und y nun als fest und z,, y, als
laufende Koordinaten anzusehen sind, durch den Punkt (z, ) hin-
durchgehen, d. h. die Gleichung 2 (z,y, z,,y,) =0 muf3 be-
friedigt sein fiir @, = x, y, = y. Das muB aber fiir alle Punlkte
von @ = 0 der Fall sein, d. h. fiir unendlich viele Punkte muf;
stattfinden : IR ) Py

n=y

Das sind offenbar eben nur die Punkte der Kurve

(2, y, z,y))y=x=0
=1y
selbst.  Angenommen, es giibe noch eine andere Kurve 2/ = 0,
die sich selbst entspricht, so miifite fiir alle deren Punkte sein:

(s =.=0. Die =!Punkte von Q' =0 wiirden also auch
Nn=y

die Gleichung {2 -= 0 befriedigen; dies kann aber nur sein, wenn

o — Q.

Wenn also eine sich selbst entsprechende Kurve existiert, so ist

dies nur die durch die Gleichung ()., = == 0 bestimmte Kurve.
=y

Wir wollen nun die notwendigen und hinreichenden Be-
dingungen fiir die Existenz einer solchen Kurve angeben.

Aus Gleichung 1) Q (x,y, z,.y,) = 0 ergeben sich die weiteren:
32
Yoy,

20 20 30

9) °7 4 = 0;
)apray 0; 3) s,

vy

Hieraus kénnen wir die Transformation bestimmen:

o =f@y 0 v =Ly po=1@yp.
Soll z, x, ¥y, —y werden, so muf3 auch p, in p iber-
gehen; es muf also sein:



244 J. Lutz

3L 202
( ) -+ p< ) = 0 und
3 Ty =2 =2

n=y n=y
a!) 30
9‘]’1 =L a']/l =
n=y n=y

Dies ist nur moglich, wenn

(S.Q) (9!2)
aw r=x ax) ry=.r

o =y n=y o mufl hier ==1
) (8 0 (8 0 angenommen werden.
N = 0
d Y/ zy=u d Yy /oy =
n=y n=y

Wir hitten auch folgendermafen iiberlegen kinnen:

30 3L . X .

S+ y + C == 0 ist die Gleichung der Tangente von

dy

Q= 0 in einem Punkte (z, y), wenn x,, y, festgehalten ist.
30, . 80
3”1 T ey,

£2 =0 in einem Punkte x,, y,, wenn z, y festgehalten ist.

iy 4 € =0 ist die Gleichung der Tangente von

Die Tangenten miissen zusammenfallen, wenn z ;1 hier-
aus folgen die Gleichungen 4). ¥ o,

Beispiel: Gegeben sei eine B.T. durch die Gleichung:
Q= zx, +y-+y, = 0. Dadurch ist die Transformation durch
1euplolxe Polaren inbezug auf die Parabel 2? + 2y = 0 darge-
stellt. Die Gleichung der Polaren des Punktes (z, y) lautet:
zx, + y + y, = 0. Ohne weiteres ist klar, dafi die sich selbst
entsprechende Kurve die Parabel 2 + 2y = 0 ist: bestiitigen
wir dies auf Grund obiger Ausfithrungen:

(‘Q)J"z:( = (xxl + Y + yl).r1=.l' == xg + 2]/ = (.

M=y n=y

Wir zeigen, da die Bedingungen 4) erfiillt sind.

a2 - a0 0 a0 20 ;
=X =)= == —

dx -i—p y Ty ax 3y

22 20 20 2482

: -—x -t p, =0, = r; =

31, +/13‘/1 g Y 3y,
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Bs 1st in der Tat:

<8 Q 282
= ST
8:(;),1 = (a xl>.’r1=;r

n =y n=y
<8 0 1 (8 -_)>
8.//)11:,- TN )
n=y n=uy

Hl. Die rechnerische Durchfiihrung des Problems.

§ 7. Koordinaten des Nullpunkts im Nullsystem.

I, II, 1IT sei das Koordinatendreieck, 4, B, (' ein Am. /., das
einer Geraden u« der KEhene vermige dreier allgemeiner IFunk-
tionsgruppen entsprechen méoge. Der Fall, daB diese Funktions-
aruppen 3 Korrelationen darstellen, ist dann in unserer Betrach-
tung enthalten. .1 habe die Koordinaten »;, B —y;, ('— 2.
)i ist: -
Dann ist 0z, =fi1  oyi=g; o0& =h.

{. g, I sind irgendwelche Funktionen von u,, u,, u,.

Der Nullpunkt X soll auf # so bestimmt werden, daB
(M NOX) = u, wobel ;o elne Konstante bedeutet (D.V. w).

M Schuittpunkt von w mit L,

N " . w ., AC,
() X e e A
e MO MX
(MNOX) = NO WX =it

Wir bestimmen zuniichst s,. Die Koordinaten von 1M, N, O
seien beziehungsweise &, 5, ;. Irgend ein Punkt auf BC hat
die Koordinaten o7, == g, — ih;. Da & auch auf der Geraden
U, &, + u, 2, + ugxy = 0 liegt, so gilt: w7, + w37y 4 U373 = 0,
oder u, g, + 1, gy + g9, — Ay + by 4+ wghy) = 0.

Schreiben wir fiir u, g, -+ 1,9, + U3¢, = 1, etc., so haben wir:

- . (1P
wy — Ay =03  h=-".
' Uy
Somit sind die Koordinaten von J/:

vn .
“’ chy ooder oS = gy — hu,.
it

°
gre
I
pa
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Analog Koordinaten von N: o5y == hjwty — fir,
» » » 0: (J”/ C" - /“‘.u.’/ — Y.
Die Punkte der Geraden # wollen wir uns unter Beniitzung
von M und N als Grundpunkten in Parameterform geben:
ovi = & — ;.

Setzen wir fiir »; die Koordinaten vou O ein, so kinnen wir
das dazu gehorige g, ermitteln. Schreiben wir in Zukunft fir

ﬁ.u}/ — gy = (f' g‘) etc.,

so ergibt diese Substitution:

(190 = (9 70) — 10, (W ),
o(f39)) = (9. 70)) — 1, (B f),
o (fy95) = (s ) — 11, (5 13).
Dividieren wir die beiden ersten Gleichungen durcheinander,
so ergibt sich zur Bestimmung von s, die Beziehung:

(fli-(jl)_ _ (9, hx)__ 1y (ly f])
(f ga) (Ya ) — 1, (B fz)’
P (fl .(/1) (92 hz)__‘_ (f292) (9, 10y) — AZ.
ol (f; .‘/1) (/l’gfg) _(fa.%)(/‘]/]) N
Dieser Ausdruck lifit sich nun sehr vereinfachen. Betrachten

wir erst den Zihler des Bruches und schreiben ihn in Deter-
minantenform:

hieraus

7 — (fr90) (f292) — I7(1 Uy — gy ¥y [ty —gptty
(9,0, (g, hy) ‘ | gyt — by, goin — Iy,
frtte — gty fytty — gotyy O
= gup —hu, goun—hyu, 0 =
¥ ‘ :
| fi s 1ty

e u,

=u,|f, 9 by| =1, D.
fy 9 byl
Fir den Nenner N ergibt sich:

v tho) (he) __ (fig) (o)
(hyty) (oyfy)] (Fule) (fyhg)
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Vergleichen wir N mit Z, so bemerken wir in N f; und f,
anstelle von g, und g, bei Z. Alles iibrige ist dasselbe. Mithin
ist N= —w-D und es wird

u, - D o,

i, = T D ==0).
=0 = = D+0)
Die Koordinaten irgend eines Punktes auf u waren: o1, =
Er — 1.
S . u,
Fiir Punkt 0 ergab sich der Parameter u, zu — —".
Uy

Fiir Punkt X sei der Parameter s,.
2 . . .y 1y
Da X so bestimmt sein soll, daB — = u, so folgt: s, =""1.

‘ll2 22

X hat somit die Koordinaten:
B u
0 Xi= p&i— g o = (g, — hyuy) + ;{"' (hiws— fiy)  oder
i
o' Xy = ey g+ (1 — 1) wpn, hi — s fi.

Ausfihrlich geschrieben:

o' X, = pupuny, (1 — ) upuy by — wyu, f,,
o' X, = prgungy + (L—w)wrry by — 1,14 fy,
0' Xy = iy gy + (1 — ), hy — uyup fy.

Dies sind die wichtigen Formeln fiir die Koordinaten des
Nullpunktes.
Ist umgekehrt Punkt X auf u gegeben, so wollen wir das
dazu gehirige D.V. ;o angeben.
Fir X gilt: 0o Xy = & — 1,9, oder
o Xy = (9, ) — uy (I, 1),
0 X, = (g3 1) — 15 (o 1),
0 Xy = (g5 ha) — 113 (hy f).
S (g, 7)) — 1, Uy ).
Es ist: X, = (!;;7!;) —y (lzﬁ' hieraus
fy = X, (93 hy) — X, (9, ]‘1).
: X, (hyf; — X, (1)

¥ 9
Da ;0= "", so erhalten wir:
i

e
v M X Ol — Xy f)
, L Xl (-(]2 hy) — Ag(gl /&l)
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§ %, Aufstellung der Gleichung @ fiir die Beriihrungs-
transformation.

Die Gleichung der W-Kurven (D.V. x) in bezug auf das
A A BC als Koordinatendreieck lautet in laufenden Koordinaten wy:

ool - wl=r = C (siehe S. 236),
_ky =k 1 1 by—ky  ky— 1k
[0 = il —u=1—_ 3 = 0
ky—ky by—ky  ky-—ky
ky— kg kg —ky
wrt ok ol = (;
(l)’IQ—kS . (1).’;3_,‘1 . (l)’s‘l_,"2 == O‘_(kE —kg) — (J’/].

Nun transformieren wir die Gleichung w; '+ o4 - o}~ = (' auf
das Koordinatendreieck I II IIT mit den laufenden Koordinaten v;.
Allgemein lauten die Transformationsgleichungen fiir den
Ubergang von einem System zum andern?):
0 ) == Ay Uy = Oy Ay, Uy,
0 Wy = Ay ¥y = By Uy F gy Ty,
0 My == AV, gy Uy + gy .
Hierin bedeuten die ax; die Koordinaten der Dreiecksecken

A, B, C in bezug auf das Dreieck I II III und zwar sind die

Koordinaten .
von A: a,, a4, Gy,

» DBty Gy, g,
.
s Ut )y, Oyey Gy

Es entsprechen sich also:

&y ~ f1; Qg ~ Y1) ttyg ~ iy,
gy ~ fo, g2 ~ Ya» gy ~ Iy,
Ugy ~ f3, Age ~~ Y3 tgq ~ .

Somit lautet die transformierte Gleichung der W-Kurven:

(fiv, + favy + fave) ™t - (9,0, + 9,05 + g v5)" - (hy v, +
+ hyvy - hyvg)t 1 = C.

fis Uiy hi bedeuten hierin allgemeine, beliebige Funktionen in ;.

1) Clebsch-Lindemann, II. Bd., 1. Teil, S. 92 und 93.



Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ete. 249

Im Nullsystem der Korrelationen sind f;, ¢i, I lineare

Funktionen und zwar lauten die Koordinaten von A4, B, (' aus-
fiihrlich geschrieben:

Q&) = ay, Uy -y thy + gy, o'y, =Py + iy i,
0%y == dy Uy F Uy y & WygUty,  0'Yfy == [y Uy T+ flygty + /?)23“3a
0Ty == Ug Uy =+ Uggtly = Gggtly, 0 Yy == Pl 1, + [yt + flagtty,

/

0% =y Uy F Vit VisUs,
0" = yy tty Tt Vaa Uy T VasUss
0”2y == 75 Uy F V3 Uy T V3 ts-

Die i, Bir, yir sind hierin Konstante. Im System der Kor-
relationen lautet die Gleichung der W-Kurven:

(g gy o) vy (gt A ag g+ agyug) v, +
(g 2y g1ty + g ) vy
By A ety + Bt vy 4 By g + Bastty + Pastt) vy +
= (Byrttg + Psgtty = P tt3) V] -
[yt F 713t - 715U U T+ (gt T+ Pea Uy T YasUe) ¥y T
F ottt 750Uy + Vs s) 5] T = O
iy, u,, 1, sind hierin Parameter. Geben wir den u alle
Werte, welche die «* Geraden der Ebene liefern, so bekommen
wir zu jedem # ein System von IW-Kurven, das durch diese letzte
Gleichung dargestellt wird. Geben wir C einen beliebigen, aber
festen Wert, und halten diesen fiir alle Geraden u fest, so haben
wir offenbar eine B.T., gegeben durch eine Gleichung: Q (u,, u,, u;:
vy, U,, vy) = 0, vor uns. Die sich selbst entsprechende Kurve hat,
falls iberhaupt eine solche vorhanden ist, die Gleichung: (2),,=.,= 0.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz
dieser Kurve lautet?):

2 20
(a”l'>v,-: iy e (80,‘)”: u,-.

Schreiben wir die Gleichung fiir die B.T. abgekiirzat:
Q= o7 wf -0} =" — C=0.
Hierin hat w; die Bedeutung obiger Klammerausdriicke | ].

1) 8. 244, Ubertragung der Beziebungen 4) auf homogene Linien-
koordinaten.



Nun ist:

(

—1 it epnyl—rpt
O] (02'w3 g

(vl)1

Da(

9 w;
du,

[N CNON
1
)

1)
)r,—: u; ( ] v,

J. Lutz

® dw e\
1 2 3
( y g - ‘i‘/”"x“’n'aﬁ' +(1—1)m, m, 5 >
1 1

=1 eyl —pe
o, (U:!(-L)3
9
RO
v

,
O2 G- (1= m, o,
1

dw

-(—a)., my o w w,
- . av ]

1 1

sein soll, so muB stattfinden:

My (0
3L

20
h 0 <
a’ll] vy = Uy 9 Ul U= Uy
d Wy . .
. , oder, da fiir i ==1 In w;:
U.‘: “‘
dw
1
b=y, v g, Uy g U
S,
A2
= 0, Uy F Gty Tt gty

=ty Uy F Oy Uy = gy Uy

Uy Aty + agty

2] oy

3'01

und ( )
a“‘] v‘-=1("

<9 a)1>
3 Ul v = ug
(ay 1ty + gy 1ty + ag u) — 0 (a0, + a0, + g ug).
1;  ay, M, Uy, o
(a (O
l‘_ ”i

9,
f
5 T\9 S =

Hieraus o
Fiir

(9 w,

4—”‘

)v‘-zui h (
fra und 7y, 712
v -
V31 — V13-

fis
Q

Wir haben nun ferner:
] .Q) (8 Q) (a -_>
und |- 0 .
v= g Qg /) v =1 0 Vg/ vi=u

31}2

du,
folgt analog
ﬂ:n -

)=
—1).

] g
o,

3,

Wie vorher mub stattfinden:
dm;

91Uy

(aQ

) (o
')": lll-

I

dmy;
') und (
802 vy =ty

i

d w;
o U,
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Fir i =1 in o, folgt:

Uygly  fyatly 1 Ugpthy Uy U = Uy 2y + Cyg g,
Q.

Hieraus «,, — a,,; analog folgt fir i = 2, 3

U32 ==/

23
=i nd Vig == Te1
Bas = Pas Yse = Vo3

Ferner: o gu, 4 ayu, 4 a1ty = ag w0, + ayoty 4 agq .

Diese letzte Bedingung ist schon erfiillt, wenn nach dem
Vorhergehenden a,, = ag,, a,5; = a,, angenommen wurde.

Damit eine sich selbst entsprechende Kurve existiert, miissen
also unsere Korrelationen gegeben sein durch das System der
Koeffizienten:

7
“yy Uyp U3 fri Bia Pis Vi1 V12 Vi3
'] -
Uyg (g Ugy Bia Paz Bs V12 Va2 Va2s
g Ggg Ugg Bis Pas Bss 713 723 Vs3-
A 3 .- 133 — —— —_— —_
Schreiben wir fiir a,, =a,, a,, =a,, ¢,;, =0y, ¢, =a,,
tyy == g, t,, ==, etc., so miissen die Korrelationen lauten:

ox, =a,u, + a,u, + agu, oy, == fu, -+ fyu, + Paug
0T, = a1, + a,u, + azu, oY, =Py, + P u, + fiu,
0%y = azu; + agu, + agly oYy = fgu, + Py, + Py
07, =y U, + yyut, -+ vty
08y == Yoty 7T 74Uy T V5 Us

2y == Pyt b YUy T VU

-~

f

Nur ein durch solche Korrelationen definiertes Nullsystem
besitzt sich selbst entsprechende Kurven und zwar lautet deren
Gleichung:

[(a,u, + ayu, + agug) u, + (a,u, 4+ a,uy + agug) uy, + (agu, +
+ agu, + oagug)ug |7

LBy, By 4 Byug) w4 (B, + oy + Byug) ug + (Byu, +
4 Bty = Portg) gt -

Gy 4 vorty ) w A Govey + 7ty -+ vug) uy + (g, +
sty F yeug) ug ) — = C.
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Schreiben wir fiir die [ ]-Ausdriicke w., bzw. us, u,, so
lautet die Gleichung: 1 . ,1—« — (1.
@ Ay

Die dadurch dargestellten Kurven wollen wir ,Verallge-
meinerte IV-Kurven® nennen. Sie sind insbesondere alge-
braisch, wenn w« eine rationale Zahl ist.

Im § 13 der Abhandlung zeigen wir nun noch, dali ein durch
allgemeinste Korrelationen definiertes Nullsystem auf das durch
die obigen besonderen Korrelationen definierte System zuriick-
gefithrt werden kann. Ferner zeigen wir, dafi der Connex (1, 4)
und das durch allgemeine Korrelationen bestimmte Nullsystem
identisch sind. Damit ist aber dann der Beweis erbracht,
dafi die allgemeine Losung der Differentialgleichung
fiir die Integralkurven des Connexes (1,4) in der Form

erscheinen muf: e s W= .

Als spezieller Fall ist darin die allgemeine Losung der Dif-
ferentialgleichung F, (u,v)du + I, (u,v) dv = 0,

worin I7, und F), allgemeine rationale ganze Funktionen 4. Grades
bedeuten, enthalten.

Ehe wir diesen Beweis fithren, wollen wir an 2 Beispielen
die Richtigkeit der bisherigen Betrachtungen priifen.

§ 9. Beispiele.
1.

In meiner Dissertation habe ich folgenden Satz iiber die
JW-Kurven bewiesen: Gibt man sich auf den 3 Seiten des I'un-
damentaldreiecks dret Projektivititen, welche ihre Doppelpunkte
in den Hcken dieses Dreiecks haben, konstruiert zu den Schnitt-
punkten jeder Tangente einer 1W-Kurve (die durch den Connex (1, 1)
bestimmt sei) das vermdge der drei Projektivititen bestimmte
Lo ABC, so ist das D.V. des Beriihrungspunktes der Tangente
und deren dret Schnittpunkten mit den Seiten dieses Dretecks
konstant: (M NOX) = Konst. = .

I, 1I, Il Koordinatendreicck, IV, eine I/-Kurve des Con-
by — Iy

nexes (1,1) mit dem D.V.Z = /,'v w Tangente von 117,
h2 - 13
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der das A ABC entsprechen moge. Im AABC ist alsdann
eine TW-Kurve W, vorhanden, welehe W, gleichfalls im
Beriihrpunkt X von u beriithrt. Wenn wir also die B.T.
fiir dieses System der Projektivititen (spezieller Fall von
Korrelationen; dieselben sind ausgeartet) aufstellen?), dann
milssen die sich selbst entsprechenden Kurven, falls
solche existieren, mit den urspriinglichen W-Kurven W,
identisch sein. Wir kinnen auch sagen: Die W-Kurven ¥,
miissen als Enveloppe die W-Kurven 1V; heben.

Figur 3.

Die allgemeinen Korrelationen, welche die Dreiecke A LC
bestimmen, gehen fir den Fall der vorliegenden Projektivititen
tiber in:

e PR £5 y ~ "
ox, =10 0Y, == Pty 08, = y,,U,
. . N T . —
A oz, == a,,u, D ooy,=0 C: oz, =y,,u,
g S R < ~ —
0L, =y, oYy = Py, U, 0z, = 0.

Bezeichuen wir den Schnittpunkt von « und II III mit 4,
so ist offenbar Punktreihe 4‘A Punktreihe A, denn wir haben
ein umkehrbar eindeutiges Entsprechen. Fir wy = 0 wird 2, = 0
d. h. 4 und A’ fallen zusammen in IlI. Fir v, = 0 wird 2, = 0
d. h. A und A’ fallen zusammen in 1L Il und II sind also die

1} Wobel also X durch den gegebenen Connex (1, 1) bestimmt ist
und damit .
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Doppelpunkte der Projektivitiit. Analoges gilt fiir die Punkte B,
“und C, ¢“. Die B.T. wird nun dargestellt durch die Gleichung:

Q= (agyttgvy + agyu,v5) V(B 050, 4 By u,v,)"
c(a e, F oy U V) T —C =

Sich selbst entsprechende Kurven sind nur vorhanden, wenn

Uyg = Agy = a3 3= flg, = 71, = ¥y, = 7
(Qyymay — o)1 @) - @) (wy )™ (e, ) -

S(u) T — C =0 oder

C !
=1 0ty gt — 1 — — ()
w; ey ((“ RN (‘)4)1_”) .

Nun wissen wir aber, daB wir auf die W-Kurven W, des
Connexes (1, 1) gelangen miissen, und diese haben die Gleichung:
, ; . k,—1Fk
wtewf w7 = Konst. (2 =1 38
2 k,—Fk
2 3
Leicht lifit sich nachweisen, da 0 = 7.
Auf 8. 247 ist die Formel fiir ;« angegeben. Wir berechnen
;¢ zuniichst filr den Fall der oben angegebenen allgemeinen Pro-
jektivititen (u,q = ay, ete.) und zwar berechnen wir fiir sich
s, und .
Es ist im vorliegenden Falle:

fi=0 91 = Prsty by =75,
fo = ay54 g =0 hy = 74,2,
fs = ag, 1ty Ys = Py 1ty hy =0,
Up == Uy Uy Uy - Uy g, 0y = 2,2y (0,5 -+ y,)
Uy == u, [}, 50y oty By, == 1wy (B, Py))
U == U, Pyolly - Uy Py Uy == 1,2, (V)0 -+ 741 )
g5 Iy 0 7y, %,
g, h,)y = "% = : L== — g s () )
(./z 3) , u, 21 3(/ Bt/ u)
Prstty 702Uy \ o f
({/1/'1) = ]1( :l =, U Uy (B 57y, — 3 1o f30)
7 h
) P U, Uy U,
(]‘2/2)= £ TR :“z“:"a(?';’l“u Ve 's)
Uy Uy
u, 0 )
(hd fl) = /12 = Pl (“23 + (13'.')-

(T
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3 Q2
. u u, ..+ f,
Somit = S 47/713 /3]’
Uy Uy Oy -+ g,
4 7
o, — X (9o hy) — A?L’/!]‘l)
o

N,y ) — X, Uy fy)

Fiir den Connex (1, 1) ist:
o X, = u,u, (ky — Iy)
o X, = wu,uy (b, — ) (siehe S. 235).
o Xy =u u, (b, —"5%)

Dann wird

ST, 1‘317%__ %g) 71 (st Py )“_;Z_‘a —U Uy (7'517“ L”%) Uy “2}_‘,3_@132’21 —712Pa1)

Uy = : .
2T g (g — Fy) 1y 1y 1t (79 gy 71g gg) = Uyt (g — Tig) 715 UE 2g (015 + tgy)
Dividieren wir Zihler und Nenner durch wu,u,#; und durch
— (k, — k;), so erhalten wir:
o= T (Brs + F3) — 213750 — 7128351)
o Uy (721 %55 — 710 %s) 4700 (0y5 + ay,)
Es wird
o By + By, ) (7, 1132 _}'12“,:3) + 2y, (2 + ay,) — Konst

" A 1 | ar C—_—
Uy + gy 7oy (Brs 4 F3.0) — 2(Brs 7o — 712 Bss)
/¢ ist also konstant, womit der zu Anfang dieses Paragraphen
erwihnte Satz iiber die W-Kurven neuerdings bewiesen ist.

23 ’
V1w = ¥y, = 7, so daf3 also unsere B.T. sich selbst entsprechende
Kurven haben muf, so wird

_2f 04 2y-2a
A T Y

Haben wir nun gewidhlt: «,, = a,, = a; f,, = f,, = ;

Wir bekommen als Integralkurven eben die Kurven W;:
—1 / 1—i /
wy eyt =

wie wir dies erwarten muften.

Die Korrelationen miissen in diesem Falle sein:

— ‘ e . i _ . i
Qxl__o 9‘”1—0» QY= Uy 00 T U
ox, = au, oder o'z, = u,: 0"y, =10 0", = u,

4 — ‘, - . i P . II/N PR
0y = wu, o'y = it,; 0y, =, 0"z, =0.

Sitzangsh. d. math.-naturw. Abt. Jalirg. 1926, 17
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An diesem ersten Beispiel erweist sich die Richtiglkeit unserer
Betrachtungen.

Wir kionnen hier noch folgende Uberlegung anstellen:

Die Projektivititen seien allgemeiner gegeben (a,, = «,, etc.),
also wie auf S. 253, Wir wissen, dai keine Ify1) vorhanden ist.
Zum gegebenen Connex (1, 1) existieren jedoch die Integralkurven:
wytwbuy=" = C. Nach den zu Anfang des § 3 angestellten
Betrachtungen wiirde folgen, dafi auch im vorliegenden Falle
eine I/yy vorhanden sein mufl, denn zu jeder Tangente « einer
1V ist emne W, festgelegt. Beide haben denselben Beriihrpunkt X
gemeinsam. Die W, miiiten 11 zur Enveloppe haben konnen.
Dies ist jedoch nicht der Fall. Wir konnen den Widerspruch
leicht klédren:

Die Gleichung einer W, fiir ein bestimmtes % von 1), lautet:

Q (ayguzvy + agyuyv,) " (Bryug v+ By ug0y)"
(a2t byt e 0) T — U= 0.

Soll £ eine B.T. vermitteln, dann darf sich € nicht iindern,
wenn u 117 durchliuft®). Die I7y wiirden wir erhalten, wenn
v; = u, gesetzt wird:

(’123 + (‘3;3)“1 . ([}13 + /))31)'” ! (7'1: ",f_ ?’31)1-‘” . “1! '“3 & '“‘3>l+'“ =C
(1 — (ayy + ag,) ™ (Brg =+ Py ) - (742 + Ve L
S i = .

oder A VA TAR L
1 2 3

1

Wenn nun die u; in Qaus W, —w ') u,~" = (' stammen,
so hat w' - uf - ul~« und deshalb C’ fiir jedes « einen anderen
Wert, so lange nicht = 7. Dies ist aber nur der Fall, wenn
t,, = a,, etc. Die Gleichung 2 = 0 definiert aber keine B.T.,
wenn C° sich fiir jedes u indert.

Weiter erkennen wir: Die durch allgemeine Projektivititen
(vgl. S.253) definierte Haupteoincidenz kénnen wir durch ein
gleichwertiges System festlegen, nimlich wenn

|
i

) a5
Myy == My, fs = fy, 712 Vo1

:ll:l :/;:1

|
|

angenommen wird.

1) Die sieh selbst entsprechenden Kurven wollen wir von nun ab /'
nennen = Knveloppe der H-Kurven. :
?) Siehe S, 241 unten und S. 249 Mitte.
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Dann aber ist eine Ky vorhanden.

Wir kénnen daber vermuten, dat auch die durch allgemeine
Korrelationen und D, bestimmte Hauptcoincidenz durch ein be-
sonderes System von Korrelationen gleichfalls vermittelt werden
kann, eben jener, welche die /4y liefern.

2.

Geben wir uns die 3 Korrelationen in folgender spezieller Form:

ox, =0 oY, = U, 072, =,
1) 0L, = u, 0y, =0 08, = U,
0Ly = Uy 0y = U, 0z, = 0.

Gegeben auBerdem D.V. s.

Dadurch sind wohl auch Projektivitiiten auf den Seiten des
Koordinatendreiecks gegeben; deren Doppelpunkte fallen aber
nicht mehr mit den Ecken zusammen wie in Beispiel 1. Wir
haben ein spezielles Nullsystem 5. Grades vor uns, dessen Ky
bestimmt werden soll. Deren Existenz ist ohne weiteres Kklar,
denn die Koeffizienten obiger Korrelationen erfiillen die Relation
S. 251, Die Gleichung fiir die B.T. lautet:

2) 0 (v, wgvg) " (v g vy ) (w0, F oy v,)) T — C =0

|
o a2 -l

W w Wy

Dann hat die Iy die Gleichung:

3) Ey (g )= (g Ao - (uf - w0 =0
., g u,
Wenn wir nun den durch die Gleichungen 1) und D.V.,
bestimmten Connex aufstellen und seine Integralkurven ermitteln,
so miissen diese mit den Kurven Iy identisch sein. Oder wir
konnen auch so sagen: wenn wir obige Gleichung Ey total dif-
ferenzieren und ferner die Differentialgleichung fiir die Integral-
kurven des Connexes herstellen, so muf sich ein und dieselbe
Differentialgleichung ergeben. Der zugehirige Connex habe die
Gleichung: .
& fia,+ 12, + 125 = 0.

17*
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Seine Differentialgleichung lautet (8. 238):
1) (fyuy —fyw) du, 4 (fyu, —fiug)duy, + (f,u, — fou ) duy, = 0.
Die Hauptcoincidenz des Connexes bestimmt sich aus den

Gleichungen: ‘
SOk fla"1+f2xg+f3-7/‘3 =0 und
,1(1.’1:1 + Uy, X, + Uy Ty = 0

VY 0N, = [ u, —fyu,
oN, = fyu, — [ uq
o X, =f,u, —fyu,.

Deshalb kinnen wir die Differentialgleichung auch schrethen:
X, du, + X,du, + X, du, = 0.
Die Differentialgleichung der [y lautet:

a-EH' 3]’]1\' 9_1’]1"
) “du, - du, - du, = 0.
) du, ' + qu, 7 o
Differentialgleichung 4) und 5) sind identisch, wenn:
¥ a.E 8 - 8.14 g 3.E -
6) 0T =X,; o T =X,; o =X,.
du, 81( c duy’

Nun sind die Koordinaten X, fiir die Hauptcoincidenz nach

S 947+
S. 247: (u, = Uy My = Up; Wy == u.,)
fi=z: gi=ys hi=z
o X, = pu;+ ui) (i + ) ug 4 (3 — 1) (i -+ ) (65 - i)y
=, (25 + u3) [of + peng 4+ (1 — 1)z
o Xy = w, (u; + w3) [0 + s 4 (1 — 1) i)
0 Xy = ug (i + ud) [of 4 gers + (1 — g0) uf]
oder o' X, == u, (1 4 u3)
o' X, == u, (1] + u3)
o' Xy = uy (u; 4 uz).

Il

Halten wir folgendes scharf auseinander:

a) Die Kurven Fy sind gefunden lediglich aus der B.T.
ohne dafi von der Hauptcoincidenz X die Rede war oder diese
verwendet wurde.

b) X; wurde unabhiingig von der B.T. als Hauptcoincidenz
des durch Gleichungen 1) definierten Nullsystems oder Counexes
berechnet.
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Es ist nun:

Fy == (4wl V- (f ) (w4 uld) - — O =0,

(e -y 1— @) ()= 2u
(A PR .~

3]’711' _)17{'1 —J‘—
(i 4+ )t

|
- (/v R . :
du, L (it} + )

" l— ]
= (' -2y L J S =
T A ol
2, 5 ) . : .
= @ T et -l 4wl — ol + (1— ) ui] =
1 3 1 2
N
T ) (-4 ) (ud - ue3)

In der Tat hat sich ergeben, wenn wir die Faktoren

g () [ud 4 g 4 (1 — pyus].

N6
Gd =) (4 ud) (0 )

und [. . .| in o einbeziehen:

3 Ly ,
0 = X,.
T ou,
. . QJL‘H‘ g
Ehenso ergibt sich: o = X,
; qu,
P :
0 =R
1y

Auch aus diesem Beispiel erkennen wir die Richtigkeit
unserer Uberlegungen.

§ 10. Beweis. dafi die £y einer nach 8. 251 definierten
Beriihrungstransformation mit den Integralkurven des
dazu gehirigen Connexes identisch sind.

Sind 3 Korrelationen bestimmt durch das auf 8. 251 ange-
gebene System der Koeffizienten:

0, = a Uy 4 agity = agi, o'y, = 0"z =
— . ’ / —_— o, P
0Ly = oyl + a ty + aity o'y, = 0"z, =
_— ‘ P ii —_
0Xy = agu; -+ agu, -+ agity o'y, = 0"z, = :
so hat die 10y die Gleichung:
e =1 . gpit gl —1t | B
By u] wh -, =0,
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- I/ B } a
worin z. B. w, —— (a i, 4 @y, 4 agy) i, (agu, o, -+ o) u, +
+ (g, 4 agu, = agig) uy.
Wenn die Kurven I7yy identisch sein sollen mit den Integral-
kurven des zugehorigen Counexes, so mufi wie in Beispiel 2 von

§ in:
S 9 semn o )
o = Xi.
Uy
Nun ist:
7‘-3 N/l-—l it
oy 0. (_ W o u B duy (). 'au;) -
p - —1 i h 1- -
duy ust uy  Quy w2y
1 2w 1 au 1 du,
=C |- —- —L+|uf~- ﬂ—}—(l—-,u) )=
U, 31U, g U, uy Jit,
C du duy du,
= —ugu, A, ot (=g 5T,
U, gL, b o, o, du,
9“" b | 5
su = 2ty + ayuy + ag g - agrty, + agug = 2 (a0, 4 ayu, -
1
+ agu,) 2oz,
Analog: du du,
D p‘ 2 Q/yl o L £)II£,]
du, du,

Es wird also, wenn wir innerhalb obiger Klammer umstellen:

sy 20

- (g o'y A (L — 1) ugugo”z, — ugu. o).
ou, U Up U,

Der Klammerausdruck ist aber nach S. 247 die Koordinate X,

. . ., Oy Iy
fiir die Hauptcoincidenz. Analog berechnen sich v nd ET
du, RN
Somit ist gezeigt: o 38 u‘-‘ = X;.
Die Differentialgleichung der Iy lautet:

2 .Ew e} EW 2 Ell"

au, du, -+ 2u, du, + au, du, 0.

Die Differentialgleichung des Connexes lautet:
X du, + X, duy + Xgduy, = 0 (s. S. 258).

Wir haben erkannt, dafi bheide Differentialgleichungen iden-
tisch sind; es sind daher auch ihre Integralkurven identisch.
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§ 11. Geometrische Deutung der Ausdritcke wu,, g, u, in

der allgemeinen Losung w='-uf u! =1 = (.
o Uty
Es ist ohne weiteres klar, daB u, =0, u; =0, w. =0

partikulire Lisungen darstellen?).

Mo = (a0, F oy, | a, uJ) wy = (g, 4 ayu, 4 agug) u, +
4+ (agr, -+ agu, + aguy) w,

. = 0 stellt einen Kegelschnitt vor und es ist leicht ein-
zuchen, daf dieser Kegelschnitt der Geraden-Kernkegelschnitt
der durch die Koeffizienten « bestimmten Korrelation ist. Diese
Korrelation lautet:

0x, == a i, ayu, 4 gy

DLy == (A, 0, | oy Uy T g,

0, == agu, -+ aju, -+ agu,.

Im allgemeinen besitzt eine Korrelation einen Geraden- und

einen Punktkern-Kegelschnitt K, und K, welche die hekannte
Lage haben:

Auf den Tangenten # von K, liegen die

. TN
zugeordneten Punkte z von K, (Fig. 4). /
Soll z auf der Geraden u liegen, so muf} sein: /“ \
oy oy, +ougxg =0, dohoow, = 0. \ _/
. : . . !
1, == 0 st also dle Gleichung von K,. In | e
obiger Korrelation fallen aber K, und K, zu- \ '

sammen, d. h. wir haben ein Polarsystem; \\/a
denn der Berithrpunkt x einer Tangente u von

R Figur 4
u, = O ist gegeben durch:

du,

0X, = — = A Uy |+ Ay, + agy
du,
ou,

DX, == == Uy A Uty o G U,
ou,
U,

08y == o =031 + o vy + agu,.
3

Dies sind aber eben die Koordinaten des Punktes x, der
einem u vermdge der Korrelation entspricht.

1) ¢ =o!
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Die Ecken der Ani. Dreiecke sind also so bestimmt, dafi in
3 Polarsystemen mit den Kegelschnitten w, = 0, ug = 0, w, =0
zu einer Geraden « die Pole in bezug auf diese drei Kegelschnitte
bestimmt werden.

X ist auf « durch das D.V. g bestimmt: (M NOX) = p.
Fiir die Tangenten von w., wug oder wu, geht « durch eine
Ecke (2), () oder () des Am. Dreiecks. Dann fillt aber diese
Ecke mit X zusammen (und zwar fiir jedes u). Dies bedeutet
aber, daB w, =0, ug =0, u, = 0 zu den Kurven I}y gehoren.
Damit ist die geometrische Bedeutung dieser partikuliren Losungen
klar gelegt.

Wir wollen nun den analytischen Zusammenhang dieser par-
tikuliren Losungen mit dem gegebenen Connex angeben. Die
Gleichung desselben sei wieder: [— fio, +f,z, + /[, 2, =0
(f\s for fo vom 4. Grade in u). Dessen Integralkurven!) sind
nach dem Bisherigen:

D wteuw!l T = C.
T e By
Nach Obigem erhalten wir eine partikulire Losung, wenn

beispielsweise # mit X zusammenfillt. X ist Schnittpunkt von
w und f; x entspricht u vermdge der Korrelation.

z fillt mit X zusammen, wenn:
fi(ae, + a,u, + agug) + fo - (ayu;, + ayuy, + azug) + f4 -
(agu, + agu, + aguy) =0,

wobei auBierdem u, = 0, denn nur fiir die Tangenten von u,
kommt z auch auf « zu liegen. Somit mufi stattfinden:

fi-(agu, 4 ayu, + aguy) + fo - (ayu, + agiy + agug) + 1, -
agit, 4 aguty, 4+ agug) =k, -,
Hierin bedeutet %, eine Funktion 3. Grades in u.
Letztere Beziehung kénnen wir auch schreiben in der Form:

f1 a'ua + fz

ou,

du,
RIN

3,

8212+f3

=l - u.b).

1) Wir setzen den im § 13 angefiihrten Bewels iiber die Identitit des
Connexes (1,4) und des Nullsystems 5. Grades vorerst noch voraus.
?) Analoges fiar u; und w,.



Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ete. 263
Dies ist die Bedingungsgleichung dafiir, da u, eine parti-
kulire Losung darstellt, ganz in Ubereinstimmung mit der von
Darboux (s. §14, S. 274) in ganz anderer Weise abgeleiteten
Bedingung. In welcher Weise sie sich zur Auffindung der Inte-
aralkurven eignet, soll in dem Beispiel des niichsten Paragraphen
gezeigt werden.
Bilden wir noch:

oD L ( du, | auu

o,
/1'3714]‘8u i, du., ./*W +f*a%>

b auﬂ duy Su,o LT ., du.,
31(,;( Yau, +f“au +/38u au /‘au : /;’au, fdau

= B T SR T B VS BT G (1 — -
== Ry e e g g kg o (L0 !
Sz Iguw, = D (—Fk + why, + 1 —1)k,).
@ ist das allgemeine Integral, wenn

9<[) aI) b
fl "3 f2 /3 )
u, au ou,

d. h. wenn Lk, (3 — ) kg — 0.

Dieser letzten Beziehung miissen also die Funktionen 7, &
und kg ebenfalls noch gentigen und dies ist der Fall, wenn

l I

2

1 T

§12. Direkte Losung der Differentialgleichung:
(i, — wi ) duy ++ (w5, — wiug) duy 4+ (i — 1z2,) dug = 0
auf Grund der abgeleiteten Losungsform:

wm eyt — 0 =0,

“ Aoy
Vorstehende Differentialgleichung ist hervorgegangen aus dem

Connex: W, 4wk, - wia, = 0,

wobel gesetzt wurde:
0x, = uyduy, — uyd,
ok, = uydu, —u di,
oxy = u, du, — u,du,

Die Integration in gewohnlicher Weise ist leicht durch-
zufiihren und soll am Schlusse zum Vergleich herangezogen werden.
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Wir wissen, dafs die Losung in der Form a ' - u‘—“—(’ =0
erscheinen muf3; dabei sind w,., wug, wu, pmtﬂmlme Losungen,
welche nach S. 262 der Bedingung gentigen:

31:,1

31U,
r Ju,

iy,

du,

oy, thy,

=k .

In unserem Falle ist [ == u}, folglicll st £, eine lineare
Funktion: i

o U Ay iy - gy
Es ist

du 3 U,
su. = 2loautapuy toagug)i =2y, gy + g uy);

du,
ou.
Suu = 2 (agu, + azu, + azuy).
3
Somit wird
du, du, du, 2 .
s 2 i, - ag . (1, Uy)
f]au +flau +/38,” 1 (l 1 i 2 l+ 353 *—
-+ 5.2 (oz2 wy gy, + agug) - wse 2 (agu A oagun, + oagu) =
= 2 (a, ui -+ ay 1 u, + azi ur, + a, uzu, + a, uy + aguz e, -
+ aguzu, + aguiu, + agud) - k-, = (a, u, —f— ayu, + agug) -
. [(a1 i, 4 ayn, 4 ag “3) u, + (a4 ayu, + aguy)u, 4-
4 (agu, + agu, + aguy) ;] =a a6} -+ Laya, 4 a a)uiu, +
+ Qaga, + a,a)wiu, + Qa,a, + aga)uiu, 4+ 2(a,a, 4
+ aga, + aga)) i, uguy + Lagay +oaga) usu, a0 4
+ Qaga, + a,a)iGu, + Qaga; + agay)uzu, + aga, .
du, du, 2, . .
Da k w,, so ergibt sich durch
‘ f]a( +f‘3u)+f3au, g Ll
Koefﬁmentenvergle]chung 5
1) aja, = 2a,
2) 2a,0, +a,a, =2a, oder 2da,(n;,— 1)+ a a, =
3) 2aa, +a,a,=2a, , 2a,(@,— 1)+ a,a,
4) 20,0, +a,a, =2a, , 2a,(a,— 1)+ a,a,
5) 2(uya, + aya, + aza,)y =0
6) 2a,a, 4+ a;a, = 2(1._, oder 2a,(a, — 1)+ aga, = 0
N a,a, = 2a,
8) 2aga, + a,a, = 2a
9) 2asa;, + aza, = 2
10) aga, = 2a,.

[
oS o O

I

5 oder 2a;(a, — 1)+ a,a, =0
a; o, Z2a4(a3— 1)+ a;a, =0
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Dieses System hat verschiedene Losungen. Gleichung 1) ist
befriedigt fiir «, = 0 oder «, beliebig, «, = 2. Wiirden wir
withlen «, == 0, so fiithrt dies letzten Endes auf einen Wider-
spruch!) mit der Beziehung %, ~ %, - %, (s. S. 263). Des-
gleichen diirften in 7) und 10) «, und «; nicht beliebig sein.

Gleichungen 1), 7) und 10) sind also befriedigt, wenn
=, = a;, = 0. Aus 2) folgt alsdann:

Qaya, = 2a,; a,=1; a,+0.
In 8): 2a, =2a,; a;+0; in 6): 2u,a, = 2a,; a;=1;

in 8) 2a,a,=20a;; a,=1; a,+0.
Aunachst erhalten wir also:

2

tw, = 2(ag1, 1y 4 ayu, uy + agu,u,) und analog
wy =2 (B uy + fou u, - fiu,uy)
1w, = 2(y t, 1y 4 vyt 0y 75 2,0,),

wobet noch gilt nach Gleichung 5):

dy oy 4= ay =0

s "*‘ﬂ/t”*'/o'-_()
"2—} /3+7'—0
Ferner ist I, by ky =, 4 u, + uy.

Zur Bestimmung der noch unbeshmmten Koefﬁmenten oy,
gy azi Py Py Bsi e, V3s 75 haben wir weiter die auf S. 247
angegebenen fundamentalen Beziehungen zur Verfiigung.
Die X; berechnen sich aus den Gleichungen
0 X, = uyug (1, — 1)
2 2 2 ~ 1 278 2 3
u x U T ;g = 0
12 62, T o X, = u,uy (uy — u,)

zu ==

T+ Uy 2y A 2y 2y == 0 0 Xy = u 1, (11, — u,).
Nach 8. 247 ist:
0 Xi = (1 — n)w gy + e, gy — g, 2.
Folglich mu z. B. sein:
(I — 1) uartgz, + et ugyfy — Upt, & == g Uy (Uy — 1y).
Nun ist:
0Ty = Gyl ugity; oYy = Pty + figyi 02 = Plly + Y3U;.

1) Kine ausfiihrliche Begriindung hiefiir ist unterlassen, da sie zu um-
stindlich ist. Die Tatsache der richtigen Liosung mige geniigen.
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Eingesetzt:
uy [ttty (1 — 10) + e tt, Pyt — ug . a,| +
+ wg [rncrtp g (W — 10) F w1ty fy gt — g, ag] = aty 1, (10, — ttg).
Auf der linken Seite der Beziehung wmuli sich also der Fak-

tor u,u, abspalten lassen, d. h. aus der ersten Klammer muf

sich u,, aus der zweiten u, heraussetzen lassen.
Es 1st:

o - Up =4 (s ay By F Ui U5 g fiy 4 w5065 ag iy ui oy ug (0, py
- ay ) ug s (o, By A ag fy) Aoy g s (ag s oag ).
Nur das 1. Glied enthilt «, nicht,

9

- » Uy »

Zunichst mubB also sein:
D a,flyy, =0

2) agfiyyy; = 0.

W, p, und wugw,a, enthalten dieselben Glieder, dic ver-

schwinden missen. Aus o X, = ... = wu v, (1, — u,) wiirde sich
noch ergeben: 3) «; f;y, = 0. Losungen dieser drei letzten

Beziehungea bilden: «, =, =y, = 0. Um 2) zu erfiillen,
kénnte nicht etwa auch «, = 0 sein; denn dann wiire wegen
ay + og 4 ay = 0 auch «; = 0: dies hitte zur Folge, daki

Qx1=\)x2=9’,‘3 =O
Fir a, = 0 folgt aus a, 4 a, + a; =010, = —a,.
) ) — P S— 1
=0 s OBy Py B =0:0,=—[..
n 73 = o ., » 7o + Vs + Vo= Uiy, = — 7y

Damit sind die Koeffizienten fir die Korrelationen bestimmt
und diese lauten also:

0L, == Oyl 0 X, =y o'y, =, 0"z =1y — Uy
—_ s e i, —_— . (XL —

0L, = — agug oder 0’'r, = — g 0"Y, = u, —uy 07, ==,
—_— ‘ — - ‘“ e i

0Ty == (g Uy — gy 0Ly == Uy — Uy 0" Yy = — 1y, 0"z=—u,.

Dann wird o, = w,u, — wy 0, = u, (10, — u,
Up == 1 Uy — Uy Uy == 2, (1, — Uty)

wy ey — u ug =, (1, — ity).

I

",
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Nun wire noch g zu bestimmen. Hs ergibt sich aber, wenn
wir aus den gefundenen Korrelationen X berechnen:
o X, =1 — W ucugs, + nu iy, — ugn,z, =
=y g (1, — 11y) [ = w0, Ay w0y A perg g — g
analog:
0 X, == w uy (uy — ) .. .]
o N, = w o, (n,—uw,) [ ...
Die Ausfithrung der Rechnung zeigt, dafi der Klammeraus-
druck immer derselbe wird; wir kinnen 1hn also in » einbeziehen;

<

daraus folgt wiederum, dafi x willktivlich gewiihlt werden kann.
Dies ist auch geometrisch leicht einzusehen:

Das D.V. © kann nur unbestimmt und daher willkiirlich sein,
wenn die Am. /N immer In Gerade ausarten. Es ist dies der

| " "
Fall, wenn i, = x4 dy, =, + A,

e, = r, Ay, = —u, + L (u, — 1)
0Ey = Zy A Ay, = 1, — tty 2 (— u,).
Wir erkennen, daly fiir 2= — 1 Punkt 2 hervorgeht. =z, y, =

liegen also immer in einer Geraden und daher ist das D.V.
unbestimmt.

Die allgemeine Liosung der vorgelegten Differential-
gleichung lautet mithin:

P g O — ) )70 Loy -Gy g )] Ly - (e, =) ' =

Durch Differentiation Liit sich bestiitigen, da ¢ = 7 wirk-
lich die allgemeine Losung darstellt. Es ergibt sich niimlich:

ad
0, == gy (i, — 1y) ete.
Qu, 2EgATe '
t, =0, 1z =0, u, = 0 sind partikulidre Losungen. Auch
dies kénnen wir geometrisch bestitigen. Es ist z. B. w, = u, -

(1, —u,) = 0 ein Polarkegelschnitt, der in die beiden Biischel
w, =0 und w; —u, = 0 zerfiillt. Tatsiichlich fallen liefiir «
und X immer zusammen.

Zum Vergleich wollen wir nun unsere Differentialgleichung
mm gewdGhnlicher Weise integrieren und zwar nach Forsyth S. 297.
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Ist die totale Differentialgleichung Pdu, + @dw, + Rdu, =0
gegeben und ist die Integrabilititshedingung

P(S—Q B aR> + 0<3R 31)) n R(aP aQ) —0
duy 3, A dug du,  du
erfiillt, so wird zuniichst die Differentialgleichung Pdu, -+ Qdu,=—0
integriert.

Fiir unseren Fall ist P = w,u, (g —105); Q = 1y, (g —1));
B o= u, uy (1, — ).

Pdu, + Qdu, = uydug (uy — ug) duy -+ g ug(ug — ) duy, = 0,

du, du,

— T =),
w, (g — )y, (g — uy)
Es ist
du, du * du 1 1
f f ! +J : = Anu, —  lu(uy—u,)+
u, (g — 1(1) Uy 1l wy (0 — 1) Uy ",
1 u
+ 0= —In o 4 (.
N3 g — ll1
Somit:
1 u 1 n,
n— 1 — “An— 2 = (",
Mg Uy — U Uy Uy U,
oder, da u, als konstant zu betrachten ist:
u g — u
In—1 .28 72— [pC"
iy — U, Uy
n - l{J_ . NB —t 1_('2 . (J//
Uy Uy — U,
Nach Forsyth S. 298 bilden wir
Su. My — My Uy — Uy Uy Uy Uy Uy
== = > - N . 921
du, ", (10, — 1,)? u, (n, —u,)
. . Uy Uy — U, . 1
P =g (uy— )= — . —2 e f= .
y (g — u, 1y (g — u,)?
du Sy U U
= .
du, ny (g — 1))
1 —
S=— y gty () — uz)+ g 0.
1, (1 — 1) ("a — u,)?
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Folglich ist du = 0; w == C ist die vollstindige Losung,

oder
Nl 113 —:'71!2 _ (/'

Dies ist aber dieselbe Lisung wie die auf S. 267 angegebene.
Denn letztere kionnen wir in der Form schreiben:

H
y Mg — Uy (1(2 e ”3)‘ o
My o, —w,  \uy U, — i,

3
7 ¢

Der Faktor €, stellt den reziproken Wert von C dar.
Ist €/, konstant, so zeigt sich, dali auch | konstant ist, d. h.
(', und (', bedeuten dieselbe Schar von Kurven. ¢, kinnen
wir aulierdem in die u'¢ Potenz erheben und setzen C) = ('].

Es 1st

, U, —u
(,= 2.1 3% oder
Uy — Uy

(1. (7 .
it — uu, = O, u 1, — Cyu u, oder
1) w,u, (Cy— 1) +auyuy — Chuu, = 0.
Ebenso erhalten wir aus

1 1 Uy — Uy

sq T
Voo o, —u,
2) wou, + C gy —(C, + Dujuy, = 0.

1) und 2) stellen dieselbe Kurvenschar dar, wenn

Q) Uy —1=h Do _—1="; ¢ =0Tl
) ) I C, 2 C,
By 1=1k¢, i A
M C =k, +1) g, e
4 1

Ist also €, konstant, dann ist auch C, konstant und um-

gelcehrt.
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§13. Zum allgemeinen Connex (1,4) kann das allgemeine

Nullsystem 3. Grades, bestimmt durch drei allgemeine

Korrelationen und D.V. u, so konstruiert werden, daf die

Hauptcoineidenz des Connexes und der Nuallpunkt des
Nullsystems identisch sind?).

Gehen wir vom Connex (1,4) aus: [z, + fy2, + fy2, =0

Einem Punkte p entspricht vermige der Connexgleichung
eine allgemeine Kurve 4. Klasse C, mit der Gleichung:
[ipy + fopy A 305 =0

Irgend einer Geraden u durch p ist projektiv eine Tangente u,
von O, zugeordnet: (', bildet einen zu p projektiven Strahlen-
biischel 4. Klasse. Der Schaittpunkt von # und w, ist der Punkt
der Hauptcoincidenz. Die dem Strahlenbiischel p zugeordnete
Kurve ist eine allgemeine Kurve 5. Ordnung.

Betrachten wir nun das Nullsystem der Korrelationen.

o
t

S TRy

7 =,

;

e

Figur O,

1) Siche S.

[ 3]
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Die Gerade « mioge sich um den Punkt p drehen. Dann
hewegt sich Punkt 4 (- «) auf einer Geraden «, die p in der
1. Korrelation entspricht. Ebenso bewegt sich B auf einer Ge-
raden b, C auf einer Geraden c¢. Seite 4B des AABC be-
schreibt einen Kegelschnitt, Schnittpunkt O von 4 B und u liefert
eine allgemeine Kurve 3. Ordnung. Da X auf u so bestimmt sein
soll, dai (M NOX) = u, so ist auch das D.V. der 4 Strahlen C I,
CA, CO und CP, also ¢ (BAOP) = p, d. h. Punkt P ist auf
A D durch eine lineare Beziehung bestimmt; daher beschreibt
auch Punkt P eine allgemeine Kurve 3. Ordnung Cj.

Mithin ist die Enveloppe von CP (— CX) eine allgemeine
Kurve 4. Klasse. Da nun dieselbe aus den 3 Korrela-
tionen und dem bewufiten Zusammenhange mit dem D.V. x
hervorgegangen ist, so miissen sich auch umgekehrt zu
einer allgemeinen Kurve 4. Klasse, wie sie durch einen
Connex (1,4) bestimmt wird, drei allgemeine Korrela-
tionen mit dem D.V. © so bestimmen lassen, daB die
Hauptcoincidenz des Connexes und der Nullpunkt des
Korrelationen-Nullsystems identisch sind. Damit ist aber
unsere Behauptung erwiesen.

DaB sich schliefilich die Korrelationen so bestimmen lassen,
dafy sie das fiir die B.T. erforderliche System der Koeffizienten

a, Ag Ug
Ay a, s
ag (15 g

haben, ist leicht einzusehen. Kann doch eine allgemeine Kor-
relation so transformiert werden, daf sie in der viel spezielleren
kanonischen Form o2, =k u,; oz, ="F,u,; oxy=Fk,u, erscheint.

In welcher Weise diese Koeffizienten bestimmt werden miissen,
ist an dem Beispiel des § 12 gezeigt worden.

Wir kénnen somit sagen:

Die Integralkurven des Connexes (1,4) und damit auch die
der Differentialgleichung: F,du 4 I,dv =0 haben allgemein

i lei :
die Gleichungsform 0 o u;——,u =0,

worin ., g, u, die frither angegebene Bedeutung haben.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1926, 18
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§ 14, Vergleich mit der Abhandlung von Darboux:

,Mémoire sur les Kquations différentielles algébriques

du premier Ordre et du premier Degrdé“. [Bulletin des
Sciences Mathématiques et Astronomiques, 1878.}

Auf oben erwiihnte Abhandlung wurde ich nach Abfassung der
Paragraphen 1-—-13 der vorliegenden Arbeit durch Hrn. Geh. Rat
Dr. Finsterwalder aufmerksam gemacht. Das Krgebnis von Dar-
boux zeigt grolie Abulichkeit mit der von uns angegebenen Form
der allgemeinen Losung. Im folgenden soll in Kiirze der wesentliche
[nhalt der Darbouxschen Abhandlung wiedergegeben werden, und
indem wir cine eigene Kritik Darboux’ anfithren, werden wir die
von uns angegebene Losung als weittragender ansprechen diirfen.

Darboux geht von einem Connex (m, 1)) aus, der nach Clebsch
zu den algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung und
ersten Grades fiithrt. Ist dieser Connex: Lu 4 M, 4 Ny, -0,
so lautet die Differentialgleichung:

& L{x,dw, —r,dr) -+ M, de, —a dey) +
+ N dey, — a2, de) — (1),
oder Pdx, + Qdur, + Idx, == 0, worin:

P =Mz, — Nz,

) —= Nz, — Lu,

R =Lz, — Mz,

Um die Differentialgleichung «) zu integrieren, sucht Dar-

L, M, N sind homogene Fuuktionen

mter Grades in a,, x,, x,.

boux den Faktor « zu bestimmen, der den Ausdruck:
plLe,dey, — xyde,) + M(z,dxy — x,dxy + N(x,day — x,dx))
zum vollstiindigen Differential einer homogenen Fanktion von der
Dimension Null macht. Das allgemeine Integral ergibt sich als-
dann, indem man diese Funktion gleich eimer Konstanten setet.

Damit nun eine totale Differentialgleichung: Pdr, 4 @ dr, +
+ Idarg =0 eine Lisung @ (2, x,, z,) = (/ besitzt, muly £, @, [V
proportional zu den partiellen Differentialquotienten der Funktion &
sein; es mulbl also stattfinden?):

) 3 ER7L 2
== N TR
dx, ‘ S, ! .,
) Vel 80236 o und w sind Jediglich verfauseht.

©
~ —

3

Vgl anch Forsyth p. 294.
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Dies fiihrt zu der Relation:

P(a(J 7 81’@) L Q(a]@ N 9[’) }—R(al) B 61(0)) — 0
duw, A, dx,  dux, ox, o,
Ist diese Relation erfullt, so fithrt die Differentialgleichung
zu einer Stammgleichung von der Form: @ (z,, z,, z,) = (.
Bei Darboux fiihrt dies zu der Integrationsbedingung:
2 2u ;on al 3 M o N -
5 LaﬁlfJ[&%~%Aax3+y(a% e a%>_‘“

Dabei mufi s eine homogene Funktion sein und der Be-

dingung geniigen:

Qu o d "
T, — L, 4z (A4 2) =
Yo, Pou, " o, ( ) '
d. h. der Grad von p ist - m-— 2, denn ftr eine homogene

Funlktion ' Grades besteht die Beziehung:

3/ 3/ af ,

£ L, A xy == m].

ey r 43, + 18w, !
o ist ein Multiplikator der Differentialgleichung und wird
als der Jakobische [letzte Multiplikator® hezeichnet!). Jakobi
velangt zu diesemn Multiplikator, indem er die Losung fiir das

simultane System . (Zﬂl d % (l;ﬂs

L N N

zu Destimmen sucht.  Letzteres Problem [iihrt alsdann zu der
Differentialgleichung #).

Darboux’ Grundgedanke zur Hrmittelung der Lisung der
Differentialgleichung «) besteht nun in deren Aufbau aus parti-
kuliiven Lisungen und damit auch der Bestimmung von g

Es sei / == 0 ein partikulires Integral von «). Dann gelten
die heiden Beziehungen:
3f af )
/ dr, + ¢l dx, + / dae, =10
d.u, dur, 2 By ; .
r - ; ' . (/ homogene Fuuktion).
2 d 3
£ x By =0
"ax1+ 231:2+ Yo,

1) Forsyth p. 330.
18*
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Hieraus ergibt sich:

af f af
dx, aw, - o,

r,de, —xydx, z,dx, — 2 dr, x dr,—z,dz
FErsetzen wir in «) die Binome x,dx, — rydx, ete. durch

. . af . .
die proportionalen Ausdriicke / ete., so lautet die Bedingung,

‘L'l
dak = 0 ein partikuliires Integral von «) ist:
af ;3 of
L M N —=0.
dx, F 3@, u 34y

Diese Gleichung ist aber nicht notwendig eine Identitiit: es
geniigt, daB die vorliegende Gleichung fiir alle Punkte der Kurve
{ == 0 erfiillt ist, daB also identisch stattfindet:

af af af e
L "'+ M N = K[
3, + dx, + dr, /

Hierin bedeutet X ein Polynom (m — 1)t Grades.

WirhabenhierdieselbeBedingung voruns,die wirrein
geometrisch auf S.262 heim Connex (1,4) abgeleitet haben.

Bedeutet A die Operation:

o 3
SRR T
z, dx,

2
4]
L3I1—+ 1[8

so kénnen wir die vorhergehende Gleichung schreiben:
Af=K-f.

Darboux gibt nun an, wie man aus einer geniigenden An-
zahl bekannter partikuliven abgebraischien Lisungen das allge-
meine Integral bestimmen kann. Ist letzteres ¢ = (') so uilt:
Ag=0. Esseien p partikuolire algebraische Losungen bekannt:
Uy, Uy, . . . 2p.  Dann gelten die identischen Beziehungen:

Auy =K -uyy Duy=Kyu,, .. Doy, = K, -,
worin K, I,, . .. K, Polynome (m -— 1)t Grades sind. Darboux
sagt dann wirtlich: ,Unter den EKigenschaften des Symbols -
kann man die folgende bemerken:

. 31 Q¢ . o
Lo (,vw,,. )= ?;Au—i— a;/:r 7-94‘-/\1
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Indem man eine Anwendung hievon macht, hat man:

AN (TR ORI u}’jp) = (o, I + o, I 4 a, Ky, 4+ ...+
+ oy IG) wi - wg s

ayy dy, ..., sind konstante Kxponenten. Wenn man iber

diese Bxponenten «,, «,, ... «, derart verfiigen kann, dai man hat:
r t pd
I o, I 4oy Ky 4 o, Ky + 004 a, [, = 0
und auck, wenn fy, by, . . . Iy die Gerade von u;, uy, . . . %
bezeichnet:
! — g TQ ! 3

) oy +lyoay .00+ hpay = 0, so ast wftewgz L wgp

eine homogene Funktion von der Dimension Null und geniigt

der Gleichung:
° Ag = 0.

Das allgemeine Integral ist also:

L B P IR Ak 1% = /
it ugr e ugs ey = C.

Nun sind aber die Polynome K vom Grade m — 1 und sie

m(m 1) Glieder
5 g

enthalten im allgemeinen

m (m +
e

. . 1y o .
Die Gleichung 1) liefert also D Gleichungen ersten

Grades zwischen oy, @y, @y, ... @, Im ungiinstigsten Falle hat
o m{m 41
man also, der Gleichung I noch Rechnung tragend, - a _)+ ) + 1
2
Gleichungen zu befriedigen, und da sie homogen sind, so dart
A mo+ 1 |
man  hichstens m - |+~ 2 Unbekannte « haben. Man hat
also folgendes Theorem, das ausnahmslos gilt:

e 41
A

<

Kennt man m - + 2 = ¢ partikuliire algebraische

Lissungen der gegebenen Differentialgleichung a): wy, uy, « .. wy,
so likt sich das allgemeine Integral immer in der Form schreiben:

o, 19 Py — T o«
MU UG Lt C.

Diese Form der Lisung hat nun in der Tat iiberraschende
Ahnlichkeit mit der in dieser Arbeit angegebenen Form der Losung.
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Zuniichst ist zu bemerken, daf die Losung von Darboux fiir den
allgemeinen Fall gilt, daB L, M, N Funktionen m'" Grades sind,
withrend in unserem Falle diese Fanktionen vom 4. Grade sind.
Hiezu bemerke ich, daB es aul Grund meiner Dissertation keine
Schwierigkeiten macht, das Problem nach denselben Grundgedanken,
wie sie vorliegende Arbeit enthiilt, zu verallgemeinern. Ich habe
hievon zuniichst Abstand genommen, weil durch die allgemeinen
linearen Transformationen (== Korrelationen) cin gewisses Gebiet
abgegrenzt ist.

. . 4.5 !
Fiir m = 4 sind nun bei Darboux ~ = + 2 = 12 partiku-
lire Losungen im allgemeinen notwendig: w,, w,, . .. . Die
Losung lautet: ) ’ , ;
WS LU = (O

Der grundlegende Unterschied zwischien der Darboux’schen
Yorm der Lisung (1) und der von mir angegebenen ([7) ist der
folgende:

= Aoz, oy = O

Dow ' cawr-wl-r = () worin
(4 b

Ue = (@ 0, + azuy + agr)u, + (@1, + oy, + o )0, +

ol A gy, - ag ),
Analog: wp und w,.

(Die « in A sind nicht zu verwechseln wit denen von w, in B).

In 4 kann allgemein iiber den Grad der w, w, . .., nichts
ausgesagt werden, wiihrend derselbe in I zu 2 fir w,, u;

v bl
1 ‘
bestimmt 1st.

Die Anzahl der partikuliiven Losungen in 24 ist im allge-
meinen 12; in D ist diese Anzahl auf 3 reduziert: .. 1y 1.

Uber den Aufbau der partikuliren Lisungen Wpy My oo iy,
in A kann Niheres nicht ausgesagt werden. In I3 fillt chen
der gesetzmiiiige Aufbau der partikuliiven Lisungen in die Augen,
namentlich die Anordnung der Koeffizienten «, 4, ».

In A ist iiber die Exponenten «;, a,, ... nichts ausgesagt.
In L tritt nur n# auf mit der fundamentalen Bedeutung al
Doppelverhiiltnis. Die geometrische Ableitung der Liosungs-
form B vertieft den Kinblick in das Problem, inshesondere auch

die geometrische Bedeutung der partikuliiren Lissungen .., 1, w..
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Za ihrer Bestimmung haben wir die Bezichungen auf 5. 263
und 8. 247 zur Verfigung.  Auf 5. 263 ergab sich &k, =k, = k,;
bet Darboux ist iiber A, /,, ... nichts Niheres ausgesagt!).

Darboux, der nun zahlreiche Beispiele lediglich fiir den
Fall m =2 in der Weise behandelt, dafi er dmgekehrt aus ge-
webenen partikuliiven Losungen die entsprechende Form der Dif-
ferentialgleichung ableitet, sagt am Ende dieser Betrachtungen
(5. 190):

L1 résulte des recherches des articles précédents que inté-
erale générale de I'équation différentielle du premier ordre, dans
le cas ou L, M, N sont du second degré, peut revétir un
trés grand nombre de formes différeutes. Sans doute, toutes
les intéorales que nous avons trouvies ne sont pas essentiel-
lement distinctes, et, du reste, nous ne nous sommes nulle-
ment attachds a les reduire au moindre nombre possible, et a
montrer comment quelques-unes d’entre elles sont des cas parti-
culiers des plus générales; il résulte néanmoins, de Pétude qui
vient d'ctre faite, des conséquences qui nous paralssent dignes
dotre signalées. Pendant que 'équation de Jacobi admet en
définitive une seule forme d'intéarale dont toutes les autres sont
des cas limites, 'équation différentielle la plus simple apres elle
peut ctre intéurée de plusieures manitres différentes, et il est
possible de  donner pour chaque degré plusieurs faisceaux de
conrhes algébriques appartenant i des types différents et dont
U'équation  différentielle sera précisément celle que mnous avons
étudice ¢

Gerade die allcemeine Form fiir alle Losungen in den IMillen,
wo L, M, N Funktionen bis zum 4. Grade sein konnen, ist es,
welehe den charakteristischen Unterschied der Lisungen . und
DI ausmacht.

'} Nebenbei erselien wir, dafs auch die Darboux’sche Forderung Il er-
fiallt ist: 20 D Ad-20 - 2(1 — ) == 0.
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