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Bestimmung der geradlinigen Dreiecksnetze aus den
Kriimmungselementen der Hiillkurven.

Von Heinrich Liebmann in Heidelberg.

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 5. Februar 1927.

Der Aufbau aller (geradlinigen) Dreiecksnetze in der Ebene
ist durch die an geometrischen Krgebnissen reiche, umfassende
Binsicht in projektive Beziehungen anfordernde und spendende
Arbeit der Herren Graf und Sauer?) zum Abschlufy gebracht.
Die Verfasser weisen nach, dali dic Netzgeraden sich entweder
auf eine Kurve dritter Klasse stiitzen, oder auf einen Kegelschnitt
und einen Punkt, oder auf drei Punkte — kwrz, daf sie einem
Strahlenbiischel dritter Klasse angehoren. Ihr Verfahren beginnt,
so kann man sagen, mit dem Zellaufbau, wobei das um einen
Netzpunkt gelagerte, aus sechs Dreiecken gebildete Brianchonsche
Sechseck den Anfang bildet.

Dagegen verfiihrt Herr Volk?®) m einer bei der Heidelberger
Akademie vorgelegten Arbeit durchans analytiseh, er falit die
Forderung so: Zu Dbestimmen sind in allgemeinster Weise drei
Geradenscharen

Ay + B (w)yy + /() == 0,
A, () 2+ B,(0) y + €, () = 0,
Ay () o = By () y - Cy(w) = 0,

1) H.Grafund R.Sauer, Uber dreifache Geradensysteme. Sitzungsher.
d. Bayer. Ak, d. W., math-naturw. Abt. 1924, 119 ff.  Die Anvegung zu
diesen Untersuchungen ist in Finsterwalders ,Geflecht aus drei geo-
diitischen Lamellen® zu sehen (Mechanische Beziehungen zur Flichendefor-
mation, Jahreshber. d. Deutschen Mathematiker. Vereinigung 6 (1899), vgl.
daselbst 8. 51—52,

2) 0. Volk, Geodittische Dreiecksnetze auf Flichen konstanten Kriim-
mungsmafies.  Sitzungsber. d. Heidelberger Ak, d. Wiss, math.-naturw. KL
1927, Nr. 3.
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denen auferlegt wird, dai die Parameter w«, v, w der durch einen
Puunkt gehenden Geraden jeweils an die Forderung

U~ v =1w

gebunden sind. Dadurch wird ja in der Tat erreicht, dal bei
beliebigem % die Geraden

u=— ... —38k —2k —1I 0,k 2k 3F ...
v= ... —3k —2k — % 0,k 2k 3%, .
w=u-+v

sich zu je dreien in den Gitterpunkten eines Netzes schneiden und
jede Gerade unendlich viele Gitterpunkte enthilt. Seine Methode
fiithrt auf eine Funktionalgleichung, die mit viel Kraftaufwand
gelost wird.

Hier soll ein drittes Verfahren entwickelt werden, das nach
beiden Seiten, Geometrie und Analysis, hin, nicht so weit aus-
greift und sich eimes anderen Hilfsmittels bedient.

Verwendet wird eine fiir die Kurven n-ter Klasse charakte-
ristische Beziehung zwischen den # K. E. (Kriimmungselementen),
deren (geradlinige) Triger?!) durch einen Punkt gehen, eine An-
ordnung, die wohl mit einem naheliegenden Gleichnis als ,Dolde*
mit Knotenpunkt P und ,Stielen PP,, PP,, ..., PP, bezeichnet
werden darf, die K. E. haften dann an P, P,, ..., P,. Fiir die
Bestimmung der Drelecksnetze braucht man nur den Fall 2 = 3,
doch wird der Satz allgemein bewiesen.

Entsprechend mégen » K. E., deren Triiger?) auf eine Gerade
gereiht sind, mit kurzer, freilich etwas kiithner Bildersprache als
,Ahre“ bezeichnet werden, die Gerade als Ahrenachse, und hier
entsteht dann die Frage nach der fiir » K. K. einer Kurve n-ter
Ordnung charakteristischen Anordnung der Ahre.

(D) und (4) sind zueinander dualistisch.

Im einzelnen gestaltet sich dann die Untersuchung so: Zu-
niichst wird fiir die Stiitzkurven der Netzgeraden eine charakte-
ristische geometrische Verkniipfung (V) abgeleitet (§ 1), der in
S 2 die Ahrenbedingung (4), in §3 die Doldenbedingung (D)

1) Triger des Kriimmungselementes x, y, v, ¥ ist der Punkt P (x, 7),
aber auch die Gerade (Tangente)

g —y)—y (E—a)=0.
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folgt, woraus sich dann der Graf-Sauersche Satz leicht ergibt.
Beispiele werden gelegentlich weiter ausgefithrt, auch erdifnet sich

mancher Ausblick.

§ 1. Die Netzbedingung (N).

1. Aufstellung der Bedingung.
Die drei Geraden, gegeben durch die Gleichungen

seosu + ysinu — p () =0,
(1) zeosv -+ ysin v — q (v) = 0,

aeosw -+ ysinw — v (i) = 0,
in denen zuniichst p, ¢, » drei verschiedene Funktionen sein dirfen,
gehen dann und nur dann darch einen Puankt, wenn die Deter-
minante

2) D= psin(i—v)+ ¢sin(i — ) 4 rsin (v — )

gleich Null ist. Die Netzbedingung kann dann so gefafit werden:
Es soll miglich sein, an Stelle der Parametber u, v, i neue Normal-

parameter Uy, V), Wie)

einzufithren (man kann auch sagen: eine ,Eichung® vorzunehmen),
die bewirken, daf D) mit

Uy == V(o) 4+ W ()
zu Null wird, oder also daf
(3) F=U0)+ V) +1TW(w) 42D =0

wird. Man erkennt leicht, dat diese Forderung darauf fiihrt,
einer zehnreihigen Determinante aufzuerlegen, mit D gleichzeitig
zu verschwinden.

Die zehn Gleichungen

Fm =0, Iy =0, Iy =0, [y =0, Iy =0, Ly =0,

Fpy==0, Ty =10, Fypy—=0, I, —0,

223 123
in denen die FuBmarken Differentiationen nach w, v und w an-
deuten, enthalten nimlich U, ¥, I/ nicht mehr, sind iiberdies
linear und homogen in 7 und seinen drei ersten und sechs zweiten
Differentialquotienten nuch «, », w. Die Elimination dieser zehn
GroBen Ay Aygy Aogs Ay 7

l’ /'17 ;‘2’ /‘3? }”11’ Y12 131 231 %33
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fithrt dann auf die genannte zehnreihige, allerdings stark mit
Nullen durchsetzte Determinante, die sich leicht hinschreiben Lele.

Auf die Berechnung dieser Determinante kann man aber ver-
zichten, vielmehr ihre Berechnung durch einen Differentiations-
prozels ersetzen, und diesen Weg, freilich mit Preisgabe der am
Schlufs wieder hergestellten Symmetrie, wollen wir hier beschreiten.

Die Netzbedingung
Uy + V) -+ W) =0
liBt sich auch ersetzen durch

w=f (U @)+ V),

R U,/ oder olg ((:.“) = ().
-

i, [ Qu dv

also

s ist aber

D +w D, =0, D,+w, D, =0,
also ist zu fordern
?.212‘ DJ = ()
duav\D,)

Hieraus bherechnet man weiter

3lg D, . Q;LQ%T{)IDI} 3_12;])2 . DQQD:‘, - ])2])2::

du D, D, VR D, D,

und gelangt zu der noch unsymmetrischen Gleichung:

i(D” __,3H<D13 ~_8‘(])_~,g n d (D, —0
av\ D, av\ D, du\ D, cul\D,)

Rechnet man dann mit Verwendung der Werte von w, und w,
weifer, so erhiilt man die symmetrische Gleichung

])1 Dz D3 {Df(Dz-sta - “paaz D-:) + Dz(D331D1 - Dns ])3)
+ D) (DnzD*e - ])221 Dx)} + ])2 D23 (D33 ])3 - 1)22 ])3)

+ i Dy, (D, D — D, DY) + DD, (D, D — D, D) = 0,
die homogen von der siebenten Ordnung ist; die hier ausgeschaltete
zehnreihige Determinante hat noch den Iaktor D, D, D, —

Berticksichtigt man noch 1) = 0 und setzt, was die geo-
metrische Deutung des Frgebnisses nicht belastet, dabei
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1)=q=)“_ ()’
so kommt
. . . I ’ N
p g v sint (w— v) sin® (0 — ) sin* (v — w) - (p" (¢'7')*
+q @) AP 0 d)) = 0.

Hieraus ist dann die Netzbedingung leicht zu erfassen: Gelien
die drei Netzgeraden von P (hier Koordinatenanfang) aus und
herithren sie in P, P,, Iy die Hillkurven, sind ferner 2,, 0,, o,
die Kriimmungsradien, dann ist hekanntlich

PP — i DD o ) S o

PP, =y, PP,=4q, PPj=17,
und wegen pe=g=r=0:

P =04 4 = 09y T Oy
so daf wir die Forderungjr erhalten
/) 2
+ 2 + ) J3 — O

(1)1) )3 (1)1)‘))1 (1) 1)3)-1

Hiermit ist der Satz gewonnen:

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dall die drei Geradenscharen

A () + By (w) y+ O, () =0,

A‘:B(F) z Dz )y + (/’2 (v) =0,

Ay G0y o 4 By () y + () = 0,
ein Dreiecksnetz Dbilden, dafi also je drel aus diesen
Scharen entnommene Gerade durch einen Punkt gehen,

wenn w4 w=0
ist die Bezichung
N) -
( (1)]))3+(1;1))3+(111))1=0‘

Hier bedeuten o, 0,, o, die Kriimmungsradien der
drei Stitzkurven in den Beriihrungspunkten P, P, I
der von I’ ausgehenden Netzgeraden.

O

Beispiele.

Hieraus  konuen leicht einfache Dreiecksnetze abgeleitet
werden.

Liegt z. B. P, fest, so bleibt wegen o, == 0 dann
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792\7_}_ 03 =0,
(PP ° (DL
und dies besagt, dak PP,, PP, sich auf einen festliegenden
Kegelschnitt stiitzen?!),

Die Aufgabe, die Eichung vorzunehmen oder die Normal-
parameter zu bestimmen, fithrt auch hier schon auf elliptische
Funktionen, kann aber im speziellen sehr einfach werden, z. B.
wenn das Netz sich auf einen Kreis und dessen Mittelpunkt oder
eine Parabel und den unendlich fernen Punkt der Achse stiitzt.

Auch dem einfachen Fall o, =0, = 0, = 0 mobgen einige
Bemerkungen gewidmet werden. Sind fiir irgend ein Tripel P,
P,, P, die Kritmmungsradien Null, so liegen drei Spitzentangenten
PP, PP,, PP, vor, worin bereits eine Andeutung liegt, dafs die
Stittzkurve von der dritten Klasse ist.

Sodann aber wollen wir die Normierung fiir den Fall dreier
festen Stittzpunkte durchfithren. Gehen die drei Geradenscharen
durch feste Punkte («, 8,), (@, b,), (¢4 d,), sind also ihre Gleichungen

(r—a)cosu ' (y—0b)sinu =0,
(x — ay) cosv 4 (y — by) sinv = 0,
(x —ay) cosw 4 (y — by) sinw = 0,
so wird die Schnittbedingung nach Binfithrung von
t, = tangu, {,-=tangv, f; == tangi,
[y == ay —a,, l,=a,—ay ly=ua,—a,
my == by —by, my, =b — by, my=0b, — b
die Form erhalten:
@) Lt Ll —m bt —my it b my bt =0,
Wie kann man aus der linken Seite von (4) eine Summe
dreier Funltionen o)+ T, + T, ()
machen? Man beachtet, dak die Gleichungen gelten:
mg ly — my by = my by — g ) = my, I, — m 1,

multipliziert ¢, ¢, und m, ¢, 7, mit dem ersten Ausdruck, /,¢, und
myt, 1, mit dem zweiten, 7,4, und m, ¢, ¢, mit dem dritten und kann
dann (4) leicht umformen in

1) Vgl. hierzn die Anmerkung auf S, 82.
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(5) (ly + myty) (1, + myt,) (I, 4 myty)
= (I, + myt,) (Ig -+ myt,) () + myt))
oder in
Io o sty 1 lg 4y ty + g by gty ’

g I, -+ myt, Iy + myt, I+ mt,
womit die angestrebte Summenform erreicht ist.

Man kann dieses Netz sehr leicht zeichnen und erhiilt damit
eine nomographische Multiplikationstafel.

Ubrigens ist (5) eine Ausdrucksform des Cevaschen Satzes,
wie ja bei jeder ,Eichung“ ein geometrischer Satz zur Geltung
kommt und den Weg weist, besser als eine analytische Uberlegung
zum Ziel fiithrt,

§ 2. Die Ahre der gereihten Kriimmungselemente einer (/.

Wir betrachten jetzt die oben als ,Ahre* bezeichnete An-
ordnung von 7 K. K. und werden eine Beziehung der » Winkel 7,
Ty, ..., 7, der Linienelemente mit der Achse und der Kritmmungs-
radien erhalten, die fiir die O, charakteristisch ist, und die die
Abstiinde der Triigerpunkte gar nicht enthilt.

1. Die Ahrenbedingung (4).

Als Ahrenachse wihlen wir die 2-Achse, die Triger der »
K. E. seien

y=0, r=ua;, a,, ..., day,

die Richtungen der » Tangenten

da d
P = (d{i) =tangr, ..., p, = (EZ%{) = tang 7, .
T =ay ! & L=y

Die Gleichung der . soweit sie fiir die » K. E. oder also
die zweiten Differentialquotienten

(P d*y
QI B <(Z‘r2).c :ltl’ o q" o <(Zx2>"':”n

in Betracht kommt, ist dann gegeben durch

0=(2—a)(r—a)... <«,-—a,,)—v{("'_“2’ @=a) .. @—a)

P
(@-a)(@-a))...(r-a
L 2{:7 ez n’)‘[‘.-.}+y2(60+clx+02.l‘9+...+c,,-g.l'"“2)+...
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Einmalige Differentiation nach = gibt:
O=(r—a,)(x—a) ... @—a)+(E—a)r—a)@—u)+ ...
it
~o] ) (60 ) ) ) m ) a)
Fo ) o —ay) (—an o)

-t pl ((b —a) (@ —a) .. (—a) e —a) (e —a) o (@ w)

4 (e —a) (J)—(lv3)...(~0“(l,,~1)) -+ }

7i_2yyl((}0+clx+ci’x?+"‘+Cn—‘2~v”'2)+y2(01+202.’l}
4‘303"1;2‘*- NN —l (n —2) 0"_2‘);n—:})+'. )

Differenziert man nochmals nach 2 und setzt
V = 0’ €= “13 uz', AR | “"17
so erhiilt man die » Gleichungen

2l —a)(a,—a). . (a,—a,) | (a,—ay) (@, ). .. (0,—a,)
o ol =) 2 .
D Py s

+1q)l (ay=ay) (=) ... (a,—a) +2(cot ey g+ ..+ ey nai %) =0,
1

2 {(a?—ag) (t,—a,)...(a,—a,) + (a,—a)(a,—ay)... (0, —a,) T }
1 I Py

q., } ‘ L
+11)- (ay—ay(a,—a) .. (a,~ a)+2(cote a4 40 val” ~)==0, usw.
2

Multipliziert man diese 7 Gleichungen mit den Unterdeter-

minanten
a7 a

A([n_ " e - (”’2 - (1/3) ((l'g_(q;) st (”2 - “n)
a7t (g =) . (ay— )

qin—1 (n -1 .
APV AP Y der Determinante
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n—1 n—2 10
a) a ...y
| n—1 u=--2 oo
y y e Uy Gy

and addiert, so bleibt nur iibrig

q] (12 (]u
1 (B T ) =
2 : 24 .
o s
A ist von Null verschieden, wenn die Triger der K. E. ge-
trenut liegen.
Bs ist noch die geometrische Beziehung zu beachten

¢ __(+py 1

e 0; pi o;sin® 7’

Damit ist der Satz bewiesen:

Die # Kriimmungselemente einer Shre, n K.E. also,
deren Triiger auf einer Geraden liegen und deren Linien-
elemente mit dieser Achse die Winkel

Tﬂ
einschlieien, deren Kriimmungsradien mit

04y 0

Q2
2

On

bezeichnet werden. mitssen die Bedingung

() : I S

)‘)1 sin® 7 Q;Sin3 o on SIN® 1,
erfitllen, um einer Kurve #*" Ordnung anzugehdren.

Hinzuzufiigen ist, daff nur im Falle n =2 die Ahre die (2
bestimmt, und dafi die Triiger getrennt liegen miissen.

In (4) kommen die Entfernungen der Triigerpunkte nicht
vor, also behiilt eine Ahre ihren Charakter, wenn man die K. E.
verschiebt, ohne dafi sie dabei einander begegnen. Durch die
Winkel 7,, 7,, .. .. 7, und n — 1 der Kriimmungsradien ist der
letzte bestimmt. Hieraus folgt z. B.: Liegen aut einer Geraden
1n—1 Wendepunkte einer C,. so schneidet die Gerade die Kurve
nochwals in einem Wendepunkt, ein Satz, in dem die bekannte

Lagebezichung der Wendepunkte einer Kurve dritter Ordnung
enthalten ist.

Sitzgsh. d. math.-naturw. Abt. Jahrg, 1927, 6
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Die Bedingung (4) ist selbstverstindlich projektiv invariant.
Es folgt dies daraus, daB alle Quotienten der Form
in3
Jip = = S%“ng
0, sin®z,
einzeln projektive Invarianten sind, sie lassen sich mit einem
Doppelverhiltnis in Beziehung setzen, auf das folgende Uber-
legung fiihrt:
Betrachtet man zwei Kriimmungselemente

xl’ yl? 1)[7 Q1 und xz’ ?/27 ])27 Q‘Z
und bringt die Tangenten

(E __x1)171 - (77 —7/1) = 03

(E — ;":)1)2 - ('] - 1/_)) =0
zum Schnitt (£,), so kann man zwei Kegelschnitte konstruieren,
die Py P, und P, P, beriihren, also beide Linienelemente enthalten,
und von denen der eine das erste, der andere das zweite K. E.
enthélt. Alle durch Py gelegten Sekanten schneiden die beiden
Kegelschnitte in vier Punkten mit festem Doppelverhiiltnis, das
sich durch J,, ausdriicken lifit, und zwar ergibt sich, daB

Jyp = —

Kegelschnittlage der beiden K. E. bedeutet?).

2. Die Ahrenbedingung ist hinreichend.

Wir beweisen jetzt, dat die Bedingung (4) fiir die C,-Lage
der K. E. charakteristisch ist und geben dabei der Umkehrung
des Fundamentalsatzes die Fassung:

1) Vgl. H. Liebmannu, Bestimmung der geodiitisch-rhombischen Netze
bei konstantem KrimmungsmaB (wird im Jubiliumsband des Crelle’schen
Journales erscheinen). Hier wird die von Darboux gelegentlich erwihnte,
von E. Study in seiner Abhandlung: Die Elemente zweiter Ordnung und
die projektive Geometrie, Berichte der math.-phys. Klasse der Sichs. Ges.
d. W. zu Leipzig, 1901, 338—403 in aller Strenge diskutierte Invariante aus-
giebig beniitzt. Es ist interessant, daB dieselbe Invariante in beiden Pro-
blemen (rhombische Netze und Dreiecksnetze) auftritt und gleichsam den
Schliissel gibt. — Die rhombischen Netze koénnen, wieder in ganz anderer,
auch auf den Ru ibertragharer Weise, ohne diesen ,Schliissel* durch ganz
elementare Integration behandelt werden. (Vgl. H. Liebmann, Rhom-
bische Geradennetze im Raum. Sitzgsber. d. Heid. Akad. d. Wiss,, math.
naturw. K1. 1927, Nr. 2.)
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Geht von einem (festen) Punkt P, mit gegebenem K. E.
ein (beliebig enges) Strahlbiischel aus, dessen Strahlen die
Folge von n—2 Biogen (P,), (Py), . .., (Pa=2) in n —1 wan-
dernden Punkten P,, I;, ..., P, treffen, und stehen die n K.
B., nimlich das feste in P, unddie n — 1 mit P,, I, ..., P,
wandernden in der Bindung (4), so gehdren diese n — 1
Bogen einer festen (), an, die auch das zu P, gehorige
K. K. enthiilt.

Der einfache Tall 7 = 2 sei vorausgeschickt.

Nimmt man als festes Element

Zry =Y, =D = 0, 1, = k,
so werden die das feste und das wandernde Element enthaltenden
Kegelschnitte durch

2y —ka* +uxy + vy =20
dargestellt. Haben diese Kegelschnitte eine Schmieghiillkurve,
wie verlangt wird? Dann miiiten 2 und » so als Funktionen eines

Parameters gewiihlt werden konnen, dali auch noch die Glei-

chungen gelten Wy vy =0,

w oy 4" y? =0,

und da die Losung y = 0 ausscheidet, so muls sein
v=au + b,

also entsteht

2y =kt byt ey + ay?) = 0.
Dieses lineare Biischel hat aber keine Schmieghiillkurve,

also mub auch « konstant sein, d. h. (7)) ist Teil eines Kegel-
schnittes, der das feste Klement enthiilt.

Fiir n = 3 ist der Beweis so zu fiihren:

Die Bogen (1)) und (F;) werden umschmiegt von Kurven
dritter Ordnung, die in P ein festes Element gemein haben, und
deren Gleichung von der Form ist:

O — f 5t : 2 2 —
2y —La® A wg oy g,y A gy 2wy 0ty - Wy gy =0,
und die Punkte der Schmieghiillkurve, auf der drehbaren Sekante

y=uvux
6!‘
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gelegen, werden bestimmt durch

Wy - oyt — 0,
Wy~ oA gyt =0,

also miiliten die Gleichungen

why F vty o (- vy - 0t A VR ug) = 0,

iy - vttgy + (g vy A vl g = 0
fiir einen (beschriinkten) Bereich von o zwel Werte .» liefern;
das geht nur so, dafi die Gleichungen identisch erfillt sind, d. h.

es miissen ‘ ‘ }
. Uygs Uggs Uggy Uyps Uypy oy

Konstanten sein; wir erhalten statt der Schmieghiillkurve eine
feste .

Ebenso verliutt der Schlub fir » — 4,5 usw.

Als Tolgerung ergibt sich noch:

Die Kurvenbdgen (P), (P,), (I%). ... () gehdren ciner
festen (', an, soweit die Bedingung eviillt ist, dalk je »
K.E., derenTriigeraufeinerGeradenliegen,inder Bindung

n
1
(0 S
1 90,8107 T,
stehen.

Die Kurve kann dabel auch in eine Folge von Kurven zer-

fallen, deren Ordnungszahlen die Summe » ergeben, also z. B.

fiir 2 == 3 In drei Gerade, wenn

1 1 1
- e {)*
2 Q9 23
oder. wenn
1 1 1
— =0, — A= =0,
0, o,8in° 1, oysmbr,
in eine Gerade und einen Kegelschnitt, tiir 7 = { in vier Gerade,

eine Gerade und eine U, oder zwei Kegelschnitte.

§ 3. Die Doldenbedingung.

Wir formen jetzt (A) dualistisch wm; viel melr wollen wir
die entsprechende Bedingung (1)) aussprechen und dann zeigen,
dafi sie dualistisch mit (A4) fdquivalent ist. Iieraus ergibt sich
dann leicht der Aufbau der Dreiecksnetze.
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1. Bedingung fir die Dolde.
nKurvenbogen (P). (1), ..., () gehioren einer festen
Kurve n/" Klasse an. sowelt die Bedingung erfiillt ist, daf
die n K. E. an P, P,, ..., P,, deren Triger(Stiele) von einem
Punkt P ausstrahlen. durch

o

On

0

! 9, . > ) - o
(I)) (—1)151)3 r 1)2)3 o (L) !

gebunden sind.

Wenn gezeigt ist, dai (D) durch irgend eine Dualitiit in (4)
iibergeht, so ist der Satz bewiesen; dal (1)) projektiv invariant
ist, liesse sich genau wie bei (A4) zeigen.

Bezeichnen wir den Knoten der Dolde mit P (z,, 4,), die
Koordinaten der P, Iy, ..., Py mib &, 4y, Zoy sy <o o0 Zuy Yy
so ist, da die Strecken P, P, jeweils in I, berithren,

Ly Ty = Ay x;'7 Yr— Yo = Ly //;
und aus () wird
L . (GO AL
Lr Z 2 , == : B 3
T (P, D) >r‘ (zr g — ez (B — ) 1= (g — Yy

n
=== jr an ’ 11 ’ * .
v Ly (J',- Yr — Yr @)
Jetzt wenden wir die einfachste Dualitiit an, nimlich
Z=cos g p .
y=sing- -p~ ',
die den Punkt in die Gerade
Zeosg - gsing —p =y
iiberfithrt, und erhalten leicht
a;/ ’//N o !/I lr!/ i j} ':1' (/"l (/ ’ o (],U l)! Z, ({I)/) 3)'
Rechts hekommt man weiter, da in diesen Linienkoordinaten der
Kriimmungsradius o durch

o= - (/J/: - ]’i @ t/"('l e ,1’,”‘,/,, — "
dg? ¢ (¢')?

gegeben ist:

Yy =yt =pi ().
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Aus den n Gleichungspaaren

COSQy _ COSGy__, (cosm,.)'
-— —_ == Ay | — - s

Pr Do Pr
sing,  sing, _ ‘<sin ql) ’
Pr 7 o
folgt weiter
2 =1 sin (¢ — )
Py Dr

und
Dr @y 08 (@ — @) — prsin (pr — @) — py gy == 0.
Die zweite Gleichung besagt, daf die Triiger

r e
. SIN @y
4

[x,, = Py COS @y — .
() : l

- " | ])'
Yr= Be. S0 G S 1 COS P

auf der Geraden
£ 08 ¢y = g sin gy — py =0
liegen, und die Linienelemente mit ihr die Winkel

$r — Py
einschliessen, die wir mit 7, bezeichnen, und aus der ersten Glei-
chung folgt

3

1 o ”

By — ) orsint(g —gg)  orsin®y’
So wird aus (D)) wieder

. 1
(4) S - =0
1 o sin’,
Hiermit ist der Doldensatz bewiesen.
Zu beachten ist, dag die Winkel

<P, P, P), .... < (P, 1P D)
der Stiele in (D) gar nicht auftreten, vorausgesetzt ist freilich,
dab sie von Null verschieden sind.
So gilt z. B. der Satz: Durch drei K. K., die die Bedingung

(D) erfiillen, kénnen ' Kurven dritter Klasse gelegt werden.
Dreht man die Stiele P, P, ... I, P, um den Knotenpunkt, wobel
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die Liingen der Stiele, die Kriimmungsradien und auch die An-
ordnung der Stiele beizubehalten sind, so erhilt man ~* Dolden
von derselben Eigenschaft.

2. Anwendung auf das Dreiecksnetz.

Die Bedingung (D) deckt sich fiir den Fall » = 3 mit der
Netzbedingung in § 1, Nr. 1.

Hieraus folgt:

-3 (eraden lassen sich dann und nur dann zu einem
Dyeiecksnetz ordnen, wenn sie eine feste Kurve 3. Klasse
beriihren. Die Kurve kann auch in ein lineares Strahlen-
biischel und einen Kegelschnittoder dreilineare Strahlen-
biischel entarten.

DaB die Beziehungen (4) und (D) fiir die Kurven »*" Ordnung
bzw. n Klasse noch fiir andere Fragestellungen zu verwerten
sind, 1st wohl zu erwarten.

Bemerkungen bei der Korrektur (26. 4. 27):

1. Zu der Anmerkung auf Seite 82: Mittels der fiir » = 2 gleich-
wertigen Beziehungen (4) und (D) lassen sich auch die rhombischen Kreis-
netze, die in linearen Biindeln enthalten sind, bestimmen, wie an anderer
Stelle gezeigt werden soll.

2, Die Beziehungen () und (D) finden sich, wie mir Herr Engel
inzwischen mitgeteilt hat, bereits in zwei Arbeiten von K. Holst: Ein
Beitrag zur methodischen Behandlung der metrischen Eigenschaften alge-
braischer Kurven. Archiv for Mathematik og Naturvidenskab 7, 1882,
8. 109—114. — Ein Paar synthetische Methoden in der metrischen Geo-
metrie mit Anwendungen. Ebenda, S.240—362. Diese Abhandlungen waren
mir leider nicht zugiinglich.
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