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Über diejenigen Rotationsflächen, auf denen drei Systeme 
von kongruenten geodätischen Linien 

ein Dreiecksnetz bilden. 

Von Otto Volk, Kaunas (Litauen). 

Vorgelegt von S. Finsterwalder in der Sitzung am 3. Dezember 1927. 

Wie schon Herr Finsterwalder1) darauf hinwies, gibt es 
auf Rotationsflächen Dreiecksnetze, deren eine Schar aus den 
Meridiankurven besteht, während die beiden anderen Scharen von 
zu den Meridiankurven symmetrisch gelegenen geodätischen Kurven 
gebildet werden. Diese Dreiecksnetze bestehen aus drei Scharen 
kongruenter Kurven und geben zugleich eine rhombische Eintei- 
lung; außer den Rotationsflächen und den auf sie abwickelbaren 
Flächen gibt es keine weiteren Flächen mit geodätischen rhom- 
bischen Dreiecksnetzen2). In Fortsetzung der Finsterwalderschen Be- 
trachtungen hat Herr R. S au e r3) sich mit der F rage n ach dem Charak- 
ter von Drehflächen beschäftigt, auf denen außer den Finsterwalder- 
schen Netzen geodätische Dreiecksnetze aus drei Systemen von 
kongruenten, durch Drehung auseinander hervorgehenden geo- 
dätischen Linien bestehen. Indem er die kongruenten Kurven nach 
einem Logarithmus des Drehwinkels aufeinander folgen ließ, kam 
er zu einer gewissen Klasse von Rotationsflächen, von denen im 

*) Vgl. iS. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei der Flächen- 
deformation. Jahresbericht der deutschen Mathematiker - Vereinigung. 
Bd. 0 (1899). S. 51 ff. 

-) Vgl. 0. Volk, Über geodätische Dreiecksnetze aufFlächen konstanten 
Krümmungsmaßes. Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissen- 
schaften, math.-naturw. Klasse. Jahrgang 1927. 3. Abt. S. 19. 

3) R. Sauer, Flächen mit drei ausgezeichneten Systemen geodätischer 
Linien, die sich zu einem Dreiecksnetz verknüpfen lassen. Sitzungsber. d. 
bayr. Akad. d. Wis.s., math.-naturw. Abteilung, 1920. S. 3G5ff. 
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folgenden gezeigt werden wird, daß sie die einzig möglichen 
Rotationsflächen mit Dreiecksnetzen der angegebenen Art sind. 

1. Ist eine Rotationsfläche durch die Gleichungen gegeben: 

(1) x = r cos cp, n — r sin cp, z = f (r) 

und sind durch u --- const., v — const, geodätische Linien auf dieser 
Fläche bestimmt, so hat man bekanntlich zwischen 7 , r und u, 
v die Beziehungen: 

(2) 

9P 

V 

J 
J 

VI i:l"2 

r |/ r~ Ü,3 - 1 
dr + 

r'i f2 

/• J r
2
 J’.

2
 - 1 

dr !- V,, 

wo f’j, £/.,, Vx, i:. Funktionen nur von u bezw. r sind. Für das 
Linienelement in der Form 

ds3 = A3 du2 - 2 AC cos II du dr - C2 de3 

hat man dann: 
.  - . V V I -I- i’i 

A = K(1 -V f2) cp,.3 = v, A 7 „ • ' 7 > rr 
V r- V, — 1 

(3) C -— V ( 1 -f- f 2) r „ ' -R r2 cp „2 -— f , r3 cp „ : 

cos d = 

Yl+r.rr Vf1 v3 — \ ” 
(1+/•'-) r„ rv + r3cp„cp, _ l/'ra K, * - 1 j/r* U}-1 + 1. 

AG r3 Ux \\ 

Die Dreiecksnetzbedingung ist1): 

(4) 
dH (lg (JA sin* /;)) dv (

lg
 (A2 sin2 fl)) 

2. Handelt es sich um kongruente, nicht drehsymmetrische 
Hetze, so muß sein: 

(5) Ul = «2, 7^ = /?2, 

wo a, ß Konstante sind, während U„, V„ nicht konstant sein 
dürfen. Aus den Gleichungen (2) folgt dann durch Differentiation 
nach n bezw. v: 

>) VR1. 0. Volk, 1. c. S. 19. 
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CO 

A 

T« 

r- er — 1 

/; — » , Vo = 

A 
IV y — 1 

I/ r3 /F — 1 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

i/i r 

y. 
A 

(7) A = 

Die Gleichungen (6) verlangen: 

r„ V, L r2 = 0 

und daher: 

(8) >• = F{f, - V,). 

Für f\ findet man dann aus (6): 

(9) A = Vi* 1 y Fi ß- — 1 1 

VF* a
3
 — 1 — y y - 1 /•" 

Es wird daher: 

.1 ß3 VWo2 — 1 !j/‘/•-•„, , ]//••,.;2 ,n r- 

(!- sin3 )V ' a2 — /?* l'7-v ... , r:,: 

C' _ a* VF*ß*— 1 M
7
'- 1 : 1 '/••*..;» • 1) 77 

vi
3sin2 i) ß- — rr YF- n~ 1 

und aus (4) erhält man: 

F'F 

(10) 

wo gesetzt ist: 

(11) 

| + y;+7^-rF^°- 

F2 a2 — 1 , 1 / F2 a2 - 1 

F2ß~—l * F*ßF—~i' 

F2ßY~ 1 t I A/••* ,•;= • — 1 
F2 a2 — 1 * /•-•a-' - 1 : 

dabei bedeuten bei t', T' die Akzente Differentialquotienten nach 

(772—77). Setzt man noch: 

(12) Î7= y, F = F, 

so sell reibt sich (10) in der Form: 
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(13) 
dU 

dlh 

d V 

dVa 
i-U- V 0. 

Schliessen wir zunächst den Fall des Kreiszylinders aus, 

so sind , und voneinander nicht linear abhängig und von Null 
Z T 

verschieden. Durch Differentiation nach U2 und Vs erhält 
aus (13): 

man 

>)'- 

H9- 

t' dU 

t dl}., 

V 

T 

T 

T' d V 

r (TV., 

V = 0. 

0, 

dü\ 

d2V it \ , /T 

dV\ \tj \T 

woraus durch Addition folgt: 

(P U ( PV_ t' dU _ T' clV 

d U\ dV2 t dUs T dV„ 

In analoger Weise erhält man aus dieser Gleichung durch 
Differentiation nach U„ und V2: 

d3 U , (PF, t ' P U r' PV 

d Ui 

(14) 

(15) 

= 0. 

PV t' P U 

dV:!, t d W T dV* 
0. 

Das gleichzeitige Bestehen der Gleichungen (13), (14) und 

(15) verlangt das Verschwinden der Determinante: 

oder : 

u v r +F' ! 

U' V U"+V" =0 
U" V" U'" pv 

U(y v" - v"2) - r u'") + U'( v r - vvm) 
' + v\uu'"-r u") + U"{ vv" - v’2) + v" ( uu"-i"2) = o, 

wo die Akzente jetzt Differentiationen nach U2 bezw. V2 bedeuten. 

3. Um die Funktionalgleichung (16) zu lösen, differentiieren 
wir sie einmal nach V2; ist nun VV" —F'2j=0, so erhält man 
durch Elimination aus dieser Gleichung und (16): 

(174 J U"2 _ V'U"= ®i U + bi U' ' U"+ (U’2 - UU"h K ’ I UV" - U" U" = as U-\-b2 U'+ c2 U"  d., ( TU2 - UU"), 

wo die «, b, c. d als konstant betrachtet werden können. Eli- 
miniert man TI'" aus den Gleichungen (17), so ergibt sich: 
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(18) 
[7t/"2- 77'2 U" = ot V

1 + (b1 + fl8) UW -!- 6S U'- 

- Cl 7/t/" c2 7/' 77" -i-(d, 7/ 4- d, 7/') (77'* — 7/7'"). 

Differentiiert man diese Gleichung wieder nach Ua und berück- 
sichtigt die Gleichungen (17), so erhält man: 

7/7/"2 + U“ (- U'H dl UH ds 7 ’ W+ W - cs ) + 7/( - c, - “* ) 

= d2 L"3+d1 U 7/'*-t ff2 (- c, + 4 - + 6.^ 
(19) V _d* '' 

^UU.ß^+^-Jlafad U2+ u,cJêb1-bgll 

\ a, / - a2 cl2 

17 ^ 1 
1 X 

Die beiden Gleichungen (18) und (19) stimmen nun überein, 
wenn ist: 

Cj = 0, «, — J, = 0, Cjttj — c^dg — a.2—bl = 0, 

b.j d, -}- dl — 2«, — b, (7., — et., d„ = 0 , «„ d, — «, d2 = 0 , 
c07t — b2cl = 0, «JCJ — a2Cj = 0. 

Diese Gleichungen sind erfüllt, wenn entweder 

oder 
«4 == tj = 

= a.2 — b2 = c2 = 0 

c, = d, = «2 = 0 

ist. Das führt auf den Ansatz: 
U"2 _ = d^ij’2 _ T//

-
"), 

woraus durch Intregration kommt: 

(20) U” = kV +IU. 

In analoger Weise erhält man unter der Annahme, daß 
777 " — 77"^ 0: 

(21) V"=\V-\-l,V. 

Durch Einsetzen der Werte von (20) und (21) in die Funk- 
tionalgleichung (16) findet man schließlich: 

(22) *, = *, lt = l. 

Ist aber 

VV" —V- = 0, 
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also 

(23) V’ = W, 

so erhält man aus (16): 

U"2 — v /'"  -!-/ (/• r--u'c") - /r (£/'*_ y Lr") — o 

oder: 

und daraus durch Integration: 

(24) U" = — ml!' k[u> — /.) r. 

Ist andererseits 

also 
U" u — u'2 = o, 

(25) u' = ku, 
so erhält man in analoger Weise: 

(26) F" = —inV'-\-k(jn — k)V. 

4. Betrachten wir zunächst den allgemeinen Ball, wo die 
Gleichungen (20) u. (21) gelten u. im allgemeinen UV— U' Vf 0 
ist. Aus den Gleichungen (13) und (14) folgt dann durch Eli- 
mination : 

(27) 

FF" — V 

Ui 

U " V — II' V 
UV -U'V — ’ 

U'*_+UV" - U'V 
UV —U'V 

Setzen wir nun noch zur Abkürzung: 

(28) 

so ist nach (11): 

F2a2 - 1 
F2 ß2 - 1 

l = rr 

(29) 

0+1 

I7a O 

, T 1 
0 + 1 

aus (27) folgt dann unter Berücksichtigung der Gleichungen (20), 
(21) und (22): 
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(:;o) 

3 ö' V T 
n t T 

VF"-V'2-(Ui " - U'3) 

[JV'-U'V -Ä’ 

3o'  2F T 

l+o t 1 T 

_ 2 ( r V"- r-)t 6T"- F'3+F(21: U'+ 3l U)+ V (- 3 U'+Ic C) 

"" ~ I V - Ij" V 

Man überzeugt sich leicht, daß in der Tat auf den rechten 
Seiten in (29) Funktionen nur von / — V2 stehen, indem man 
die Differentialgleichungen (20) und (21) in der bekannten Weise 
löst. Aber die beiden Gleichungen (30) müssen auch widerspruchs- 
frei sein. Um das zu erreichen, eliminieren wir o und erhalten: 

__21J(V)-\-Q{U) + VA(U)~VV’BH) 
{'n) ° P(F) + 2 Q{TJ)-ir VC(r) + V' D{C)' 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

i\v) = vv"—v2, Q(U) = rr" - r'*,A(C) = 2*r+3/r, 

JKU) = -3iir+hr, c(i') = kr+siu, D(U) = -su’+2kr. 
Bildet man die logarithmische Ableitung von (31), so er- 

hält man: 

a - 2 F ( V) + Q' ( U) -I- rA' ( V) + V (PI U)-A( U)) - V"P( C) 
a ~ " 2 P( V) + Q(U) + VA( U) + V' B( V) 

-P’( V) + 2(/( P)+ l'G’'(P) + F'(-C( U) +D\U))~ V" 1){ U) 

F{V) + 2Q([') + VC(U) + V i)(U) 

Setzt man diesen Wert gleich dem aus (30j sich ergebenden, 
so kommt eine Gleichung von der Form: 

2 P(V)3 — 2 Q(Uf -\ = 0, 

wo alle folgenden Glieder niedere Potenzen von V und V bezw. 
U, U' enthalten. Daraus folgt, das P ( I7) und Q ( U) einen kon- 
stanten Wert haben müssen. Sei etwa: 

Q(U) = UU" - V'2 = a, P(F) = VV" - V'2 = h. 

Nach (20) wird dann: 

(34) — P'2 
JcUU' + IU2 = a. 
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Durch Differentiation erhält man hieraus; 

/,•(— r* + 1er LJ' + ! u2) = ü. 

Mit Rücksicht auf (34) muß also entweder le = 0 oder 
a = 0 sein. I-,t /.' = 0 und a ff 0, so wird für / h 0 nach (34): 

U' = Y1 (Ü2 - g2), C = « sin (V- / Lr, -r '5), [Q*! = a) 

Analoges gilt für V. Man erhält für b ^ 0 : 

V = Vl ( V2 of) ; V = 9, sin (]/— / K -j- e) , (QI I = b) . 

Somit ergibt sich schließlich: 

3 ff __ __ (gi — g~) V — l_ 

° g g j sin (]/ — 1 ( Us — V,_) + ô — e) 

3 o' _ __ Y~—-l (2 o3 g;)-f 3ggl cos (]/— /(( ',- iQ-i-d-^) 
~ QQi sin (]/— F2) + d — e) 

und daher 

2g8 ~i~ g2 + 3gg, cos (V— rj', W.) d — e) 
(35) o = ;  — ; • 

g2 2 Q\ + 3 Qßl cos (1/- 1(U2- V2) + ö-e) 

Andererseits gibt die direkte Integration: 

<w> • 

Die Gleichungen (35) und (36) stimmen dann und nur dann 
überein, wenn g = gl wird, d. h. wenn o konstant wird, was aber 
ausgeschlossen ist. Ist 1 = 0, so erhält man: 

11 = V— a r, -j- r,, V = V— l V., -f c,. 

Aus (14) erkennt man dann direkt, daß o ebenfalls konstant 
sein muß, und aus (13), daß g = gl wird. Dieser Fall scheidet 
also ebenfalls aus. 

5. Ist 7c =t= 0, so müssen a und b verschwinden und man erhält: 

(36) r = id', v = hv, r=a,e"r*, v = caek'2. 

In diesem Falle wird I V — I V = 0. Die Gleichungen (27) 
und (30) versagen; die Gleichungen (13), (14) und (15) werden 
identisch. In diesem Falle kann man aber die Gleichung (13) 
direkt integrieren. Führt man nach (29) o ein, so erhält man 
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C\elaUi~h) + 6', 

(37) , 1 /v,) + 2 Cu , 6', 
1 k 

r e‘(l/i-li) Ui — ’l)   Q \ 

o -\- 1 / 

Durch die Substitution 

1 
t — ^ -f’O 
* ~ k 

(38) 

ergibt sich hieraus: 

(l£ I ((2 o -f- 1) s + 6' (o -j- 2)) 
(39) 

do 

wo gesetzt ist: 

(£+6') o(o + l) 

6'., 
6' 

Setzt man nun : 

(40) s£ •- 0 = 

7c 0, 

o — 1 

so kann man die Veränderlichen trennen und erhält: 

d )j a do 

>] (ü* — 3 CD; -f"2) = a — 1* 

Durch Integration kommt dann: 

V.S^L -A) = y (o. _ !) 
(CD; — l)2 H 

woraus durch Auflösung nach ?; und Beachtung von 

— C 

Daher wird : 

, a + Y1 — Cy (o2
 — 1) 

(1+1/1— C+(o2 —*)' 

d 

d o 
lgs£ = 

  (+0
3 —v*l —“C7y (o2 —Ï)3 — 1 — C y 

o (a +VT —C'7(o
2
 —ï)) U H- Kl —C'y(o

s
 —l))Vl- 

oder unter Beachtung von (28) und (8): 

Sitzgsb. d. matb.-uaturw. Abt. Jabrg. 1927. 

(40) folgt: 

<+(o
2
-l) 

18 
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d t = >• (/f - «*) (Or ]/)-2 a8-"ï " - VTl + C'y) (>;- /F-ï)-Gy {,  «--!)' 

(r3a2-l) (j'2p-l) OV-^-l + rF/F-l) 

+ (i± Cy) 

(y'r^fY- -l +V (1 + Cy) Jfjï^yCj (rV^T) I /(l + C'r)(>'/Ss-iy-V--V(»-3«!8-l ) 

Aus (9) erhält man so schließlich: 

krfi O') 

(11) 

W-fd'v* 
wo gesetzt ist: 

. («2 - ; ;) |V-/‘ f + 0'L> u2)VyWr± 

Vr2ar~ 1 Vrlß*- 1 Vr~ • 1 

+ (t>2 - j'O VF«
2
 - 1 

«
2
 -1-r (;h--r) ! ; ( •- 1 -I- (jl - a-) V^~/P 

y\ = ß'-Cy(a*-- /F). 

Dev so erhaltene Wert stimmt mit dem von Herrn Sauer ge- 
fundenen überein, wie man sich leicht durch Ausrechnung der 
Determinanten überzeugt. Da nach (12) und (36) 

r = r,= C,e,c' =, V = IV, = fe12, 

also 

(-12) r2 = - * lg (- lc C1 «.), F2 - - * lg (- /,• 6b v) 

ist, so erkennt man daraus, daß die kongruenten geodätischen 
Linien in der Tat nach einem Logarithmus des Drehwinkels auf- 
einander folgen. 

6. Wir haben noch den Fall des Kreiszylinders zu betrach- 
ten. Sei also : 

x = a cos cp, y — a sin cp. 

Die geodätischen Linien u = const, und v = const, sind dann 
bestimmt durch die beiden Gleichungen: 

(44) 
= V, 

r,, 
V... 

Sollen die beiden Scharen aus kongruenten Kurven bestehen, 
so muß sein: 

*) Infolge der geringen Zeilenbreite mußte der Nenner geteilt werden; 
als Nenner ist das Produkt der beiden Nenner zu nehmen. 
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(45) U, = a, V\ = ß, 

wo a, ß Konstante bedeuten. Man erhält dann : 

z 

es wird ferner: 

(46) 

ß l — « V., 
V 

rg — v, _ 
fl~a 

A m i ">, 

G = M72I 

cos iV = ^, 

wo m, n, p Konstante bedeuten, die durch*«, />', a bestimmt sind. 
Es wird daher: 

A _ m Ul 
GW 0 = nTCL^JT) F? ’ 

f ' n F) 
-'J2 sin2 i) = m- (1 — f) fr 

und die Dreiecksnetzbedingung (4) gibt: 

(47) '1 
TT 

v2 

Vo 
= 0. 

Daraus folgt: 

^_7. Yk 
U2~

L
'V2- 

K 

oder durch Integration: 

(48) U2 = 6', e'1" + Os, F2 - Gs c
kv + G,. 

Die beiden Scharen u = const, und v = const, sind daher 
gegeben durch die Beziehungen: 

\z — am — G.ek" + G0, 
(49) ' ' 1 - 

\z — ß<p CBe 
1 + üK. 

Die Kurven u -j- v = const, sind dann bestimmt durch die 
Gleichung: 

(50) # - aep - C2 = ^ (^ - ßr - Gt) e
tl"+t0, 

woraus man sofort erkennt, daß die Diagonalkurven unseres Drei- 
ecksnetzes keine kongruenten Kurven sind. 

18* 
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Damit haben wir also den Satz bewiesen. 
Diejenigen Rotationsflächen, auf denen neben den 

geodätischen rhombischen Dreiecksnetzen noch weitere 
Dreiecksnetze existieren, die aus drei Systemen von kon- 
gruenten, nach einem Logarithmus des Drehwinkels auf- 
einander folgenden, geodätischen Linien bestehen, sind 
die einzigen, auf denen solche ausgezeichnete geodäti- 
sche kongruente Dreiecksnetze möglich sind. Auf dem 
Kreiszylinder gibt es ausgezeichnete Dreiecksnetze nur 
von der Art, daß zwei Systeme aus kongruenten geodä- 
tichen Linien bestehen, die nach dem Gesetze einer Ex- 
ponentialfunktion sich verschieben, während die Dia- 
gonalkurven kein System kongruenter geodätischer 
Linien bilden. 

Anmerkung bei der Korrektur. 

Die Beziehungen (20) und (21) kann man einfacher unter Umgehung 
der Funktionalgleichung (16) erhalten, indem man die nach U., bezw. V., 

differentiierte Gleichung (13) mit ^ bezw. durchdividiert und noch- 

mals nach Z/., bezw. V, differentiiert. Die Gleichungen (22) ergeben sich dann 
aus (13) und (14). 
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