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Uber die konforme Abbildung durch die
Gammafunktion.

Von Josef Lense, Miinchen.
Mit 5 Textfiguren.

Vorgelegt von G. Faber in der Sitzung am 10. November 1928.

Es scheint, daf in der fast uniibersehbaren Menge von Ab-
handlungen, die seit mehr als 100 Jahren iiber die Gammafunk-
tion verSffentlicht wurden, nirgends nither auf die konforme Ab-
bildung eingegangen wurde, die durch die Gleichung
N w = ["(2)
zwischen der z- und w-Ebene besteht. Wenigstens ist dem Ver-
fasser keine derartige Arbeit bekannt. Diese Liicke auszufiillen,
ist der Zweck der vorliegenden Abhandlung. Die hierzu not-
wendige Betrachtung der Umkehrungsfunktion von (1) ist zugleich
geeignet, die Reihe von Beispielen, die von F. Iversen in seiner
Doktordissertation®) behandelt wurden, um einen wichtigen Fall
zu vermehren. Die vorliegende Arbeit ist so angelegt, daf zuerst
die fir das genannte Ziel notwendigen Eigenschaften der Gamma-
funktion kurz zusammengestellt werden?) und dann allmihlich
die Riemann’sche Fliche aufgebaut wird, die zur konformen
Abbildung durch die Gleichung (1) gehort.

§ 1. Definition und Grundeigenschaften.

Wir definieren die Gammafunktion mit L. Euler durch das
bestimmte Integral .
(2) I'(z) = j'e"t’—l dt.
]

1) F. Iversen, Recherches sur les fonctions inverses des fonctions

wiéromorphes, Diss. Helsingfors 1914.

%) N. Nielsen, Handbuch der Theorie der Gammafunktion. Leipzig

1906, B. G. Teubner.
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Damit das Integral bestehe, muf fiir die komplexe Verinderliche #
(3) N() >0

vorausgesetzt werden. Will man diese Definition durch analytische
Fortsetzung derart erweitern, dafi sie fiir die ganze :-Ebene gilt,
so setzt man nach I'. K. Prym

1 0
(1) I'(e) = [ett==1dt + (eti=-'dt.
0 1

Das zweite Integral ist nach dem Satze von Vitali eine in der
ganzen z-Lbene regulire analytische Iunktion € (2), das erste
it sich durch Reihenentwicklung und gliedweise Integration in
der Gestalt schreiben

- : = (—1r 1
() Pl)y= %

Zoon! efn

Die Reihe konvergiert gleichmiiiig fiir jedes # innerhalb eines
festen, beliebig groBen Kreises um den Nullpunkt, wenn die
Stellen 0, —1, —2,..., —#,... durch feste, beliebig kleine
Kreise ausgeschlossen werden; sie stellt daher eine in der ganzen
Ebene analytische Funktion dar, die nur an den genannten Stellen

einfache Pole mit den Residuen (—%TU— hat und sonst iiberall

reguldr ist. Definieren wir also

(6) I'(z) = P(e) + ¢ (2),
so erhalten wir eine meromorphe Funktion von z mit den ein-
fachen Polen 0, —1, —2, ..., —n, ...; der unendlich ferne

Punkt ist als Hiufungsstelle von Polen eine wesentlich singuliire
Stelle zweliter Art. Die Funktion lifit sich unter der Voraus-
setzung (3) durch das Euler’sche Integral (2) darstellen. Glei-
chung (6) liefert gleichzeitig die Mittag-Leffler’sche Int-
wicklung der Gammafunktion.

Von K. F. Gauf stammt folgende Darstellung der Gamma-
funktion als unendliches, gleichmiBig konvergentes Produkt

n! nf
Z'\ —_ 1 . S - e ~ . o
@ FO = e D6+ et
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Die Gammafunktion geniigt folgenden beiden Funktionalglei-

chungen
®) Iz +41) = 21'(2),

NP - e o
) I -2 sinmz’

Die erste folgt unmittelbar aus (2) durch teilweise Integration
und analytische Fortsetzung, die zweite lilit sich aus (7) mit
Hilfe der bekannten Produktdarstellung von sinzz ableiten.

Aus (8) folgt die bekannte Beziehung
(10) I'(n) = (n-—-1)! fiir ganz positives =

und in Verbindung damit aus (9) die wichtige Tatsache, daB
I'(2) niemals den Wert 0 annimmt. Die reziproke Gammafunktion
FlT) ist daher eine ganze transzendente Funktion, deren Null-
NE;

stellen in den Punkten 0, —1, —2, ..., —mn, ... liegen und
alle einfach sind. Ihre Weierstrafi’sche Produktentwicklung
lautet

(11) — ety T <1 '”) c_;».l)

1
') ne1 n
Daraus folgt: Der Grenzexponent (er ist hier Divergenzexponent),
die Ordnung, das Geschlecht und der Grad der Funktion sind 1,
sie selbst ist vom Maximaltypus.?)

Da sich die reziproke Gammafunktion als ganze Funktion
berausstellt, soll im folgeuden zur Vereinfachung die durch die

Gleichung
1
(12) W= =
I'(2)
zwischen der z- und w-Ebene vermittelte konforme Abbildung
an Stelle der durch die Gleichung (1) entstehenden Abbildung
betrachtet werden. Der Ubergang ins Reziproke erlaubt ja so-

fort, von der einen zur anderen zu gelangen.

1) Vgl hierzu Nielsen a.a. 0. 8.12; € bedeutet die sogenannte
Tiuler’sche Konstante = 057722 ... . ...

%) Bez dieser Benennungen vgl. 1. Bieberbach, Neuere Unter-
suchungen iiber Funktionen von komplexen Veriinderlichen, Enzykl. der
math, Wiss, Il C 4.
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Schlieilich seien noch wegen des folgenden zwei Darstel-
lungen der Gammafunktion durch Kurvenintegrale erwiihnt, nimlich

(19 = ga et
Iy
und
(14) e p— fc—t (-1 dt,
erit — 1,

Ly

N

S A | _@_7.
|
;
|

Abb. 2

Dabei liduft der Integrationsweg L, unterhalb der negativen
reellen Achse, umkreist den Nullpunkt und kehrt dann oberhalb
der negativen reellen Achse wieder nach — o zuriick (siehe
Abb. 1). Der Integrationsweg L, kommt aus - -« oberhalb der
positiven reellen Achse, umkreist den Nullpunkt und kehrt unter-
halb der positiven reellen Achse ins Unendliche zuriick (siehe
Abb. 2). Fiir die Potenzen ¢ ¢ und ¢~ ist jedesmal rechts ober-
halb der reellen Achse der Hauptwert zu nehmen.

Beide Darstellungen weist man dadurch nach, daf man die
Integrationswege nach dem Cauchy’schen Satze derart um den
Nullpunkt zusammenzieht, dali er von einem unendlich klein
werdenden Kreise umschlossen wird. Bei passenden Voraus-
setzungen iiber M (z) konvergiert das Integral iiber diesen kleinen
Kreis mit dem Kreishalbmesser gegen Null und die iibrighleiben-
den Stiicke der Wege oberhalb und unterhalb der reellen Achse
liefern die gesuchten Formeln. Von den iiber M (2) gemachten
Voraussetzungen befreit man sich hernach durch analytische
Fortsetzung gemi der Tatsache, dafi die Kurvenintegrale in (13)
und (14) nach dem Vitali’schen Satze analytische Funktionen
von z sind. Formel (13) geht auf H. Hankel, (14) im wesent-
lichen auf F. Klein zuriick.
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§ 2. Werteverteilung.

Die Gammafunktion ist gemif ihrer Definition fiir reelle
Werte der Verinderlichen # selbst reell. Nach dem Schwarz'-
schen Spiegelungsprinzip nimmt sie daher fiir konjugiert kom-
plexe Werte von z selbst konjugiert komplexe Werte an. Die
Zerspaltung der Gammafunktion in den reellen und imagindren
Teil wird nach N, Nielsen?') durch die Formel geleistet:

(15 Wnl'xz-+iy)=Inl"(x)— P, y)+ i[OGy -+y¥)].
Dabei bedeutet:

] o | ¥*
( D —1 e ,
(16) Pla,y)y =13 2_: In [1 " @ _,J,

y=0 i "')-
B, , ooy y
- = : Qi g -
(17) 7 (x, ) Eo{x e alctox_:_sz
- I (x)

In (15), (16) und (17) sind fiir In und arc tg die Hauptwerte zu
nehmen.

Fitr den absoluten Betrag der Gammafunktion erhilt man
daher
(19 I'@+iy) = ') e Pen,

Der absolute Betrag der reziproken Gammafunk-
tion wiichst auf jeder Parallelen zur imagindren Achse
mit y monoton. Dieser Satz wird spiter fiir den Aufbau
der Riemannschen Fliche wichtig sein.

Beweis: 1.) 2 + 0 oder negative ganze Zahl.

4l = | , 3P (z, )
: . == — Plz,y) ).
2y F+ip I'(z)| e~ Ty 2y
3P,y _ y _
ety ¥y —
RN R Fa iy 2 0,
o
daher (2“) 3// | r(x - 11/) ; 0 fﬂl’ 3/ z 0

Y Vgl. Nielsen, a.a. 0. S. 23,
Sitzgsb, d. math.-naturw. Abt, Jahrg. 1928, 19
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2) z=0. S
@1) iy =1/ A,

y @ — =)

s 7
@)™ <;7,>; = —VW[

eV —e~ Wy (eU+e~ V)] =0
tir y = 0.
3.) @ = negative ganze Zahl.
Hier folgt die Behauptung aus 2.) in Verbindung mit
1 ' z
TEITITETD
Fiir das folgende gewinnt die Untersuchung der Null-
stellen von I"(¢) Bedeutung. Wir setzen
I’ (2)
I'()°
Da I'(¢) niemals verschwindet, fallen die Nullstellen von 17 (2)
mit denen von ¥(e) zusammen. Die Nullstellen von ¥(2)
sind sdmtlich reell und einfach.?) Eine davon ist positiv
und liegt zwischen 1 und 2 (bei 1,46163....... ), die iibrigen
sind negativ und zwar liegt immer gerade eine zwischen — n
und —n —1 (n=20,1,2,3,....). Bedeutet z, diese Nullstelle,
so gilt

(25) Ty =—n—1-4—

(23)

(24) W (s) =

1 + Epy wobel lim & = 0.
7% Nt @

Die Nullstellen nihern sich sonach mit wachsender Entfernung
vom Nullpunkt immer mehr den Polen der Gammafunktion.

Im folgenden sind die ersten Nullstellen und die entsprechen-

1
den Werte von I'(¢) und a5 angegeben :
‘ 1
@ | I'(x) ‘
_ Y e
-+ 1,46 i + 0,8856 + 1,129
— 0,50 — 3,54 | 0283
=157 42,80 -+0,445
—261 | —08884 - 1,126
—364 , 024 -+ 4,255

1) Vgl. Nielsen, . a.0. S. 24
2) Vgl. zum folgenden Nielsen, a.a. O. S. 98- -101.
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Die Einfachheit der Nullstellen von ¥ (e) ergibt sich so: Es gilt
fiir reelle

V74 oS 1 1
@ ve=—c+B[1- 4
daher an den Nullstellen
,  Walh)—P@ 2 1
w — —_— ot
¥ (z) }ll_r’n“ i 72.40 R 0.

An den Nullstellen von ¥ (x) hat fl(?v) abwechselnd seine

Maxima und Minima, zwischen ihnen verhilt es sich monoton.
Wie sich spiter mit Hilfe der Stirling’schen Formel heraus-
stellen wird, ist

@7) z}:rfmF(x) -
so daB sich im Verein mit (8) folgendes Bild fiir den Verlauf der
reziproken Gammafunktion bei reellem z ergibt (siehe Abb. 3).

0,

Die absoluten Betrige der
Maxima und Minima wachsen
mit zunehmender Entfernung
vom Nullpunkt zufolge (8) tiber

1
I'(z)
fiir < - N, wo N entsprechend {4
groB ist, jeden Wert annimmt. %

Fiir die durch Gleichung (12) 42
gelieferte konforme Abbildung 45 e
ist die Bestimmung der Ver-
zweigungspunkte der Um- iy
kehrungsfunktion notwendig.

Wir bezeichnen diese Funktion mit

(28) g = D (w).

Die algebraischen Verzweigungspunkte sind die den Nullstellen

dao

dz

sogenannten Kreuzungspunkte. Weil in den Punkten 0, —1, —2,

Lw
(dil nach (3) und (4) die Werte (—1)"n!
i 19

alle Schranken, so daf

von entsprechenden w-Werte, die zugehtrigen z-Werte die

e
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(n=20,1,2,8,....) annimmt, sind die Kreuzungspunkte durch
die Nullstellen von ¥ (2), die Verzweigungspunkte durch die ent-

sprechenden Werte von gegeben (vgl. obige Wertetafel).

1
')
Die algebraischen Verzweigungspunkte sind demnach von der
ersten Ordnung, weil die Nullstellen von ¥ (2) einfach sind.

Zu diesen algebraischen Verzweigungspunkten kommen noch
die sogenannten transzendenten Verzweigungspunkte, die nach
einem Satz von A. Hurwitz und F. Iversen?!) durch die Kon-
vergenzwerte der Funktion gegeben werden (vgl. hierzu den fol-
genden § 3). Sie sind in unserem Fall 0 und <.

Beachtung verdienen noch die sogenannten Ausnahmewerte
der Gammafunktion. Bekanntlich nimmt nach E. Picard jede
ganze Funktion mit Ausnahme von hochstens einem jeden Wert
an. Dieser Ausnahmewert kann im Falle der reziproken Gamma-
funktion nur reell sein. Denn lieBe die reziproke Gammafunktion
einen imaginiiren Wert aus, so miilite sie auch den konjugierten
auslassen, da sie, wie schon erwiihnt, in konjugiert komplexen
Punkten auch konjugiert komplexe Werte annimmt. Wie aber
aus der Werteverteilung fiir reelle 2 hervorgeht, nimmt die rezi-
proke Gammafunktion jeden reellen Wert an, hat also keinen
Ausnahmewert. Den Wert o pflegt man bei ganzen Funktionen
nicht zu zéhlen, und daher den Picard’schen Satz in der obigen
Form auszusprechen.

§ 3. Konvergenzwerte.

Fir das folgende ist es wichtig, die sogenannten Konver-
genzwerte der Gammafunktion zu kennen, d. h. jene Grenzwerte,
denen die Funktion zustrebt, wenn sich 2 auf irgend einem Wege
dem Punkt oo nihert.?) Wir werden zeigen, daB hierfiir nur
die Werte 0 und o in Betracht kommen.

Wir beweisen die Behauptung zuerst fiir alle Wege, die
auBierhalb eines beliebig schmalen, die negative reelle Achse um-
schlieBenden Winkelraumes verlaufen. Wir setzen

(29) g=w-~iy=re? und I'(z)= 1'(z)|et".

1) Vgl. Bieberbach, a.a. 0. S. 418.
?) Betreffs der genauen Definition siche Bieberbach, a. a. O. 3. 417.
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Nach der Stirling’schen Formel!) gilt fiir alle
(30) — =) <p < (),
wo ¢ eine feste, beliebig kleine, positive Zahl bedeutet,

(31) I(zy=#"te=V2nw(z), wo limw(2)=1.2)

Z—= D

Nun ist
(32) Inster=(x—3)Inr—yp-z-+i {ylnr—{—xcp - (g - g/]
=(rcosg-3)Inr-rosinp-reosp+i[rsinglnr-+(rcosp-4)p-rsing},
daher fiir alle Winkelrdume der rechten Halbebene

. 1 . 7
(33) gl_l,ni r'e) =0 fir ¢ < Nt

und fiir alle Winkelriiume der linken Halbebene einschlieBlich

der imagindren Achse und ausschlieflich der negativen reellen
Achse

(34) lim I'(¢) = 0 fiir ’; < ¢ <a—-s.

Beweis fiir (33) und (34):
Es geniigt, die Behauptung fiir die obere Halbebene zu beweisen,
weil 1'(2) beziiglich der reellen Achse symmetrisch ist. Nach
(31) ist
(35) In I'(¢) = (rcosp—3)Inr—resinp—rcosp -+ R, (r,p),
(36) WO lim B, (r,9) = 3 1n2a.

r= -0
Unter der Voraussetzung
(37) O<<p<g——£

gilt daher:

(38) In I'(2) > (rsine—3)Inr—r (;—8) cose —r—| R, |
(39) daher lim | I'(2) = + .

r—++4w

1) Vgl. Nielsen, a.a. 0. S. 96.
?) Fur die im folgenden auftretenden Potenzen und Logarithmen sind
immer die Hauptwerte zu nehmen.
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(40) Fiir g+s<¢€n—£
erhiilt man
41) In|I'(¢s)| <wcose—(rsine 4 F)lnr-—r (J—; -+ a) sine -+ I,
(42) daher lim | I'(s) == 0.
r-++w
(43) Fiir 72.[ << 72[ —+
wird

(44) In| I'(¢) | <rsineg — ;lnr—rgcoss—f— R,
daher ebenso
(45) lim [ 77(2) = 0.
¥ — -} o0
Jetzt untersuchen wir das Verhalten von ¢ (vgl. Gl (29)) fiir
r=>--oo.
Aus (31) folgt

(46) G =rsinglnr + (rcosp — L) ¢ —rsing + B, (r,¢),
WO

(47) Im B, (r, ¢) = 0.

r—+--n
Wir beschriinken uns wieder auf die obere Halbebene, da ¢ beim
Ubergang auf die untere Halbebene blot das Zeichen wechselt.

Ist
(48) P <<,
so folgt
(49) 9 > rsinelnr- 1)——3 s
daher
(50) lim ¢ = + ».
Ist e
(51) g<e<a
so gilt

(52) W > rsinelnyr — (reose |- L) (a—e) —r R

2 Al
also wieder
(53) lim 9 = + w.

7= -}-o0
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Es gelten somit folgende Sitze, wenn wir

1
= - iy —— ty
(54) e u-iv = oetv
setzen :
In allen Winkelriumen der rechten Halbebene, aus-

schlieflich der imaginiren Achse, ist
9 MreT
in allen Winkelrdumen der linken Halbebene, ausschlieB-

lich der reellen und einschlieBlich der imaginiren
Achse, ist

0

(56) lim I'(2) = 0.
In allen Winkelriumen der M Halbebene aus-
unteren

schlieBlich der reellen Achse ist

(57) limy = .

Fiir die Kurven ¢ = const. gilt
(58) lim ¢ = + ’2’
und daher auch GL (57). Somit kénnen keine anderen
Konvergenzwerte als 0 und o auftreten.

Jetzt sind noch Wege zu untersuchen, fiir die

(59) lim g = £ =«

Z-— ®

Unter dieser Voraussetzung erhalten wir folgendes Ergebnis:

1). Ist Lyl >y,
so gilt
(60) lim I'(¢) = 0.

Beweis.  Wir verwenden die Darstellung durch das Kurven-
integral (14). Als Integrationsweg L, wiihlen wir einen Kreis
mit den Radius ¢ >1 um den Nullpunkt und das obere und
untere Ufer der reellen Achse.
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Wir teilen das Integral in drei Teile
(1) [ gt
Ly, K 4 i

K bedeutet den eben erwiihnten Kreis, A beide Ufer der reellen
Achse vom Kreis bis zu einer entsprechend grofien Zahl N, U
die tibrigen ins Unendliche reichenden Teile beider Ufer der
reellen Achse. (Siehe Abb. 2.)

Wir setzen
(62) t=1t +it,= t|c,
daher
(63) —t-+(z-D)nt =~t,+(@-Vnt —yy+ilyln t|+@-1)y-1,].
Dann ergeben sich folgende Abschitzungen:

2=

(64) |‘§] <U51()—ccosz»|—(1=—-1)lnr~—-]/z dz
Vg 0
2 o a2ay
<ceﬁ+‘-’5—])["0fg—y2d7 =— ¢etHlE—Dine 1 ¢ /]7
0 ) Yy J
N -
(65) f — (e‘Zniz_l)fe—t—}—(z——I)[nt—l—x'y/nl dt’
A 0
(66) j‘ = (277 —1) 5 ettt =N intfiy it gy
U N
Ferner ist

(67) |etmir—1 2=¢ 47y —2¢= W cos2aa--1 > (1 e~ 2742
daher
(68) erir—1|2>|1—e 277,

Wir erhalten somit wegen z<~ — N', wo N’ entsprechend
grof ist,

N om
(69) 'T'(s) — ; cc»|—(z—-])[nc_+_j'e_[_}-(x—l)lnt(]t + j'c—t-l-(z«l)znzdt
/ ¢ X

)

NN B S U
Tope¥ DN\ oy ey

¥ -
¢ . . .
O pe— W e {_5‘,—1\ —1 j‘c_tdt
¢ N
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Wegen ¢ 1 wird daher [I'(¢) Dbeliebig klein fiir entsprechend
groies N und N’'. Damit ist die Behauptung hewiesen,

2. Bs gibt eine Folge, fir die lim 'y ==0. Ist gleichzeitig
JR— e S &)
lim | 4+ 0, so kommt die Funktion nach 1. immer wieder in
r=-tw
Gebiete mit dem Konvergenzwert Null, es kann also kein anderer
Wert in Frage kommen. Ist dagegen auch lim y| =0, so

=t

kommt der Weg in beliebige Niihe der negativen reellen Achse,
so daB tberhaupt kein Konvergenzwert auftreten kann. Denn
auf der negativen reellen Achse kann die Gammafunktion keinem
Grenzwert zustreben, weil sie in den Punkten 0, —1, —2,.....
—n,.... den Wert o annimmt und zwischen zwei Polen wegen
der Funktionalgleichung (8) bei entsprechend grofier Entfernung
vom Nullpunkt dem Wert O beliebig nahe kommt.

Esergeben sich sonach nur 0 und » als Konvergenz-
werte. Damit steht die Tatsache in Ubereinstimmung, daf nur
@ als Ausnahmewert auftritt, denn jeder Ausnahmewert mub
Konvergenzwert sein, aber nicht umgekehrt.?)

§ 4. Der-Aufbau der Riemann’schen Fliche.

Wir schreiten jetzt an den Aufbau der Riemann’schen Fliche
fir die durch die Gleichung (12) vermittelte Abbildung zwischen
der z- und w-Ebhene. Wir bestimmen zu diesem Zweck in der
z-Ebene die Kurven

(70) w = o = const.
und
(71) 1 = const.,

d. h. die Bilder der zum Mittelpunkt konzentrischen Kreise der
w-FEbene und der durch den Nullpunkt gehenden Strahlen. Die
Kurven (71) sind wegen der Konformitit der Abbildung die
orthogonalen Trajektorien der Kurven (70). In der Umgebung
der Bilder des Nullpunktes, d. h. in der Umgebung der Punkte

0, —1, —2, —3,.... —n,..... ergeben sich gemifl der
Gleichung
(72) w=—= (& —a)-- ...

1) Vgl Bieberbach, a. a. O. 8. 418.
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fir (70) In erster Anniherung kleine Kreise um die erwiihnten

Punkte. In der Umgebung der Kreuzungspunkte erhilt man fiir

(70) in erster Anniherung Cassini’sche Kurven. Dies ergibt

sich auf folgende Weise: Man hat in der Umgebung eines

Kreuzungspunktes

(73) w—b=(2—a®+ ...,

daher

(74) =[x —aX—y2+ 042 (x—a)® ...,

somit in erster Anniherung fiir (70)

(75) [(z—aR® -y P |- 2b[x—a)?—y*] =c,

wo sich die Konstante ¢ wenig von Null unterscheidet. Das ent-

sprechende Kurvenbild hat daher folgende Gestalt (siehe Abb. 4).
Durch jeden Punkt der z-Ebene

g mit Ausnahme der Nullstellen
— *\<< ~~~~~ und Kreuzungspunkte, geht je
N eine und nur eine Kurve von {70)
Abb. 4 und (71). Dieser Satz folgt aus dem Um-

stand, dak die Funktionaldeterminante

3(o,yw) 3o, y) 3(w ) 1[/3u\2 [ou\?
o ten-tenie ey ]

@ y)  alwv) 3@,y o|\ox 3y
nur in den genannten Punkten verschwindet oder unendlich wird.
Zusammen mit dem in § 2 beschriebenen Verhalten von w lings
der Parallelen zur imaginiiren Achse ergibt sich sonach folgendes
Bild fir die Kurve (70) und (71). (Siehe Abb. 5.)

Da die reelle Achse der z-Ebene immer Bild der reellen
Achse der w-Ebene ist, schneiden sie siimtliche Kurven (70)
wegen der Konformitdt der Abbildung unter rechten Winkeln;
die veelle Achse ist Symmetrieachse fiir alle Kurven (70). Wir
betrachten noch die Trajektorien durch die Kreuzungspunkte. Sie
sind Bilder von Teilen der reellen Achse der w-Ebene.

Die Riemann’sche Fliche wird in folgender Weise aufgebaut:
Wir schneiden die w-Ebene lings der reellen Achse auf und
zwar vom Verzweigungspunkt 1,129 nach rechts und vom Ver-
zweigungspunkt — 0,283 nach links ins Unendliche. Die so zer-
schnittene w-Xbene wird auf folgenden Teil der z-Ebene abge-
bildet: Der zwischen den beiden Verzweigungspunkten — 0,283
und 1,13 gelegene Teil der reellen Achse auf den zwischen den
entsprechenden Kreuzungspunkten — 0,50 und 1,46 gelegenen
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Teil der reellen Achse der z-Ebene, das i?:feée-e Ufer der reellen
Achse der w-Ebene von 1,13 bis —- oo auf den in der 2°T"
unteren

Halbebene verlaufenden Teil der Trajektorie durch den Kreuzungs-
obere

punkt 1,46, das untere Ufer der reellen Achse der w-Xbene von
. ber
— 0,283 his — o auf den in der O Halbebene verlaufen-
unteren

den Teil der Trajektorie durch den Kreuzungspunkt — 0,50.

Blat-2"  Blait-1° Blatr ¢ ~ Blafteo” G Ct

NN

Blatt-2 " Blatt-1"

Blat o™ " Blatr oo * &5

Abb. 5

Die Kurven sind nur anniiherungsweise gezeichnet, um eine beildufige Vorstellung de
vorliegenden Gestaltsverhiiltnisse zu ermiglichen.



282 J. Lense
Dat in diesem Teil der z-Ebene der obe;'ee Teil der z-Ebene
7
e e e b gre il ot (wind ) fol g danats dar fsich
untere

fir x == 1 und absolut geniigend kleine y aus (15), (17) und (26)
bis auf erste Potenzen in y ergibt:

77 w=Cy|...

Der weitere Aufbau der Riemann’schen Fliche ist jetzt ohne
weiteres gegeben. Wir schneiden ein zweites Blatt der w-Ebene
wieder lings der reellen Achse auf und zwar vom Verzweigungs-
punkt — 0,283 nach — oo und vom Verzweigungspunkt 4 0,445
nach -~ o und heften es so an das erste, daf das LAt N
untere

des nach — oo fiithrenden Schnittes des ersten Blattes mit dem

unteren . . .
———— Ufer des nach — o fithrenden Schnittes des zweiten ver-

oberen
. untere . . . .
bunden wird. Das — Ufer dieses Schnittes wird auf den in
obere
oberen

— -~ Halbebene verlaufenden Teil der durch den ent-
unteren

sprechenden Kreuzungspunkt — 1,57 gehenden Trajektorie in der
z-Ebene, der zwischen den Verzweigungspunkten liegende Teil
der reellen Achse der w-Ebene auf den zwischen den entsprechen-
den Kreuzungspunkten liegenden Teil der reellen Achse der
z-Ebene abgebildet. So fahren wir fort und erhalten entsprechend
den unendlich vielen Kreuzungspunkten unendlich viele Blitter,
von denen immer jedes an das folgende auf eine der ebeu be-
schriebenen Art analoge Weise angeheftet ist. Die den einzelnen
dieser Blitter entsprechenden Bereiche der z-Ehene sind in der
Abb. 5 mit Blatt 0, —1, —2, . . hezeichnet, entsprechend der
in ihnen liegenden verschiedenen Bildpunkte des Nullpunktes der
w-Ebene. Die betreffenden Blitter der w-Ebene wollen wir

ebenso benennen. Die mit - bezeichneten Bereiche entsprechen
der oberen Halbebene der w-Ibhene, die mit — bezeichneten der
unteren.

Wir nehmen jetzt wieder ein Blatt der w-Ebene, schneiden
es lings der reellen Achse vom Verzweigungspunkt -4 0,445
nach -4 o auf und heften es dort in der beschriebenen Weise
an das Blatt 0. In diesem neuen Blatt entspricht der zwischen



Uber die konforme Abbildung durch die (tammafunktion 283

den Verzweigungspunkten -+ 0,445 und 0 gelegene Teil der
reellen Achse dem zwischen dem Kreuzungspunkt 1,66 und 4+ o
liegenden Teil der reellen Achse der z-Kbene. Wir nennen daher

dieses Blatt das Blatt «o.
untan

oben
ins Unendliche, so treffen wir gemif (57) unendlich oft das Bild

der positiven und negativen reellen Achse; die Bilder der posi-
tiven reellen Achse seien oben mit (7, €7, ... uuten mit

Bewegen wir uns auf den Kurven (70) nach rechts

C+, OF. ... bezeichnet; analog die der negativen mit U, O‘ .

bzw. €7, 7, .... Die den Kurven (70) entsprechenden Bahnen
in der w-Ebene sind konzentrische Kreise, die den Nullpunkt im
positiven

nerratwen

Sinn umlaufen. Wir haben also die w-Ebene lings

der reellen Achse von 0 nach — oo aufzuschneiden und lings
dieses Schnittes eine logarithmische Wendeltreppe anzuheften.
Den einzelnen Blittern dieser Wendeltreppe entsprechen die
zwischen den Kurven O7, 7, ... bzw. €7, C7, ... liegenden
Bereiche der z-KEbene. Auf den durch die Kreuzungspunkte
gehenden Trajektorien strebt w zur Grenze o, ebenso auf den
Kurven O+, Ok, ..., O CH .., CF Coy L., O, CF

Ly Yas e e
wenn man sie nach lmhs dulchlauft, dagegen nach 0, wenn man
sie nach rechts durchliuft.

Aus den Ausfithrungen des § 3 folgt weiter: Entfernt man

sich auf den Kurven (71) nach E?(-:h»@ ins Unendliche, so ist

Links
(78) lim ¢ = {+07.

Gemiil der Gleichung (57) strebt w auf den Kurven (70) keinem
Grenzwert zu. Die Pfeile auf den Kurven (70) der Abb. 5 ent-
sprechen dem positiven Umlaufsinn in der w-Ebene.

Nach den Bezeichnungen von P. Boutroux und F. Iversen?)
ist der Punkt 0 direkt und indirekt kritisch, der Punkt oo
direkt kritisch zweiter Art.

1) Vgl Iversen, a.a. 0. 3. 41 und 52.
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