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Uber die Primidealzerlegung der Hauptideale eines
Integritatsbhereichs.

Von Friedrich Karl Schmidt, Erlangen.

Vorgelegt von G. Faber in der Sitzung am 10. November 1928.

In einer vor kurzem im Crelleschen Journal erschienenen
Abhandlung?) stellt Herr H. Hasse die Frage nach notwendigen
und hinreichenden Bedingungen dafiir, daf in einem Integritiits-
bereich I jedes Element eindeutig als Potenzprodukt von Prim-
elementen darstellbar ist. Ankniipfend an einen Gedanken Zer-
melos giht Herr Hasse selbst in der gleichen Arbeit eine hin-
reichende Bedingung an, die jedoch nicht zugleich notwendig ist,
durch die vielmehr die engere Klasse aller derjenigen Integritits-
bereiche charakterisiert wird, in denen jedes Ideal Hauptideal ist.
Bereits der Integritiitsbereich der Polynome in mehr als einer Un-
bestimmten mit Koeffizienten aus einem Korper entzieht sich da-
her dieser hinreichenden Bedingung und die urspriingliche Hasse-
sche Frage bleibt offen.

In der vorliegenden Mitteilung beschiiftige ich mich mit einer
Erweiterung der Hasseschen Frage, die sich idealtheoretisch voll-
stindig erledigen lifit. Die so gewonnenen Ergebnisse erfassen
gleich die Gesamtheit aller arithmetisch bedeutsamen Integritiits-
bereiche und stellen daher im Gegensatz zu den Hasseschen Un-
tersuchungen fiir die Integritiitshereiche mit eindeutiger Prim-
elementzerlegung nur notwendige Bedingungen dar.

Die angedeutete Erweiterung der Hasseschen Fragestellung
wird durch die arithmetische Theorie der algebraischen GriGen

1) H. Hasse, Uber eindeutige Zerlegung in Primelemente oder in
Primhauptideale in Integrititsbereichen, Journ. f. d. r. u. a. Math. 159
(1928), 8. 3-12.
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nahegelegt. Dort ist ja nicht mehr jedes Xlement eindeutig als
Potenzprodukt von Primelementen, wohl aber jedes Hauptideal
als Potenzprodukt von Primidealen darstellbar, und diese Dar-
stellung ist stets eindeutig, wie sich unmittelbar aus der Defi-
nition des Primideals ergibt. Ich stelle mir daher die Aufgabe,
notwendige «und hinveichende DBedingungen dafiir aufzusuchen, daff
in eimem Integrititsberveich X jedes Hauptideal cinem Potenzpro-
dult von Primidcalen gleich ist. Die Klasse der Integritiitsbereiche,
deren Charakteristerung damit erstrebt wird, enthiilt simtliche
Integrititsbereiche mit eindeutiger Primelementzerlegung, denn
bei Eindeutigkeit der Primelementzerlegung ist das aus einem
Primelement abgeleitete Ideal stets Primideal. Sie umfalit aber
auch andererseits alle Integrititsbereiche, deren Teilbarkeitsver-
héltnisse mit denen der ganzen algebraischen Zahlen iiberein-
stimmen, in denen also jedes Ideal einem Potenzprodukt von Prim-
idealen gleich ist, und die . Noether?) in ihrer Annalen-Arbeit
untersucht hat.

Unter Heranziehung von Gedanken, die Herr W. Krull in
die Idealtheorie eingefithrt hat, gelange ich zu folgendem Kr-
gebnis:

Satz. Damit in einem Integrititsbereich X jedes Hauplideal
als Poleneprodult von Primidealen darstellbar ist, ist notwendig und
hinreichend, dap

1) jede mit einemr Hauptideal beginnende Idealquotiontenkette

im Indlichen abbrichi,

2) X ganz abgeschlossen ist?).

Dabel verstehe ich unter einer mit einem Hauptideal begin-
nenden Idealquotientenkette eine Reihe von Idealen
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bei der a, Hauptideal, a, echter Teiler von a, _, und a,=aqa,_,:¥b,
aus a,_, durch Quotientenbildung mit IHilfe eines geeigneten

Ideals 0, erzeugbar ist. Die Endlichkeitsbedingung 1) ist weit

1) 1. Noether, Abstrakter Aufbau der Idealtheorie in algebraischen
Zahl- und Funktionenkdrpern, Math. Ann. 96 (1926), S. 26—61.

%) Zum Begriff des ganz abgeschlossenen Integritiitshereichs vergl. bel
W. Krull, Zur Theorie der allzemeinen Zahlringe, Math. Ann. 99 (1928),
S.51--70, die Definition auf S. 60.
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schwiicher als der Noethersche Teilerkettensatz, der ja z. B. im
Bereich der Polynome in unendlich vielen Unbestimmten nicht
mehr gilt, wihrend 1) dort erfiillt ist.

Die soeben skizzierten Krgebnisse, deren ausfiihrliche Be-
griindung an anderer Stelle gegeben wird, stellen einen Aus-
schnitt aus allgemeineren Betrachtungen dar. Dabei handelt es
sich um die Frage nach notwendigen und hinreichenden Bedin-
gungen fiir die Giiltigkeit der Hauptsiitze der allgemeinen Ideal-
theorie in mdglichst weitgehender Fassung. Von diesen Uber-
legungen, die an die entsprechenden Arbeiten von K. Noether?)
und W. Krull?) ankniipfen, soll eine weitere Mitteilung berichten.

Erlangen, Mathemat. Seminar, Ende Oktober 1928.

1) Vergl. o. S. 286, Anm, 1.
?) Vergl. o. 8. 286, Anm. 2.
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