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Herleitung differentialgeometrischer 
Flächeneigenschaften aus Sehnen-Dreiecksflachen. 

Von llobert Sauer in München. 

V«'getragen in der Sitzung am 9. November 1929. 

§ 1. Infinitesimale Dreiecksnetze und Dreiecksflache. 

Unter einer Fläche [F1] verstehen wir im Folgenden das 
topologische Bild eines ebenen gleichseitig-dreieckigen Bereiches 
[E\ mit der Seitenlange 1. 

Führt man 2 Seiten von [Fi] als schiefwinkelige Koordinaten- 
achsen u, v ein, so entsprechen den 3 Systemen seitenparalleler 
Geraden u — const., v = const., w = u -f- v = const, des Bereiches 
[E] auf [F1] 3 Systeme von Kurven („Parameterlinien“), denen 
wir die nämlichen Parameterwerte u, v, w zuordnen wollen. Die 
Fläche [F1] läßt sich analytisch darstellen durch drei Funktionen 
x (u, v), y (u, v), z (il, v) für die Koordinaten ihrer Punkte. Wir 
setzen allgemein fest, daß x, y, z im Definitionsbereich 0 <u,v, w <( 1 
dreimal nach u und v stetig dift'erenzierbar seien. Aus den 3 Para- 

h i Je 
metersystemen greifen wir die diskreten Werte u — —, v = -, w = ° 
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(o = positive ganze Zahl, h, i, h — 0, 1,2, . . . (o — 1), g) heraus 
und bestimmen dadurch in [-E] ein „Dreiecksnetz“ von g2 gleich- 

seitigen Dreiecken der Seitenlange ^. 

Das topologische Bild des „Dreiecksnetzes“ von [_Z?| ist auf 
[/'' ] in der nämlichen Weise ein „Dreieclcsnetz“. Die g“ Netz- 

dreiecke sind naturgemäß im allgemeinen nicht kongruent, jedoch 
sind ebenso wie in [JE] alle (krummlinigen) Dreiecksseiten von 
nicht verschwindender Länge (Figur 1). 

Für p oo bekommt man der Reihe nach immer „engere“ 
Dreiecksnetze, d. h. die Zahl der Maschendreiecke wächst unbe- 
grenzt und alle Seitenlangen der Dreiecksmaschen (sowohl in [E~\ 
als auch in [-F]) nehmen unbegrenzt ab. Diese für g -> oo un- 
begrenzt enger werdenden Netze sollen ..infinitesimale Drei- 
eclisnetse" heißen. 

Ersetzt man in einem der betrachteten Dreiecksnetze aut [F\ 
die im allgemeinen krummlinigen Dreiecksseiten durch ihre ge- 
radlinigen Sehnen, so entsteht — wenn die Netzknotenpunkte nicht 
zufällig in einer Ebene liegen — ein räumliches, aus lauter ge- 
radlinig begrenzten ebenen Dreiecken zusammengesetztes Gebilde, 
das ich als „Dreieclcsflach" oder mit Rücksicht auf seine Lage 
zu [.F] als ..Sehnen -Dreieclcsflach [J,,]" bezeichnen werde. 
Dem Grenzübergang g -> co des infinitesimalen Dreiecksnetzes 
ordnet sich das „infinitesimale Dreieclcsflach“ zu, bei dem 
ebenfalls alle Dreiecksseiten für g -» oo unbegrenzt abnehmen. 

Problemstellung : 

Aus solchen elementar-geometrischen (trigonometrischen) 
Eigenschaften der Sehnendreieclcsflache, welche hei dem (jrens- 
iibergang g -> oo erhalten bleiben, Jcönnen differentialgeometri- 
sche Eigenschaften der Fluche [F] selbst hergeleitet werden'). 

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist es, durch die 
angegebene Methode (die Fundamentalgrößen der Flächen- 
theorie zu entwickeln und dadurch) zu einem elementaren Dc- 

') In diesem Zusammenhänge sei verwiesen auf die in der Enzyklopä- 
die der mathematischen Wissenschaften 111 D 6a, Seite 437 — 440 ange- 
gebene Literatur, besonders S. Finsterwalder, Mechanische Beziehungen bei 
der Flächendeformation, Deutsche Math. Verein. G (1899) Seite 45—99. 
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weis der Mainardi-Codazzischen Gleichungen und der Gauß- 
schen Gleichung vom Krümmungsmaß zu gelangen. 

In den nächsten beiden Abschnitten werden wir uns ledig- 
lich mit den endlichen Sehnendreiecksflachen beschäftigen. In 
den späteren Abschnitten behandeln wir dann den Übergang zum 
infinitesimalen Sehnen-Dreiecksflach und zu den differentialgeo- 
metrischen Eigenschaften der Fläche [Fj. 

§ 2. Definitionen für das Dreiecksflacli [rie]. 

Jedem „Knotenpunkt“ P(u, v\ w^ 1) des Dreiecksflaches [Jj] 

ist eindeutig ein Dreieck u v; u 4 ' v\ u I v -j- — und (wenn 
Q ' Q \ 

w 1   ] unter Hinzunahme des Punktes 11? —— ein 
Ql Q Q 

„geknicktes“ Viereck zugeordnet. Die 3 Seiten des Dreiecks, die 
6 Winkel des geknickten Vierecks und die 3 an den Seiten des 
Dreiecks liegenden Keilwinkel des Dreiecksflachs (= Winkel der 
an der betreffenden Seite sich schneidenden Dreiecksebenen) sollen, 
als „zum Knotenpunkt P(u, v) gehörig“, folgendermaßen (vgl. 
Figur 2b) bezeichnet werden: 

3 Dreiecksseiten (u, v), b„(u, v), c0(u, v) ; 

6 Dreieckswinkel a„(u, v), ß„(u, v), y„(u, v); 

v), ß,,{u, v), y,,(u, n); 
3 Keilwinkel *,,(», v), /,,(•», v), g„(u, v). 

Definitionsgemäß ist 
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Ferner sollen die Keilwinkel xc, //,, als Außenwinkel im 
Normalschnitt zu der betreffenden Kante c„ gemessen 
werden (Figur 3). 

Figur :J 

Da [P] einfach zusammenhängend ist, kann eine Außen- 
und Innenseite festgelegt werden. Dadurch läßt sich für das Vor- 
zeichen von y.n die Bestimmung treffen 

y.s > 0: [zl„] ist bei «„ von außen gesehen 

In Figur 3 ist xa > 0. 
Ordnet man jedem Knotenpunkt P (tv j; 1) in der angegebenen 

Weise seine Dreiecksseiten, Dreieckswinkel und Keilwinkel zu, 
so werden sämtliche Seiten und Winkel von [zl„] erschöpft. 

(Für u = 0 fallen die für v — 0 die x„, für iv — 1 die u„ c - Q 

sowie die a„, ß„, y„ weg.) 

§ 3. Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln 

des Dreiecksflachs [zl,,]. 

Die Dreiecksseiten, Dreieckswinkel und Keilwinkel 
sind nicht voneinander unabhängig. Es sollen jetzt alle 
zwischen ihnen bestehenden Beziehungen aufgefunden 
werden. 

Dabei gehen wir in 3 Schritten vorwärts, indem wir der 
Reihe nach zuerst die einzelnen Dreiecke, dann die einzelnen 
Sechskante [Ff], welche in jedem inneren Knotenpunkt von den 
6 dort zusammentreffenden Dreiecken gebildet werden, und 
schließlich das gesamte Dreiecksflach [zl,,] aufzubauen suchen. 

I. Einzeldreieck. 

Jedes Dreieck ist durch seine 3 Seiten und 3 Winkel fest- 
gelegt. Für die Existenz des Dreiecks ist notwendig und hin- 
reichend, daß die Summe von 2 Dreieckseiten größer ist als die 
3. Seite. Dies gibt für die in Figur 2 b gezeichneten Dreiecke 
die Ungleichungen 

(konvex, . . , . 
konkav. (A”al°sZ,k.) 
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(I) 

Die Dreieckswinkel lassen sich dann in bekannter Weise 
trigonometrisch aus den Seiten berechnen; es sei dies symbolisch 
angedeutet durch 

Nunmehr sollen die Einzeldreiecke in jedem inneren Knoten- 
punkt P(u, v) zu einem Sechskant [K] zusammengefaßt werden, 
so daß die Keil winkel des Sechskants mit den vorgegebenen Werten 
y-o, 1,,, juß übereinstimmen. 

In Figur 4a, b ist dem Sechskant [K\ das Kugelsechseck [Z\ 
gegenübergestellt, welches vom Polarsechskant auf der konzentri- 
schen Einheitskugel ausgeschnitten wird. 

Die Keilwinkel y.„, 2„, us und die Dreieckswinkel u„, au u.s. f. 
des Sechskants [Ff] sind gleichzeitig die Seiten bzw. die Auf3en- 
winkel des Kugelsechsecks [2]. 

a„ — f(a_„, &,,, c„). (Analog für /?,,, ßa u. s. f.) 

11. Sechskant \K\. 

Figur 4 a Figur 4 b 
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Die 6 Seiten und 6 Winkel von [2?] sind sämtlich durch die 
«,,, c„ und y.s, A,,, u,, festgelegt. Es müssen infolgedessen 3 Be- 
ziehungen bestehen, wie man folgendermaßen erkennt: 

1. Schließungssätze. 

Zunächst sehen wir vom Winkel bei G 
(Figur 4 b) ab und konstruieren aus den üb- 
rigen Winkeln und aus allen Seiten von [A | 
auf der Einheitskugel den sphärischen Sechs- 
zug Gi (J2 . . . V- (Figur 5). Die Schliefeungs- 
forderung Gi — G 7 = G gibt 2 Gleichungen 

(II 1) 

zwischen allen Seiten und Winkeln von [2] ausschließlich <£ G 
(Figur 4b). Für das Folgende ist es nicht nötig, die weitläufigen 
analytischen Ausdrücke A, B auszuschreiben; es genügt A, B 
durch ihre geometrische Bedeutung zu fixieren: 

A — sphärische Normalprojektion des Sechszuges Gi • • G- 
auf den Hauptkreis Gi Got 

B == sphärische Normalprojektion des Sechszuges Gi ■ ■ G- 
auf den zu Gi (l)3 mittelsenkrechten Hauptkreis. 

e, 

2. Flächensatz. 

Beim Erfülltsein der Bedingungen A = 0, B = 0 wird der 
offene Sechszug Gi V- • • Go V- zum geschlossenen Kugelsechseck 
Gi G- • • Go Gi ! welches in allen Seiten und Winkeln, ausge- 
nommen <iC G mit [N] übereinstimmt. Damit nun auch der letzte 
Winkel <C Q von 2 den geforderten Wert annimmt, haben wir 
noch eine 3. Bedingung hinzuzufügen: 

(II 2) 

zw'ischen allen Seiten und allen Winkeln von | A’J einschließ- 
lich Q. 

Auch (! soll nur durch seine geometrische Bedeutung fixiert 
werden : 
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Sei (.7,) = Fläche des Kugelvierecks V, V2 Vs V4 ) Jn Fj r> 

(JJ = Fläche des Kugelvierecks V4 Vä Ve V- J ° 
(,/) = Fläche des Kugelsechsecks 2’ der Figur 4b, 

so läßt sich <C Q, nach Erfülltsein der Gleichungen A — 0, 
71=0, berechnen aus dem Ansatz 

(,Jj) (J,) = (J) = ‘ln — Außenwinkelsumme, 

l^ür C = (7,) - j- (7.,) — 2^ -j- Außenwinkelsumme folgt daraus (II2). 

(7j), (Jo) enthalten alle Seiten und Winkel von [2] aus- 
schließlich < Q, die Außenwinkelsumme enthält alle Winkel 
von [2] einschließlich <C Q• 

((J) = 27i — Außenwinkelsumme hat auch folgende geo- 

metrische Bedeutung: Schneidet man das Sechskant [K] an einer 
Kante auf und breitet es in die Ebene aus, so bleibt in der 
ebenen Abwickelung an der aufgeschlitzten Kante eine Lücke oder 
die Abwickelung überdeckt sich teilweise. Der „Lücken- bzw. 
Uberdeckungswinkel“ soll positiv bzw. negativ gerecht werden 
und ist dann gleich der Differenz 2 n — Außenwinkelsumme = 
Fläche des zugehörigen Kugelsechsecks [2].) 

III. Gesamtes Dreiecksflach [/!,,]. 

Wenn für alle Einzeldreiecke die Ungleichungen (I) und für 
jeden inneren Knotenpunkt P die 3 Gleichungen (11 1), (II 2) er- 
füllt sind, so lassen sich aus den angegebenen Bestimmungsstücken 
die Einzeldreiecke konstruieren und für jeden inneren Knotenpunkt 
zu den einzelnen Sechskanten zusammenfügen. Die Konstruktionen 
verlaufen eindeutig, wenn man von vornherein die Vorzeichen der 

*«, L>, /'n durch Annahme einer Außenseite von [zf„] definiert. 
(Bei Vertauschung der Außen- und 
Innenseite und damit der Vorzeichen 
von y.,_, u.s.f. geht jedes Sechskant [K\ 
in sein Spiegelbild über.) 

Ihrer Konstruktion nach lassen 
sich für 2 benachbarte Knotenpunkte 
die (sechseckig abgegrenzten) Sechs- 

kante mit je 2 Dreiecken zur Deckung bringen (vgl. Figur 6). Auf 
diese Weise fortfahrend, kann man alle Sechskante der Reihe nach 
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lückenlos zusammenfügen und so das gesamte Dreiecksflach [Aa] 
aufbauen, abgesehen von gewissen Randdreiecken, die am Schlüsse 
angefügt werden können. 

Ergebnis: 
Aus den vorgegebenen Seiten ae, ba, c„ und Winkeln xa, A,,, //„ 

litßt sich dann und nur dann ein Dreiecksflach Ae konstru- 
ieren, wenn alle Bedingungen (I), (II1), (II 2) erfüllt sind. 
In diesem Falle ist [zip] (bis auf Spiegelung) eindeutig fest- 

Figur 7 a Figur 7 b 

gelegt. Sind nur die Ungleichungen (1) erfüllt, dann lassen 
sich aus den vorgegebenen Seiten und Winkeln zu jedem inneren 
Knotenpunkt „klaffende“ Sechskante konstruieren, bei denen das 
erste mul sechste Dreieck in 2 verschiedenen Ebenen liegen 
(Figur 7a). Sind die Bedingungen (II 1) erfüllt, so fallen 
diese beiden Ebenen zusammen, aber das erste und sechste 
Dreieck sind noch um die Sechskantspitze gegeneinander ver- 
dreht (Figur 7b). Sind auch die Bedingungen (II2) erfüllt, 
dann kommen das erste und sechste Dreieck miteinander zur 
Deckung (Figur 7 c). 

Die vorangehenden Betrachtungen haben alle (notwendi- 
gen und hinreichenden) Beziehungen ergeben, welche 
zwischen den Winkeln und Seiten eines beliebigen Drei- 
ecksflaches bestehen müsssen. Davon, daß [A,j\ einer Fläche 
[.FJ einbeschrieben, also Sehnen-Dreiecksflach sein soll, wurde 
kein Gebrauch gemacht. Die Forderung, daß [Aa] Sehnen- 
dreiecksflach ist und für g -> oo infinitesimales Sehnen- 
dreiecksflach wird, bildet den Gegenstand des nächsten 
A bschnitts. 
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§ 4. Berechnung der Seiten und Winkel der Sehnendreiecks- 

tiaclie aus den Koordinaten der Knotenpunkte. 

Die Dreiecksseiten, Dreieckswinkel und Keilwinkel eines (zu- 
nächst endlichen) Sehnendreieckflachs [d„] lassen sich mit den 
Hilfsmitteln der analytischen Geometrie aus den Koordinaten 

x, y, z der Knotenpunkte berechnen. Setzt man = e (= end- 
Q 

liehe Zahl), so kann man aus Figur 2 b, in der bei den Seiten 
und Winkeln die Argumente u, v weggelassen sind, folgende 
Gleichungen ablesen: 

ße, ß0 u. s. f. analog. 

Setzt man zur Abkürzung: 

f\u,v) = as(u,v) • be(u,v) sin y (it, v) = doppelter Flächeninhalt des 

Dreiecks as{u,v)bL,(u,v)ce(u,v); 
f(u,v) = a^u^+e)•bä(u+e,v)siny(u,v) = doppelter Flächeninhalt des 

2. Dreieckswinkel. 

2. der Seite ca (u, v) anlie- 
genden Dreiecks (Figur 2b), 

so folgt weiterhin : 

3. Keilwinkel. 

(3) sin (u, v) = 

sin y.„ («, v) = a,j («, v) ■ Bl 

/'(«, v) • f (u, v — e)’ 
b„ (it,v) ■ D2 

sin ju0 (u, r;) = - 

f Oh v) '/'(" — D >')' 

c,, (u, V) • J>3 

f(u, V) ■ f(u, V) 
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■wobei 

A) x(u,v) y(u,v) z(u,v) 1 
Af — x (u -j- £, v) y(u~\-e,v) z (u A F, V) 1 : 
A I x(u,v F) y (u, v A s) z{u,v A g) 1 

in die 1. Zeile ist bzw. einzufügen: 

x (u A £ »v —£) 
x (u — E,V A e) 
x(u A 

e>v Ae) 

y (il A e, v — E) 

y {il - e,v~\-e) 
y(u A«,^A£) 

Z (u A s, V — £') 
z(u — e,v-\-e) 
z(u-\~e, v-\-e) 

1 |, oder 
1 I, oder 

1 I- 
Bei Zugrundelegung eines Koordinatensystems mit Rechts- 

scbraubensinn der x, y, z Achsen werden die Determinanten 
positiv, wenn die Knicke bei a„, be, cc, für den Beschauer der 
Figur 2 konvex erscheinen. Die Vorzeichen von y.„ u. s. f. stimmen 
also mit der auf Seite 310 getroffenen Festsetzung überein, wenn 
die Vorderseite der Figur 2 als Außenseite aufgefaßt wird; d. h. 
die positive u- Richtung (v = const.), die positive v- Richtung 
(.u = const.) und die Richtung von der Innenseite nach der Außen- 
seite folgen im Sinne einer Rechtsschraube aufeinander. 

Die Formeln (1), (2), (3) gelten allgemein für jedes [zf„] bei 
endlichem p (und endlichem e). 

Der Gre nzübergang Q -> °o des infinitesimalen Sehnen- 
dreiecksflachs führt wegen der Differenzierbarkeitsvoraussetzungen 
für x, y, z zu folgender für e. -» 0 geltenden Entwicklung: 

(!') a„ (u, v) — e a (w, v) -|- e2 a* («, v) (b„, c._, analog) 

a„ (n, v) = a (u,v) + £ a* (u, v) A £‘~ «** («, ») }/A/A ZD'AAV 

a„ (u, v) — «„ (u, v) = e cp (u, «) A £2 V* (w, v) I analog 

(2 ) « + ß A 7 = 77, 
a* A A A 7* = 0, a** A ß** A 3'** = 6, 
y A / A y = 0,- rp* A y* A y* = 0, 

(3') y.„ (u, «) ••= F y. (M, r) A fi2 ** («■) ,;) (À A analog) 

Die mit Stern versehenen Funktionen werden in den Er- 
gebnissen nicht Vorkommen. Es genügt daher für die übrigen 
Funktionen den Zusammenhang mit den Koordinaten x(u,v), 
y(u,v), z(u,v) abzuleiten. 
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Dabei gebrauchen wir zur Abkürzung die (in der Flächen- 
theorie üblichen) Bezeichnungen: 

F = xl -j- yl -f- e‘, F = xnx„ ■+• yuyr + z„zv, G — x[. -f- y% -f z% ; 

L = 
  1 

VFG - F* 

■r„u y un 

«V y„ 
X,, Ifr 

M bzw. N sollen durch dieselbe Formel wie L definiert sein, wenn 
man die erste Zeile der Determinante ersetzt durch 

X„r Une a | bzW. | Xcv yc0 Zov j. 

(Die Zeiger u, v bedeuten hier und im Folgenden partielle 
Differentiation.) 

Die Rechnung verläuft dann folgendermaßen: 

1. Dreiecksseiten. 

Mach Gleichung (l) Seite 315 ist 

(M, V) = F (xf, -f yf, + z'i). 

Daraus und aus der analogen Beziehung für b0, c„ kommt 

(1 ") a («, v) = V E, b (iu, v) — Y ( i, c (n, v) — Y E F 2 F-j- G. 

2. Dreieckswinkel. 

Durch Einsetzen der Beziehungen 

a„ (u, v) — F a -J- e2 a* (analog b„, c„), 

a,, (u, v -j- e) = Fa-f- F? (a* -j- ft,.), b„ (?t -f- F , v) — F.b -4- e2 (b* -f- b„), 

ferner 

cos a„ (u, v) — cos (a e a*) = cos a e a* s;n a, 

cos a,, (u, v) - - cos (a -J- e (a* -j- <p)) = cos a -j- e (a* j- <p) sin a, 

(analog ß,,, ß„ u. s. f.) 

folgt aus jeder der Gleichungen (2) Seite 315 durch Vergleichung 
der von e freien Glieder 

Sitzungsb. d. matb.-naturw. Abt. Jahrg. 1929. 22 
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(2 "a) 

cos a (u, v) — 

cos ß (H , v) = 

cos y (u, v) — 

F + G 

\ (i {K-v 2 ./•';• G) ’ 

F+ E __ 

VF (ë +2 F + 77)’ 

F 
V EG ' 

a + ß + y = n . 

Durch Elimination von cl, {u, r) aus den 2 ersten Glei- 
chungen (2) Seite 315 findet man: 

a';, (u, r) — bl, (u, v) j- 2 i„ (w, «) c„ («, «) cos («., w) = 
a„(«, v + e) — bl {u. + e, v)-\-2 b„(u-\-£, V)C,,(M, V) cos «,,(«, V). 

Substituiert man hier die Funktionen a, a, cp u. s. f., dann ver- 
schwindet das von £ freie Glied identisch. Der Faktor des Gliedes E, 

nämlich 

2 (a ac — b bu c b„ cos a — cp b c sin a) 

enthält die mit Stern versehenen Funktionen a*, «*, cp* u. s. f. 
nicht und führt durch Nullsetzung zur Bestimmung der Funk- 
tion cp. In analoger Weise lassen sich /, cp berechnen und man 
findet damit folgende Formeln: 

(2"b) 

G E, + F G„ 

2 G Y E G — F* 

E Gu -f- F Ev 

2 EVE G — F:‘ ' 

__ f ' Er (E -f- F) E Gu (G -|- F) 
2 E G VE G — F* 

' 7 + V = 0 • 

3. Keilwinkel. 

Zunächst berechnen wir' die Seite 31G angegebenen Deter- 
minanten : 

JJ, --- D (.N—M VE G - 

1)2 = e4 (L — il/ ) 7i G 

z»3 = £4 ii/j/yî?/ — F’2. 
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Außerdem bat man nach (2") für die auf Seite 315 einge- 

führten Flächengrößen ’ ,1 — E
2
YE(X — F2\ durch Ein- 

setzen in die Gleichungen (3) Seite 315 kommt: 

(3") 

* 0, *0 

I (u, v) 

II (u, V) 

ff E(E —_M) 

Vif G ' 

\/ G (L — M) 

VE T; — F - ' 

V E -)- 2 F -f- (f 31 

VEG — F
2 

Durch die Formeln (1") und (3") ist zum Ausdruck ge- 
bracht, daß die 6 von uns eingeführten Funktionen a, b, c; x. /., /i 
in einfacher Weise mit den 6 Fundamentalgrößen E, F, G ; L. 31, N 
Zusammenhängen. Dabei haben die a, b, c und *, ju eine an- 
schauliche Bedeutung, nämlich: 

a,b, c = Grenzwerte der g-fachen Dreiecksseiten von A„, 
= Grenzwerte der ß-fachen Keilwinkel von A„, 

in dem System der Sehnen-Dreiecksflache A„ für o-» oo (Seite 308). 

§ 5. Die Gleichungen von Mainardi-Codazzi und Gauss. 

In § 3 sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
(I), (II 1), (II 2) zusammengestellt, welche für ein beliebiges 
Dreiecksflach zwischen den Seiten und Winkeln erfüllt sein 
müssen. Mit Hilfe der in §4 abgeleiteten Formeln sollen 
jetzt die Bedingungen (I), (III), (II 2) für infinitesimale 
Sehnendreiecksflache [ l„f berechnet werden (o oo). 

I. Ungleichung zwischen den Dreiecksseiten ((I) Seite 311): 

Durch Einsetzen von (1') folgt aus jeder der beiden Un- 
gleichungen 

(F) j a ■ ; - b c 

und durch Einsetzen von (1") weiter: ff JEj-V Gl>y E 1F -\- fr, 
d. h. nach Beseitigung der Quadratwurzeln 

(I") j E G — F2 > 0 j. 
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II 1) Schliessungssätze ((II 1) Seite 312): 

Um die in § 3 erklärten Ausdrücke A und B für g -» °-o 
zu berechnen, verfahren wir folgendermaßen: 

Das (zunächst endliche) Kugelsechseck [A] (Figur 4 b) wird 
vom Mittelpunkt der Einbeitskugel aus auf die Tangentenebene 
etwa des Eckpunktes <) projiziert. Dadurch entsteht ein ebenes 
Sechseck [27], dessen Seiten und Außenwinkel mit s,, f>2, . . -s'c; 
coM (o„, . . <x>6 bezeichnet seien (Figur 8). 

Die Projektion des Sechsecks parallel und senkrecht zur 
Seite sL gibt dann in leicht verständlicher Schreibweise: 

Ae 

B, ■'1 
,s\, 

cos 
sin 

os f cos, 
-j- B \ . (C02 + + • • 

n - I sin 

(m., + C03 + . . + CUG). 

Für g s -> 0 unterscheiden sich die Längen der ebenen 
Figur [Ae] von den entsprechenden Längen der sphärischen Fi- 

V gur [2] um Zusätze der Größenordnung e3 

und dementsprechend die Winkel um Zu- 
sätze der Größenordnung E

2
. Die Seiten 

und Winkel der ebenen Figur [27] werden 
infolgedessen durch dieselben Gleichungen 
(1"), (2") wie für das sphärische Sechs- 
eck [2] bestimmt; ferner wird 

At = 1 
B 

Die einzelnen Seiten und Winkel des 
ebenen Sechsecks [27] berechnen sich (wie der Vergleich der Fi- 
guren 4b und 8 zeigt) für e 0 folgendermaßen: 

■ GL =ß + £(ß* + X — ßr), ■% = F y- \ e~ y- , 
x3 = g X -f- F

S
 Â*, 

•A = £ A + £2 (fl* — /««), 

■"5 = ex+ e2 (y* — y.„), 

•s« = e Ä-j- E2 (/.* - /,.), 

•S, = E fl -\- E2 (fl* — fl„), 

-HA 
= «-{-£ (a* ~\~ cp — a„), 

«5 — ß + 
£ (ß* — ßn), 

— r +F- (y* w — y» — y»). 
rn, = a -\- e (n* — av). 
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Durch Einsetzen in die Gleichungen A, = 0, JJC = 0 und 
unter Berücksichtigung der Bedingungen a -)- ß + y = n, a* -]- 
ß* _j_ y* — 0, cp -j- x + V = 0 kommt: 

1,11+e (pt*-fi,)] J J + f/t -f £ (fl* — A'»)] { (» — £ (v 4- ß« + a»4 

+ [X 4- 
e (£ 4- £(ß* + Z- ßc)) 

r [x + £ (x* - *„)] I (* -f ß 4- £ iß* - V - ßc + /'»)) 

+ [i 4- £ /*] J C0S (n — a 4~ £ (— a* y. — ßA) 
■ I sin 

4- U -j - £ (A* — 4,)| I C0S (2 7t — a 4- £ (— «* 4- ««)) = 0. I sin 

Entwickelt man den Ausdruck nach Potenzen von e, so ver- 
schwindet das von e freie Glied identisch und durch Nullsetzen 
des Faktors von e ergeben sich bzw. folgende beiden Gleichungen: 

(a) /(„ — -j- y.„ cos ß 

-]- * (cp -4 7») sin ß — cos a — 7. (/ 4- Yv) sin a — 0, 

(b) it (cp 4 u„ 4- ßv) 

4 - x„ sin ß — ^ (75 4■ 7«) cos ß 4 - K sin « — 7 (7 4 •}'«) cos a = 0. 

Durch die Zusammenfassung (a) sin a 4“ (b) cos a = 0, 
— (a) sin ß 4- (b) cos ß = 0 gewinnt man die beiden in n, v 

symmetrischen Bedingungen: 

dH') 
(f ii - f-itßsin a+x„sin y+y. (cp-'-y„)cosy-Â(z+yv)+/i(cp+a„+ßc)cosa 0 

(,"c - /o4 sin ß+Xc sin 7+/ (y/r 7 4 cos y-y (<p-\-y,ß) +/< (i/i+/Si:+ a„) cosß = 0 

Führt man in (II 1') durch die Substitutionen (1"), (2 ), (3") 
Seite 317, 318, 319 die Fundamentalgrößen E, F, G', L, M, N 

ein, so gehen aus (II 1'), mit Y7J bzw. YE multipliziert, die 
beiden Mainardi-Codazzischen Gleichungen hervor: 
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(III") 

II 2) Fläckensatz ((II 2) Seite 312). 

Auch hier gehen wir aus von dem Zentralriß |2’,| des Kugel- 
sechsecks [A] in der Berührebene von Q. 

Die Kugelvierecke mit den Flächen (J ß, (J„) (Fig. 5 S. 312) 
gelien dabei über in ebene Vierecke mit den aus Figur 8 ables- 
baren Flächeninhalten 

(Ji)e - I •s‘1 •vo sin co0 -j- -I .s-« .s's sin co3 -\- !> .v Xj sin («., OJ:i), 

(J2\ = 1 .v4 x- sin cos -j- -I s5 Xe sin mt. -)- j xfi x4 sin (co. -j- co6\ 

Durch die Substitutionen Seite 320 folgt daraus: 

(•/,)<■ 

(Jsl 

^2 

— (/ u sin a - - u y. sin ß -\- y. X sin y). 

Weil nun die sphärischen und ebenen Flächeninhalte für 
e 0 in der Größenordnung £2 übereinstimmen, gilt ebenso 

(-/,) -f- (f/o) = F2 (X fi sin a -f- ,u a sin ß y. X sin y). 

Schließlich ist noch die Summe der Außenwinkel im Kugel- 
sechseck [2’J zu berechnen: da wir hierbei die Beträge e2 nicht 
vernachlässigen dürfen, sind die auf Seite 320 angegebenen Werte 
für die Winkel in folgender Weise (vgl. Seite 316) zu vervoll- 
ständigen, indem wir die Potenzentwicklungen bis zu den i|ua- 
dratischen Gliedern von e weiterführen: 
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(Uj ==«-(-£ (a* — a,.) + eJ(a*'r a* — -J 

0)jj = /) -j- £ (ß"'-J- Z— ßr) £2(ß* * ßv Z’ Zc sß< i:)i 

o)3 — y -f- ey* "ü 
f~ / 

= a ■+ £ (a* + <p — ««) + £-’(a**~«* + <p* —<?>„— I «»„.), 

(0.=ß-\-e{ß* — ß,) + £2 (/!** ß* ißmi), 

w6 = /' +f: (y":
 + y — y» — yv) 

2 (.,** „*  v* 
+

£2
 0’* yv V* V" V’o 2 7M« 2 Jh-r "H ?'«»)• 

Die Summation liefert: 

(Dl + + • ' + mG — 71 “I“ £2 ((Pr + X" + ;’-'(•)• 

Durch Einsetzen in (II 2) Seite 312 folgt somit durch Null- 
setzen des Faktors von e2 die gesuchte Beziehung: 

(II 2') / [x sin a -f- /( * sin ß -\- y. I sin y -f- yuv <Pv + Zu 0 

Durch die Substitutionen (2”), (3”) Seite 318, 319 und Di- 
vision mit VEG — F2 ergibt sich die Gaußsche Formel für das 
Krümmungsmaß: 

(II2") 

LN— DP 
EG — F1 

3 FE,. - EG 
+ 

3 2 EF„-EE.— FE,, 

2 Y EG — F- \3H E VEG - F2 ? v EVEG — F- 

Die geometrische Entwicklung der Gleichungen (II 1”), (II 2") 
steht an Kürze hinter den üblichen analytischen Ableitungen 
zurück. Dafür gewährt sie einen unmittelbaren Einblick in die 
rein geometrischen Zusammenhänge und ordnet die Mainardi- 
Codazzischen und die Gaußsche Gleichung drei allge- 
meineren, d. h. für beliebige Dreiecksflache geltenden 
Sätzen unter. Nebenbei ergibt sich auch eine anschauliche De- 

finition des Krümmungsmaßes K = P--  ; nach (II 2') steht 

nämlich der auf Seite313 eingeführte Lücken- oder Überdeckungs- 
winkel mit dem Krümmungsmaß in folgender Beziehung: 
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Bildet man in einem sechskantigen Knotenpunkt P eines 
Sebnendreiecksflachs [J?] den Ausdruck 

Spalt- (oder Uberdeckungs-)winkel 
" ' Fläche der 6 Dreiecke am Knotenpunkt P’ 

so ist lim K„ = Krümmungsmaß K im Punkte P. 
• !—f CO 
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