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Verallgemeinerung und neuer Beweis einiger Shtze
Tauberscher Art.
Von Otto Szisz in Frankfurt a. Main.

Vorgelegt von O. Perron in der Sitzung am 9. November 1929.

Einleitung.
In neueren Untersuchungen spielt der folgendeSatz von Hardy
und Littlewood [3]') eine wichtige Rolle:
Satz D: Die Dirichletsche Rethe [ (x) = i a.e=*r3, wobel
piszl

2-_11 -1

(@) 0=d <, A ;

. : o, > 1 fir n- o,
sei filr s -0 konvergent; ferner sei
(2) a,>0, f(s)~Ads~« fir «=>0, 4>0, a>0;

dann 1st

A 7, - ,
3) An=a1+(l._,+"‘+an~].(1’+—a) fiir »n - co.
Im folgenden zeige ich, daf man die Bedingung -A"’;—H -1

streichen kann; ich beweise gleich den entsprechenden Satz fiir
die Integrale fA () e=<s dw. Hierdurch wird die Beweisanordnung

v
einfacher und durchsichtiger. Die Dirichletschen Reihen sind hierin

enthalten, denn es ist zuniichst, falls nur die Dirichletsche Reihe
filr « >0 konvergiert?),

') Die Nummern beziehen sich auf die am Schlusse angefiihrte
Literatur.

%) Ohne (2) vorauszusetzen.
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@ Ayl
f)=xsY A"\f e==s da t);
&
die rechte Seite konvergiert sogar absolut fiir s > 0. Setzt man
also
(R) A(z)- 0 fir 0<a<i,, A(x) A, fir L, <a<ipi,r 1,2,...,

so wird
f(s) =« ‘fA () e~ s dar;
V]

A4 () ist streckenweise konstant und im Falle der Bedingung (2)
nichtnegativ, niemals abnehmend?).

Der zu beweisende Hauptsatz lautet nun:

Satz I: Es sei A(2)>0, nicht abnehmend, und das
Integral

4) f(.\'):.\'\?A(ll)C"‘”"'du sel flir s ~0 konvergent;
U

ferner set
(5) [()~ds e, A>0, «a>0, s> 0;
dann ist
Az
I+ *7
Aus diesem Satz ergeben sich dann auf ganz einfache Weise
Verallgemeinerungen bekannter ,Tauberian theorems“3).

Die hier dargestellten Ergebnisse habe ich schon in meinem
in der ,Mathematischen und physikalischen Gesellschaft® zu
Budapest am 18. April 1929 gehaltenen Vortrage erwiihnt?*), und
etwas ausfithrlicher am 17. September 1929 auliflich der Tagung
der ,Deutschen Mathematiker -Vereinigung® in Prag vorgetragen.
Vor wenigen Wochen erschien eine Arbeit von Hardy und
Littlewood [5], mit der sich meine Arbeit berithrt®).

A (z) ~

') Dies folgt durch Anwendung der Abelschen Umformung und der be-

kannten Formel i
' T4, = 0w fiir jedes feste 83> 0.

?) Das heift 4 (x,) = A (r,) fiir 2, >,

%) Der Ubergang von der ganzzahligen Veriinderlichen » zur stetigen
= gestattet auch eine Verschiirfung des Satzes D; vgl den Schluf des § 1.

%) Vgl. O Szisz 11, insbes. S, 17—22,

5) Vgl.fernerLiandau, Monatsh. {, Math. u. Phys. 1907, 8—28;Doctsch,
Math. Ann, 82 (1920), 68—82.
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§ 1. Beweis des Hauptsatzes.

Ich beweise zunichst den

Satz 1. Es sei 4 () > 0, nicht abnehmend, und das Inte-
gral f(¥) =» TA (wye="sdu sei fir s -0 konvergent; ferner
sei [ (s) = 0 (.:—”); dann ist
(6) A@)y = 0(@x) ftir z-> .

Aus den Voraussetzungen folgt nimlich fiir jedes o« -0

F)> s A () fem s du = A @) e,
also flir ~ = ] =0
a
Ay <ef C) = 0. Qu. e d

Zur Herleitung weiterer Hilfssiitze benutze ich noch ein

Lemma von Littlewood:

Es sei
() =>e fir s 40,
und
STy (s) beschriinkt bel festem »—=1,2,.. .:
dann 1st

Mapis) >0, s> 0, re=1,2,...1

Diesen Satz wende ich auf die Funktion s*f(x) = y (+) an.
Setzt man zur Abkiirzung

('— 1)'fﬂz’ A (J)) em 5 dy — J,. ('\')r r = 01 11 27 T
Y
so ist offenbar

TP () = (), Sy () = s~ () = s~ Dy (9),

Wegen (6) konvergieren diese Integrale fiir s> 0, und es ist

Ji(x) =0 (fx"';"‘ s dx) = ( (s—rtetD)

I) Littlewood, S, S, 438.
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ferner
dr [« f(£)] = d". [t 1 T, (8)] == s« o, (%)
ds™ 5 Y ds" - 0 ; TV

¥

3

TS (a2

p=1

) g r-1 Jr-—-r (\) J— 0 (\—,)
Somit ist

) My () >0 fir s=>0,r=1,2,3,....

Nun ist

I (s) = d—,r (st Dy (5)]

v 1) -
= N — —(a—*— yel-1) G r=) (¢
,—o(v) (— 1y I’(a [ l) v OF

also mit Riicksicht auf (5) und (7)

WAL (9 > (- = R A e s 00 ),
Somit gilt der
Satz 2. Unter den Voraussetzungen des Satzes I ist

Tor : 4 INa-»r-—+-1)
¥ —Is ~ g latrED . . .
(8) ("fx A(x) e s dux ( A Fla-C1)
r=1,2,3,....

Schliefilich brauche ich zwei Integral-Ungleichungen, nim-
lich den

Satz 3. Fir 0<_a<"1<"b, o 1 gilt

C Feerdme (@ VT LD
(9) é‘x— € d'_L < (1 _ a) ‘ (;—:'1—

i 1 (0--2)I'(o |- 1)
(10) j‘x e d <] - 1> E— -——02— .

Ks ist nimlich erstens fir o > 1

1) Vgl. auch Hardy und Littlewood, 4, Lemmu 7.
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F(e ——1) zte *dx
i

w o o>
= o? (z¢=2c " dy — 2p fze e~ s dr - [ze e dx
1] 0 0

=o' I'e—1) ~20I'(0) - I'e -+ 1) ==
>j‘(~-——1) z2 e~ *(Zx><-—1> fx"P “dx.

Zweitens ist

fe—opaerds=T(+8) —20I'(0+2) + o' (o + 1)

= @+ (e+1) = fle—oParerda > g* @ —1) frrc du.

bo hoy
Damit sind die Ungleichungen (9) und (10) bewiesen!).
Satz I ergibt sich nun folgendermafen:
Ich setze fiir ein positives &

(140 7T

fwd@)e s du = "+ =V LV,
v o ot tte

dann ist
(11) v, <A((1*s)— -)j‘w “du—f}fi((lé-e)'r—}“).

Ferner gibt es nach Satz 1 eine Konstante A, sodaB
(12) A@)< K.z+ fir z>1,
daher ist fir (1 + ¢) (r 4+ ) ~>s mit Riicksicht auf (10)

e
(145 -

_! . Wt e=s y

o 9
—_ I(s*lr-{—u-{-l) j'ur—{-ae—udu<1fs.—(r—|l_u+1) T(T+;1+ 1) " + (l+
(1+€) o +a) & (7 —i-a)

Y Firo - 2,3,...vgl.Hardy undLittlewood, 4, Lemma 1 und 3,
Lemma D 2
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also

(13) V< esxUtet) e 1)

I'(a 1)
Aus (11), (8) und (18) folgt nun fitr » >», - »r

far >0 (e).

1

r—+a 5 _' bt [(’+(‘+1) v 4.
((11“6) >> V> ( N I'(a+4-1) A= d—2)

o <(1—5—e)(r+_(z) F(? +a41) (l—f—s)"‘
o 9'(7 f—a)“_ lMa+1)

((1—&) A-¢);

N

hierbei ist

- ( +a+1) S l—e fir r>r,>7r,.
M 4 a)e s 2
Hieraus folgt bei festem ¢ und » =r, fiir ~— 0
A (1= (1 —&e A —e)
ﬂ_}‘;"q> (1 4 &) (e + 1)
also
(14) lim 4) A

a I 1)
Ich setze ferner fiir 0« &< 1

y+a

(1~ - o

(15) ju’A(u)e “du——-f e ) 1+u =W, + W,;

(1—=¢)
dann ist
<(1 - x) ) j‘ L uem du
1% ;4
((1 — &) Tt ) D (e e du,
S (1—¢) (r--a)
und

(I =) r-fa)
fu’r—” dit = r! — fzc’ e~ du

(b=2)y (r-F o)

(1=—c) “ NZS o a ¥ 1 (1—r)r
—_ ) o= 41 L TS . ;('-]—:’)". e T
7! ‘fz e (, )( . ) dr >l — ¢ j‘r dr

u
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tir » > r,, also nach (9)

; [ —e\® 7! -
‘1)@>A(1_F)’+“) - ”‘r!—»_c?"'( : “) )'_,l

und somit

(16) W,> 4 ((1 — ) )i— u‘) S =) e > >

Aus (8), (15) und (16) folgt nun
r+a R Y A (a 4+ + 1,
A((l—“) )/~ 7 P AT PR o4

I P ae e +r4-1) (1+4e4
. [( "-F) . J >/'~![v(a—}——1) 1_8u+l( +a)

( )—}—u < (1 —}—E)A )
[ e J (1 —F)’I‘H]'(aj*—l)’

(r > #;), und hieraus wie oben

lim A(’) =
ot g = L@ )

Dies mit (14) zusammen ergibt aber

lim A@x) A

= — === Q. e
e Fla 4 1) Qu. e. d

An einer Sprungstelle kann A(x) irgend einen Wert be-
deuten, der zwischen A (2 — 0) und A(z 4 0) liegt.

Sei jetzt speziell
(27 [(8) =Yd, e s~As " a>0, A+0, s> 0,
es gelte also (1)),

Dann folgt aus Satz I

A, A,
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‘Wenn also

fim B>
ist, so kann die Beziehung (2’) nicht bestehen.

Der Satz I gilt auch fiir A =0 in dem Sinne, daf aus
s f(s) >0 fir -0 die Beziehung A (x) = o (29 fir
x = oo folgt.

Der Beweis ist sehr ecinfach, denn es ist wie beim Beweise
des Satzes 1

A@)<ef (;) = 0 ().

§ 2. Ein allgemeines ,,Umkehrtheorem*,
Mit Hilfe des Satzes I beweise ich jetzt den

Satz II. Es sei TA (u)ye="*du konvergent fir «>0,
0
und se1

(]7) f(ﬂ) :RfA (’16) e=Sdu = A fir <= + 0,
v
ferner sei

(18)  lim (A(y) —A(x) >0 fir y >z > und Z-—) 1:
dann ist

(19 lim A(») = A.

L=

Zum Beweise brauche ich nur die beiden folgenden Sitze
herzuleiten:

Satz III. Es existiere ein Zahlenpaar p >0, u -0,
sodaB

(200 Ay)—4Ad@)>—p ftir 0<e<y<(1 4 u)r;
dann folgt aus (17)

(21) lim {4 () du = 4.

22 Xy

Satz IV. Aus (18) und (21) folgt (19).
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Der Beweis des Satzes I1I stiitzt sich auf folgende Hilfssiitze:

Satz a). Hs seil zur Abkiirzung
&

w A () — (A )y du =0 (@),

£

av () — [ o(u)die = (),
dann folgt aus (20)
22)  w(y)—v(x)> —py ftir 0<a<y<(l 4 u)w,

22 1."l‘v>—‘”+l v t, 1> 0,
) vlY) Y

(23)  w(y) — wlx)>—py? fir 0< x < ¥ <(1 4 wr,

, (s 1
23 wity>—p L)
) wiy>—pT )

Beweis: Es ist

v(y)—v(@) =y dy) —x Az j A ()du = w[A(y) — A (2)]

—}—j'[;l (y)) — A () du> —px — 7)5‘(11( == — py.

Iferner 1ist
i

w(y) - w(x)=zloly)-vix) :~j J-v(u]du>-pxy -pyly-z)=-py.

£

Sodann wird

v(t) = \j (el 40" — v (el 4 ") > —pt \:_ 14+ )
3= | [
o /‘u —}— | ,
w(t) = ﬁ[szll F) Ty —w ()] T — p i (14 )=
1 ]
- ,(1/ 4 1)
o 24 u-"

Satz b). Aus
[F@)e du> (i fir s=0

Sitzungsh. d. math.-naturw. Abt. Jahvg, 1929, 23
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und aus
wF @) =>0, u-—> e
folgt:

jiF(u) du konvergiert und ist = G ).
o

Beweis: Es ist

jt'F (e du—fTF (u) du = —j"(l — e ) I (i) du
0O v} 4
N F @) e du = 11, + 1,
und fiir « = ! , &= oo st
z
WIS
1, <£Jz( I () du = o/(l),

= , 1 4 .
Hy,=o0({u"e “du =0 <w Ye-uir du) =0 (1).

- xT
Ferner brauche ich folgende Verallgemeinerung des im § 1
zitierten Lemmas von Littlewood:
Es sei
ys) > e fir «= 0,
und bei passender Wahl von X 0
Sl — K dir s -0,
dann ist
sp'(s) >0 fir s=> +0 2.
Der Satz IIT ergibt sich nun folgendermafien:

Setzt man zur Abkiirzung
TA () du = B (x),
so 1sh ) ‘
['(s) --_—fri () e "> du — sj:u A@ye s du

1) Dies ist das Apalogon des Tauberschen o-Satzes.
2) Vgl z.B.Landau, 7, S, 54, Hilfssatz 2; Hardy und Littlewood, 2.
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= sf[u A@w)— DBwyle " du = — sj?v () e="* du;
ebenso ex'g'igt sich ‘
[7(%) = .s-:s/"w (u)e= s du .
Nach (23" ist nun U

: 2
(£+ )} Ju e~ du = — ?p A+ .
pt 42 out4 2

also nach dem eben zitierten Lemma wegen (17)

f(9>

(24) N*fz: (ye=sdu - 0 fir ~-> 0.
1
Ferner ist offenbar

oS
(25) .\'2j we "s (Zl( = ] ,
v

also mit Ricksichit auf (24)

.@f[v () + p ! :};‘“ ule " du~p L -—’*:»” fir « > 0:
setzt m‘:m zur Abkiirzung |
fv () du = I (x),
so ergibt nun partielle‘Integration
.«»3?{]'](10) + p ! —;*:‘” -I.() e~ " du ~ p — + Y0,
ol t g

335

Hierauf ist wegen (227) der Satz I nnt a = 2 anwendbar,

und man erhiilt zunichst

. 14 a2 1 4= ) a?
Lx)+ p + 5 ~ 1 ( . ,‘() -
no2 u

T = oo,
das heif3t
(26) E(x) = 0%, v - .

Offenbar darf ohne Einschriinkung der Allgemeinheit A (x) = 0
1'1nd v(u) = o(u?) fiir « - 0 angenommen werden; dann ist auch
B )=o), E() =0, u->0. Nun ergibt partielle Inte-

gration mit Riicksicht auf die Definition von v ()
23*
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= Iﬁ 1
.)’- J ’ - :1 - =
27) éﬂ(l‘)t dt ul)’(f()
und andererseits
frwtrar ="
"=

]

b 2f B @t de

ferner
f(s) = x’jl} () e s da.

Somit wird

o~ "

f(\) = .\’?J‘{NJ)U (f) t—2 d}‘} e s du

v

= .«-‘-’T[L%(lu)» -+ 2'2{;)§'E (tyt=» tlt} =S du = A.

Y
Nun ist offenbar wegen (26) If(n) < eu® fir w >, also
o I¢ (u o A
s ( >e*"s du =1 f=0(1) [wegen (25)].
4] U Hy

Also 1st
2 .s‘*’jc(uj'E Ot 7dye " du - 4,
U

[

oder durch partielle Integration
2 .\-K'{j'E (tyi=3dt - I (u) - u—‘l} e du > A

Hier ist wegen (26)

2. . @ A
sfE w2 emvsdu = sf sf=0(1),
0 v 1y

also wird

2 \j( ‘E(tyt? (H) erSdu = A, s> 0,

]

oder nach partieller Integration
2{E@u?2e "du—> A4, s> 0.
u

Hieraus und aus (‘_’G). folgt nun nach Satz D)
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Z‘TE () u=3du = 4,
U
und nach partieller Integration mit Riicksicht auf (26)

jL(“) du = A;

(1

¥

dies heifit aber nach (27)

lim i (x) = 8

oder
lim 6 (z) = 4.

b B

wobel zur Abkiirzung
i
g B (2) == o (x)

gesetzt ist.

Dem Beweise des Satzes IV schicke ich folgende Bemerkung
voraus:

Aus (18) folgt, dab es zu jedem ¢ >0 ein 20, & -0 gibt,
sodals
(18" Ay —Ad@)>—¢ fir <e<y<( -2z
ist; denn sonst giibe es ein ¢, und zu jeder natiirlichen Zahl »
ein Wertepaar «,, 4., tir das

A@)— A@)< —¢ und r <z, <y < (I - 1) 1

7
gilt; dies ist aber im Widerspruch zu (18).
Es sei jetzt ¢ > 0 beliebig gegeben; offenbar ist
1 (l’I‘/'.).r

: o ‘ ,
2:1;‘5 ‘,L('l/)d’l/:/:x[([ EDzo((l-}4)x)— 20 (x)]

i
=, [ DD —=o@)-[o( Da),

also

A(JJ——-(((I ) &)

-+ 2
-‘_‘)
= @ Foa) o @]~ L LAl — A@)dy.

Nun ist nach Satz III
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o((1 -Da)y —o(r)y<ed fir z >z,(e),
somit folgt aus (18)
Ay —oe(l D@y 26 fir a >,
also

lim (4 (2) — A) <0.

Analog 1st
x

| -2 T ' x
,[V:C»jll () du = e l':ca(x) e G (1', _,_-/1)
142 .
1 z O\
:/,\[0(@’)——0(1_;2)"»1 a (@),

sw—o(, 1)

l+/fr1()-—A(Z()]dzr >— 2 fur x ox (e);

also

Ad@)—o@) = ".

1--7

hieraus folgt
Eﬂ (A(x)—A4)y>0,
also schlieilich o
lim A(r)y= A. Qu.e. d.

Anwendung auf Dirichletsche Reihen. Im Falle
[ =Sa e
3

wird aus der Bedingung (18) mit Riicksicht auf (1) Iim @,>0 und

(18") lim (4, A4)>0 fir ;l S,

Hierza geniigt z. B. lima, >0 und

Ay — Ay o1

(28) a, >— O PR r=1,2,38,...,
denn es 1st dann
i 1 /N,.. — ;~,_1 . C u
A4, — A, >—C ¥ 7 = T — A
' ’ =11 Ao hy
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Unter der Bedingung (28) haben den Konvergenzsatz im

Falle l";” - | Hardy und Littlewood [3] bewiesen. Ohne

diese Zusatzbedingung, aber mit der engeren Voraussetzung

() = O(%":-f"—]>, hat den Satz Herr K. Ananda-Rau [1]

.

bewiesen.
Auch die Bedingung

w grF g, P! . .
29 ¥y ="~ = 0(2,) fir e p -0, n-> -

v22 (A — A, 1)?

lit sich auf (18”) zuriickfihren; denn die Anwendung der
Holderschen Ungleichung ergibt in diesem Falle sogar

(30) im A, —4, =0 fiar 1.

Ui

i

Unter der Bedingung (29) habe ich einen verhiltnismiitig
einfachen, mit den hier angewandten Uberlegungen verwandten
Konvergenzbeweis in meinem auf dem internationalen Kongrefs
zu Bologna am 4. September 1928 gehaltenen Vortrag ausgefithrt!).

Die Bedingung (30) rithrt von Herrn Landau [6] her; die
von ihm weiterhin eingefihrte Voraussetzung A, == 0 (1) lift
sich aus den beiden andern auf elementarem Wege herleiten.

Fiir Potenzreihen (Z, = ») wird aus (18")

lim (4, —A)>0 fir ' > 1.

bl

Den entsprechenden Satz hat mit recht schwierigen Hilts-
mitteln zuerst Herr Robert Schmidt [9] bewiesen; einen ein-

facheren Beweis gab Herr Vijayaraghavan [12]%).

1) Vgl hierzu im Falle der Potenzreihen Szasz [10].

%) Zusatz beil der Korrektur (3.11. 1930). In einer kiirzlich er-
schienenen Arbeit des Herrn Izumi (A generalization of Taubers theorem,
Jap.Journal of Math.VI (19:9), 235—248) wird auch unter der Bedingung (28)
aber ohne die Einschriinkung lim @, >0 die Konvergenz der Reihe Ma, be-
hauptet. Der Beweis enthiilt eine Liicke und der Satz gilt dann nicht mehr,
wie aus einem neulich veroffentlichten Beispiel von Herrn Ananda-Rau
(An example in the theory of summation of sertes by Riesz’s typical means,
Proc. L. M. 8. (2), 30 (1930), 867—378) hervorgeht.
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[25]

10.
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