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Zur Theorie der Biischel von Flichen 2. Ordnung.

Von Richard Baldus, Karlsrnhe i. B.
Mit 2 Fignren,

Vorgelegt von 8. Finsterwalder in der Sitzung am 11. Juli 1931.

Zar Klassifikation der Biischel von Flichen 2. Ordnung ge-
langte man bisher im wesentlichen auf drei verschiedenen Wegen'):

v. Staudt?) geht synthetisch vor, mit seinem grofien Konnen,
aber in einer Weise, der man nur schwer felgen kann, nicht so
sehr wegen der als sehr gedriingt bekannten Form seiner Dar-
stellung, sondern vor allem deshalb, weil der Diskussion, welche
in der Hauptsache mit den zerfallenden oder kegelférmigen Bii-
schelfliichen arbeitet, ein durchsichtiger, einheitlicher Gedanke fehlt.
Deshalb sind diese seine Untersuchungen nicht einmal in solche
Darstellungen der projektiven Geometrie eingegangen, die sich
sonst stark auf seine Ergebuisse stiitzen. Kin anderer Weg
fithrt iiber die Wurzelmultiplizititen und die zugehirigen Rang-
zahlen der Koeffizientendeterminante des Biischels?). Da es aber
zwel verschiedene Biischeltypen gibt, welchen gleiche Wurzelmul-
tiplizititen und gleiche Rangzahlen entsprechen, muf man da-
bei ohne unmittelbar ersichtlichen methodischen Zwang einen Fall
in zwei Unterfille auflosen*). Dem gegeniiber bictet der Weg
iiber die Theorie der Elementarteiler®) den Vorteil des einheit-

4 Uber die reiche einschliigige Literatur unterrichtet der Artikel von
O.Staude ,Vliichen 2. Ordnung und ihre Systeme und Durchdringungs-
kurven* (1904) Knzykl. d. Mathem. Wissenschaften 111 2,, insbes, S.212—923,

) Beitriige zur Geometrie der Lage, 8. Heft (1860) S. 846—3858.

% So z B. bei Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iber Geometrie
1L B, Leipzig 1891, 8. 215—236 oder bei L. Heffter, Lehrbuch der ana-
lytischen Geometrie II. Bd., Leipzig und Berlin 1923, S. 362 —2390.

1) Clebsch-Lindemann a, a. O, bei den Fiillen 10 und 11, Heffter
a, a. O, beim Fall III, e.

%) Literatur bei Staude a.a. 0. 8. 216/217.
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lichen, durchsichtigen Gedankenganges und die Moglichkeit, un-
mittelbar die Volistindigkeit der Aufzihlung zu erkennen!), setzt
aber nicht unerhebliche arithmetische Speziallkenntnisse voraus,
wie sie sonst nur noch an einer Stelle der Geometrie der linearen
und der quadratischen Formen bendtigt wurden. Es ist das die
Klassifikation der riumlichen Kollineationen, die zum gleichen
Elementarteilerproblem fiihrt wie die der Biischel von Fliichen
2. Ordnung?), und die auch auf Wegen behandelt wurde, iiber die
dem soeben Ausgefithrten ganz Ahnliches zu sagen ist.

In fritheren Ausfithrungen?®) habe ich gezeigt, wie man die
Klassifikation der ridumlichen Kollineationen im Komplexen mit-
tels einfacher Inzidenzschliisse vollstindig und geometrisch iiber-
sichtlich durchfithren kann, wobei nur ganz elementare alge-
braische Hilfsmittel bendtigt werden. Damit ist dort die Elemen-
tarteilertheorie entbehrlich geworden?).

1) Hierauf wird bei Clebsch-Lindemann a.a. O. S. 233 mit Recht
hingewiesen. Staude sagt a.a.0. S. 217  Erst durch Weierstrass's Theorie
der Elementarteiler . . . wurde die Einleilung vollstiindig begriindet®.

2y J. Wellstein, ,Zuor Klassifikation der reguliiren Scharen quadrati-
scher Formen®, Sitzungsberichte d. Heidelberger Akad.d. Wiss, Math.-natur-
wiss. K1., 1930, 7. Abhdlg., 8 8., geht diesem Zusammenhange zwischen den
beiden Problemen mit algebraischen und arithimetischen Hilfsmitteln nach,
withrend hier geometrische Zusammenhiinge mit geometrischen Schlufiweisen
aufgedeckt werden sollen. Soweit es sich dabei um die gleichen Krgebnisse
handelt, sind Herr Wellstein und ich im wesentlichen unabhiingig von-
einander gleichzeitig dazu gelangt.

3) ,Zur Klassifikation der ebenen und riumlichen Kollineationen®, diese
Berichte 1928, S.375—395, weiterhin zitiert als ,K.K.*. Ich hatte darin
auf die vollstiindige Diskussion der automorphen Kollineationen der Flichen
2. Ordnung hingewiesen; inzwischen ist in der Erlanger Dissertation von
F. Seel, Klassifikation und Darstellung der reellen rijumlichen Kollineationen
mit invarianter nicht-ausgearteter Fliiche zweiten Grades, Sitzungsber. der
Physikal.-medizin. Sozietit zn Erlangen, 62 (1930), S.167—258 dieses Prob-
lem im Reellen behandelt worden.

) F. A. Wei, ,Zur Klassifikation der riiumlichen Kollineationen®, diese
Ber. 1930, S. 63 —72 schliefit an K.X. an und weist darauf hin, daB man
Teile der Elementarteilertheorie nicht enthbehren kann, wenn man durch
analytische notwendige und hinreichende Kriterien die verschiedenen Kol-
lineationstypen charakterisieren will. Die hier einschliigige ¥rage, zu wel
chem Typ eine vorgegebene Kollineation gehort, will ich an anderer Stelle
behandeln.
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Die vorliegenden Ausfithrungen sollen zeigen, dal es, aber-
mals in der Hauptsache mit einfachen Inzidenzschliissen, moglich
ist, auch zur vollstindigen Klassifikation der Biischel von Flichen
2. Ordnung im Komplexen in geometrischer, iibersichtlicher Weise
zu gelangen, wobel, da stindig mit vollstindigen Disjunktionen
gearbeitet wird, die Vollstiindigkeit der Klassifikation nicht mehr
ausdriicklich zu beweisen ist. Damit ist auch hier die Elementar-
teilertheorie durch ein einfaches, geometrisches Verfahren ersetzt.

Zwischen riumlichen Kollineationen und Biischeln von Fli-
chen 2. Ordnung besteht auch geometrisch ein enger, bekannter
Zusammenhang: die Polarititen zweier Biischelflichen liefern, zu-
sammengesetzt, eine Kollineation, und jedes Doppelelement dieser
Kollineation hat fiir alle Biischelfliichen dasselbe Polarelement,
ist , Hauptelement* des Biischels. So gehort zu jedem Biischel ein
,Hauptsystem®, welches Doppelelementsystem einer Kollineation
ist. Und nun werden im folgenden, das ist der naheliegende Grund-
gedanke, die Flichenbiischel einfach nach ihren Hauptsystemen
klassifiziert, d. h. es werden zu jedem nicht-identischen Kollinea-
tionstyp die Flichenbiischel gesucht, fiir welche das Doppelele-
mentsystem Hauptsystem ist. Es gelingt mit den einfachsten Siitzen
aus der Polarentheorie und iiber das Schneiden von Kegelschnitten
die Grundkurven dieser Flichenbtischel und damit die Biischel-
typen vollstiindig zu charakterisieren, und da, wie gesagt, nach
K.K. die Kollineationen klassifiziert sind'), ist damit auch die
Klassifikation der Flichenbiischel durchgefiihrt. Das Ergebuis sind
die bekannten 13 Biischeltypen.

§ 1 handelt von den Kegelschnittbiischeln und gibt damit
Unterlagen filr die spiiteren Betrachtungen, daneben ein ein-
faches Vorbild fiir die spiiteren Schlufiweisen im Raume. Mit § 2
beginnen die eigentlichen Betrachtungen iiber Flichenbiischel. Es
werden, da keine weiteren algebraisch-geometrischen Kenntnisse
verwendet werden sollen, zuniichst einige einfache Abzihlungs-
tatsachen {iber Schuittkurven 4. und 3. Ordnung von Fliichen
2. Ordnung abgeleitet, weiterhin einige Hilfssiitze her Hauptsy-
steme und Bischelgrundkurven. In § 3 erfolgt die Klassifikation

!) Die vorliegenden Ausfiilhrungen sind anch ohne Kenntnis von K.K.

verstiindlich, da immer ausdriicklich gesagt wird, was von dort itbernom-
men wird.
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der Flichenbiischel in der soeben charakterisierten Weise. Mit
§ 4 beginnt der zweite Teil der Untersuchungen, die Verwertung
der gewonnenen Ergebnisse bei der Behandlung einiger nach dem
Bisherigen naheliegender Fragen. Zuniichst werden Gleichungen
fiir die Flichenbiischel der verschiedenen Typen gegeben, deren
Konstantenzahl durch entsprechende Wahl des Koordinatensystems
moglichst heruntergedriickt ist, sodafi man fiir weitere Betrach-
tungen itber Flichenbiischel teilweise erheblich einfachere Glei-
chungen als die bisher bekannten zur Verfiigung hat. Anschlies-
send behandelt § 5 die Kollineationen zwischen Flichenbiischeln.
Hier wird ein geometrisches Verfahren angegeben, das alle Kol-
lineationen liefert, die zweil gegebene Flichenbiischel — die dem
gleichen Typ angehoren miissen — ineinander iiberfithren, ebenso
alle automorphen Kollineationen eines Biischels. § 6 enthilt als
Erweiterung bekannter Krgebnisse itber Kegelschnitthiischel die
Feststellung, zu welchen Typen die Flichenbiischel gehoren,
die gleichzeitig Flichenscharen, demnach Biischelscharen sind. In
§ 7 wird gezeigt, daBi und wie man jede riumliche Kollineation
aus zwel Polaritiiten zusammensetzen kann, mit expliziter Angabe
solcher Polarititen fiir jeden Kollineationstyp. Die bisherigen Be-
trachtungen spielten sich im komplexen, projektiven Raum ab.
Spezialisierend bringt zum Schluff § 8 einfache reelle, metrische
Beispiele ftir Fliichenbiischel aller Typen, withrend bisher in der
Literatur nur einzelne Typen mit Beispielen belegt sind.

Die vorliegenden Betrachtungen lassen sich fiir hohere Riu-
me verallgemeinern und wiirden dabel im vierdimensionalen Raum
auf 26 Typen von Biischeln quadratischer dreidimensionaler Manunig-
faltigkeiten fithren.

Naturgemils sind die beigegebenen Figuren wegen des kom-
plexen Charakters der Betrachtungen nur als bequemes Mittel zur
Darstellung derjenigen Lagenbeziehungen gewihlt, die gegeniiber
komplexen Kollineationen invariant sind, weiter darf aus thnen
nichts herausgelesen werden.

§ 1.
Kegelschnitibiischel.

1. Die Betrachtungen dieses § bereiten die Untersuchung der
Flichenbiischel vor. Sie spielen sich in der komplexen, projektiven
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Ibene ab, die auftretenden Gleichungen haben komplexe Koef-
fizienten. Wir handeln dabei nur von Kegelschnitthiischeln, die
nicht aus lauter zerfallenden Kurven 2. Ordnung bestehen und
definieren ein solches Biischel in bekannter Weise durch irgend
zwei verschiedene seiner irreduziblen Kurven, die ,Ausgangs-
kurven® (K,) und (X).

Aus der Biischelgleichung

AoA @, x)-t- - De,x) =0

erhiilt man ohne weiteres das bekannte Ergebnis, dak eine Ge-
rade, welche Polare eines Punktes fiir die beiden Ausgangskurven
ist, dies fiir alle Kegelschnitte des Biischels ist!). Sie heilit eine
Hauptgerade, ihr Punkt ein Hauptpunkt des Biischels. Bezeichnet
man als ,Hauptsystem® ecines Biischels die Gesamtheit seiner
Hauptpunkte und Hauptgeraden, dann ergibt sich ohne weite-
res der

Satz 1. Das Hauptsystem enthilt zu jedem seiner
Punkte die Polare fiir alle Biischelkurven, zu jeder sei-
ner Geraden den Pol und ist in sich dual

2. (I,) und (£G) schneiden sich, algebraisch geziihlt, in vier
Punkten, den Grundpunkten des Biischels, von denen auch meh-
rere zusammenfallen konnen. Ist II ein Hauptpunkt, der nicht
Grundpunkt ist, & seine Polare und G ein Grundpunkt auGerhalb
I, daun muf jede Biischelkurve durch den Punkt von I/GG gehen,
der mit (¢ ein zu /f und dem Schnittpunkte mit % harmonisches
Paar bildet. Das ist der Beweis fliv den

Satz 2. Verbindet man einen Hauptpunkt, der nicht
Biischelgrundpunkt ist, mit einem ihm nicht konjugier-
ten Grundpunkte, dann enthilt diese Verbindungslinie
noch einen weiteren Grundpunkt des Biischels.

Liegt G auf }, dann kann, wie die gleiche ﬁberlegung zeigt,
17 keine Biischelkurve auBerhalb @ treffen, folglich gilt der

Satz 8. Verbindet man einen Hauptpunkt mit einem
ihm konjugierten Grundpunkte, dann beriihrt diese Ver-
bindungslinie alle irreduziblen Kurven im Grundpunkt.

) Bei v. Staudt S. 208 ist dies eine definierende Eigenschaft des
Biischels,

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1931, 7
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Treffen sich zwei irreduzible Kegelschnitte in einem Punkte
vierpunktig, dann hat bekanntlich jeder Punkt ihrer gemeinsamen
Tangente dieselbe Polare tiir beide Kegelschnitte?). Sind umge-
kehrt zwel Kegelschnitte gegeben, zu denen eine Punktreihe von
Hauptpunkten gehort, dann tritt nach Satz 1 auch ein Biischel
von Hauptstrahlen auf. Gehort dessen Scheitel P zur Punktreihe,
dann bertihren die Kegelschnitte den Triger der Punktreihe in I’
als Gerade, die ihren Pol enthiilt. Ein weiterer Schnittpunkt der
beiden Kurven kann nicht auftreten, da jeder Punkt der Haupt-
punktreibe sonst nach Satz 2 einen weiteren Schnittpunkt liefern
wilrde und die Kurven damit identisch wiiren. Das ist der Beweis
fiir den seinem Inhalte nach bekannten

Satz 4. Dann und nur dann, wenn sich zwei irre-
duzible Kegelschnitte vierpunktig treffen, gehort zu
ithrem Hauptsystem ein Strahlenbiischel und eine dazu
polare Punktreihe durch dessen Scheitel.

3. (/) und (JG) selen wieder die Ausgangskurven eines
Biischels. Einem Punkte F der Biischelebene entspricht in der
Polaritiit von (K,) eine Gerade p, dieser in der Polaritit von (A7)
ein Punkt P’. Durch diese zwei aufeinander folgenden Polaritiiten
ist die Ebene kollinear auf sich bezogen. £ und P’ fallen dabel
nur dann aufeinander, wenn I dieselbe Polare fiir beide Kurven
Lat. Demnach liefern irgend zwei irreduzible Kegelschnitte
eines Biischels durch Zusammensetzung ihrer Polari-
titen eineKollineation, derenDoppelelemente dieHaupt-
elemente des Biischels sind.

Man unterscheidet die bekannten 5 Typen von Kegelschnitt-
biischeln nach der Konstellation der Grundpunkte oder, was auf
dasselbe hinauslduft, nach der Konfiguration der zerfallenden
Biischelkurven. Typen nicht-identischer Kollineationen gibt es
ebenfalls 5, wobel man zwei Kollineationen dann und nur dann
zum gleichen Typ rechnet, wenn die Konstellationen ihrer Dop-
pelelemente projektiv fiquivalent sind, durch eine Kollineation in-
einander tiberfithrt werden konnen.

%) Dies ergibt sich ohne weiteres aus den Gleichungen & ~a, 2, =0
und #§ —x, 3+ cx} = 0, die man erhiilt, wenn man als Koordinatensy-
stem die beiden Tangenten an den ersten Kegelschnitt aus einem solchen
Punkt und dessen Polare wiihlt, dazu den Linheitspunkt auf der Kurve.
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Die enge Verbindung, die nach dem soeben abgeleiteten Er-
gebnis durch die Hauptelemente zwischen den Kegelschnittbiischeln
und den Kollineationen besteht, legt den Gedanken nahe, die Ke-
gelschnitthiischel, wie es im folgenden geschieht, nach den Kol-
lineationstypen, denen ihre Hauptsysteme angehiren, zu klassifi-
zieren. Diese Klassifizierung der Biischel fithrt nicht schneller
zum Ziel als andere Methoden, das Verfahren wird aber, auf den
Raum iibertragen, dort wertvoll werden. Dabei iibernehmen wir
hier, wie spiter bei den Fliichenbiischeln, die Reihenfolge der Kol-
lineationstypen der in der Einleitung erwiihnten Abhandlung K.K.
Auf die hier folgende Figur 1 wird in diesem § nicht mehr be-

(D (11) (1L1)

Identische Kollineation,

kein Biischeltyp.

3 V)
Ax
; 4 ¢
X
B N\
Fig. 1

sonders hingewiesen werden; in ihr sind die Hauptpunkte durch
ausgefiillte Nullkreise, die Hauptgeraden durch ausgezogene Linien
angegeben.

4. Kollineationstyp (I). Zu dem Hauptsystem A, B, C,
a, b, ¢ ist ein Kegelschnittbiischel zu suchen. Die nach Satz 1
zwischen diesen Punkten und Geraden existierende polare Zuord-
nung ist in zwei Weisen denkbar: es gibt einen Hauptpunkt, der
auf seiner Polaren liegt, oder es gibt keinen solchen.

Wiire, den ersten Fall angenommen, z. B. b die Polare von 4,
dann miiflte die Polare von € durch A gehen, demnach ¢ sein,

e

[
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und fiir B bliebe @ iibrig. Alle irreduziblen Biischellurven miifiten
wegen der Inzidenz von Pol und Polare b in 4 und @ in B be-
rithren, und jeder Punkt von AD hiitte die gleiche Polare fiir alle
Biischelkurven, wiire Hauptpunkt, was bel dem vorliegenden Haupt-
system nicht der Fall ist.

Daher tritt der zweite Fall ein, jeder Hauptpunkt ist Dol
der gegeniiber liegenden Hauptgeraden. Demnach kann kein Haupt-
punkt Grundpunkt sein, da er sonst als Kurvenpunkt aut seiner
Polaren liegen mitlite. Auch auf einer Haunptgeraden kann kein
Grundpunkt liegen, da diese sonst nach Satz 2 einen weiteren
Grundpunkt enthalten miiite, sodafi ihre ganze Punktreibe zum
Hauptsystem gehoren wiirde.

Jedes Kegelschnittbiischel hat mindestens einen Grundpunkt,
dann aber ein zu diesem Hauptsystem gehoérendes nach dem er-
sten Absatze von Nr. 2 noch drei weitere; das Hauptsystem ist
das Nebendreieck des vollstindigen Vierecks der Grundpunkte.
Es liegt hier demnach der Fall von vier getrennten Grund-
punkten vor, mit dem gemeinsamen DPolardreieck als Haupt-
system.

Dak bei einem solchen Biischel keine weiteren Hauptpunkte
oder Hauptgeraden auftreten, ist nach den Sitzen 2 und 3 auf
Grund der Tatsache ohne weiteres klar, daB zwei verschiedene
irreduzible Kegelschnitte nicht mehr als 4 Schnittpunkte haben
konnen. Auch bei den folgenden Iollineationstypen mufs man be-
weisen, daBl die gegebenen Doppelelemente tatsiichlich das voll-
stiindige Hauptsystem des betreffenden Biischeltyps bilden. Dieser
Beweis, der immer mit den genannten beiden Sitzen leicht zu
fiithren ist, wird weiterhin der Kiirze halber unterdriickt werden.

Kollineationstyp (II). Zentrale Kollineation mit dem Zen-
trum C und der € nicht enthaltenden Achse . Wegen des Satzes 1
ist der Scheitel € des Strahlenbiischels von Hauptgeraden Pol des
Triigers ¢ der Punktreihe von Hauptpunkten. Jeder Punkt dieser
Punktreihe hat dieselbe Polare fiir die beiden Ausgangskurven (X,)
und (/G), folglich ist die Involution konjugierter Punkte auf ¢ fir
beide dieselbe, und in deren Doppelpunkten A, I beriihren sich
die beiden Kurven mit durch C laufenden Tangenten. Das Biischel
hat demnach zwei Grundpunkte, in jedem berithren sich
die irreduziblen Biischelkurven.
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Kollineationstyp (IlI), die identische Kollineation, liefert
als Hauptsystem das ganze ebene Feld und fihrt damit, im Wi-
derspruch mit dem ersten Absatze von Nr. 1, auf zwei zusammen-
fallende Ausgangskurven.

5. Kollineationstyp (IV). Dem Schnittpunkte €' der zwei
Hauptgeraden entspricht nach Satz 1 polar die Verbindungslinie
der zwei Hauptpunkte, das ist ¢. Da C auf seiner Polaren liegt,
beriihren die beiden Ausgangskurven ¢ in C. Dali € beim vor-
liegenden Hauptsystem nicht der einzige Grundpunkt sein kann,
geht aus Satz 4 hervor. Auf ¢ kann kein weiterer Grundpunkt
liegen, da scine Verbindungslinie mit A fiir beide Ausgangskurven
seine Polare und damit Hauptgerade wire. Daher existiert ein
Grundpunkt P auBerhalb @ und ¢!), sowie auf seiner Verbindungs-
Jinie mit 4 nach Satz 2 noch ein weiterer. Das Biischel hat drei
Grundpunkte, in einem beriihren sich die irreduziblen
Biischelkurven.

Kollineationstyp (V). Zentrale Kollineation mit dem Zen-
trum € und der Achse ¢ durch C. Der Triiger C der Hauptgeraden
ist Pol des Triigers ¢ der Hauptpunkte und nach Satz 4 hat das
Biischel einen Grundpunkt, in ihm treffen sich die Bii-
schellkurven vierpunktig.

Kollineationstyp (VI). Der einzige Hauptpunkt, C, ist
Pol der einzigen Hauptgeraden, ¢, und liegt auf dieser, ist dem-
nach (Berthrungs-)Punkt der heiden Ausgangskurven und damit
Biischelgrundpunkt, in dem sich die irreduziblen Biischelkurven
berithren. Nach Satz 4 tritt noch ein weiterer Grundpunkt auf,
und zwar nur einer, da bei zwel weiterenGrundpunkten ihre Ver-
bindungslinie im Schunittpunkte mit ¢ wie bel (1V) einen weiteren
Hauptpunkt liefern wiirde. Demnach hat dasBiischel zweiGrund-
punkte, im einen treffen sich die Biischelkurven drei-
punktig. Das letzte ist klar, denn ein zweipunktiges Treffen im
anderen Grundpunkte witrde auf das Hauptsystem von (II) fithren.

6. Damit sind die 5 hekannten Kegelschnittbiischeltypen aus
den Doppelelementen der 5 nicht-identischen Kollineationen heraus
gewonnen. Hs ist nun leicht, die Biischelgleichungen in diesen
5 Fillen auf einfache Formen zu bringen:

1) Aufierhalb e, weil sonst ¢, algebraisch gezihlt, jede Biischelkurve
in drei Punkten schneiden wiirde.
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Wiihlt man bei (I) drei Grundpunkte als Kcken, den vierten
als Einheitspunkt eines Koordinatensystems, dann wird die Bii-
schelgleichung bei dem

Typ D dz,2, - pwx,— A+ w)z,2, = 0.

Hat bet (II) das Koordinatensystem die Ecken A, B, ¢ mit
den gegeniiberliegenden Seiten z, = 0, 2z, = 0, x; == 0, dann
wird die Biischelgleichung bei

Typ (D) 2z, @, + pai = 0.

Sind bei (IV) 4, C und ein weiterer Grundpunkt die Ecken
des Koordinatendreiecks und ist (1;1;0) der letzte Grundpunkt,
dann ist die Biischelgleichung fiir den

Typ (V) 2af — 2a 2y - o,y = 0.

Bei (V) liefert das Koordinatendreieck A, D, € mit dem
Einheitspunkt auf dem durch D laufenden Kegelschnitt als Biischel-
gleichung fiir den

Typ (V) 2ol -+ pat—dz,zy = 0.

Das Koordinatensystem 4, B, ' bei (V1) und der Kinheits-
punkt auf dem B4 in A bertihrenden Kegelschnitte liefert als
Biischelgleichung fiir

Typ (VD) 12,2, -} nw,z, — pa; = 0.

Liegen nun zwei Biischel des gleichen Typs vor, dann wiihl(
man tir jedes das Koordinatensystem in der soeben angegebenen
Weise und erhilt dieselbe Biischelgleichung. "Daher werden die
beiden Biischel durch die Kollineation, welche den 4 Punkten
des ersten Koordinatensystems die analog gewiihlten des zweiten
zuordnet, ineinander iibergefithrt. Damit ist bewiesen, dafi zwei
Kegelschnitthiischel des gleichen Typs kollinear dqui-
valent sind?).

Es kommt demnach auf das Gleiche hinaus, ob man — alge-

braisch — die Kegelschnittbiischel nach den Vielfachheiten der
Schnittpunkte ihrer Ausgangskurven klassifiziert, oder — geo-
metrisch — zwel Kegelschnittbiischel zum gleichen Typ rechnet,
wenn sie kollinear ineinander iibergefithrt werden konnen, oder
— wieder geometrisch -— wenn ihre Hauptsysteme projekti

iquivalent sind.

1) Es ist leicht, wuf die projektive Aquivalenz direkt geometrisch zu
schliefien, ohne den Weg itber die Biischelgleichungen zu nehmen. Hie
warde der letztere Weg gewithlt, weil er sich kirzer wicdergeben Lilst.
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7. Durch Dualisieren des Bisherigen erhilt man Kegelschnitt-
scharen statt der Kegelschnittbiischel, wihrend die Kolli-
neationstypen dieselben bleiben, da jede Koustellation der
Doppelelemente einer Kollineation in sich dual ist (K.K. 8. 331).
Damit erhilt man wieder 5 Typen (1), (II), (IV)—(VI) fiir die
Kegelschnittscharen. Zwei irreduzible Kegelschnitte be-
stimmen daher als Ordnungskurven ein Kegelschnitt-
biischel, als Klassenkurven eine Kegelschnittschar, und
beide Systeme gehdren zu demselben Kollineationstyp.

Eine unmittelbare Folgerung hieraus ist die bekannte Tat-
sache, daB zwel irreduzible Kegelschnitte, die sich in einem Punkte
k-punktig, in einem anderen [-punktig treffen, auch eine k- fach
und eine [-fach ziihlende gemeinsame Tangente haben.

In diesem Zusammenhang ergeben sich die Biischelscharen
von Kegelschnitten, das sind die Biischel, die gleichzeitig Scharen
sind'): es sind das, wie aus dem soeben Ausgefiihrten ohne wei-
teres hervorgeht, die Biischel der Typen (II) und (V).

8. Der Ausgangsgedanke war, dai die Zusammensetzung der
Polaritiiten zweier Kegelschnitte eine mit dem Biischel der bei-
den Kegelschnitte eng verbundene Kollineation liefert. In diesem
Zusammenhange kann man sofort zeigen, dali man jede ebene
Kollineation — in mannigfacher Weise — als Folge
zweier Polarititen erhalten kann. Es moge dies hier einfach
in der Weise geschehen, daf3 fiir jede Kollineation, je nach ihrem
Typ, zwei einfach gewihlte Kegelschnitte angegeben werden,
deren Polarititen, zusammengesetzt, die Kollineation liefern. Die
Gleichungen der Kollineationen, die durch passende Wahl des
Koordinatensystems vereinfacht sind, werden dabei aus K.K.
S. 382/383 entnommen.

(D orm=uay, ot =awm, o3 ="0a; a,b verschieden; +0; 1
@+ ax -k baf =0, o} +ait+a} =0
(II) a =1, sonst wie (I)

}) Genau gesprochen: die irreduziblen Kegelschnitte des Bischels sind
gleichzeitig die irreduziblen Kegelschnitte einer Schar. Die reduziblen Kur-
ven des Biischels (der Schar) gehéren nur dann zur Schar (zum Biischel),

wenn man sie in geeigneter Weise als Klassenkurven (Ordnungslkurven)
auffafit,
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(IV) oy = oy, oy == a2, o3 = s+ a3 aF0; F1

aaitaai+42(a—1) s, =0, xi+a;+ 2@ —1)r,z, =0
(V) ool =, o2t = @2, 023 = 2, + 2,

a4 2s + 2w, vy =0, al 4 22,2, = 0
(VI) pwy = a1, oxa =21+ 22, 003 = 22 + 23

2uy 422y f 2 =0, 20,25 27 = 0

9. Als einfache reelle'), metrische Beispiele fir die 5 Typen
seien genannt: (I) ein hyperbolisches oder elliptisches Kreisbiischel
(IT) ein System konzentrischer Kreise oder ein System von Hy-
perbeln mit gemeinsamen Asymptoten; (IV) ein parabolisches Kreis-
biischel; (V) alle Kegelschnitte, welche in einem festen Punkt einen
festen Kreis zum Scheitelkriimmungskreis haben, oder alle Lagen,
die eine Parabel bei Verschiebung in ihrer Achsenrichtung aun-
nimmt; (VI) alle Kegelschnitte, welche durch einen festen Punlkt
gehen und in einem anderen festen Punkt einen festen Krels zum
Kriimmungskreis haben.

Ein nicht ganz so einfaches, metrisch interessantes Beispiel
fiir den Biischeltyp (I) ist: alle Kegelschnitte, welche durch die
4 Brennpunkte eines Kegelschnittes (K) hindurchgehen; setzt man
die Polaritiiten, die zu zwei solchen Biischelkurven gehoren, zu-
sammen, dann erhilt man eine Drehstreckung der Ebene mit dem
Mittelpunkte von (X) als Festpunkt?).

Beispiele fiir die Kegelschnittscharen, soweit sie nicht als
Biischelscharen schon soeben mit behandelt wurden, sind: (I) ein
System konfokaler Kegelschnitte mit 4 Brennpunkten, oder alle
Kegelschnitte, welche die Seiten eines festen Parallelogramms he-
rithren, oder ein System konfokaler Parabeln, die eine feste Ge-
rade beriihren; (IV) ein System konfokaler Parabeln mit gleicher
Hauptachsenrichtung; (VI) alle Parabeln, welche in einem festen
Punkt einen festen Kreis zum Kriimmungskreis haben.

1) D.h.im komplexen Kegelschnittbiischel ist als Teil ein reelles Biischel
enthalten.

%) Eine Drehstreckung der Ebene stellt eine Kollineation vom Typ (1)
dar, mit dem Drehpunkt als einem Doppelpunkt und den absoluten I'unk-
ten der Ebene als den beiden anderen. Hieraus gewinnt man das hier ge-
nannte Beispiel,
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§ 2.
Das Haupisystem eines [I17)- Biischels.

10. Die nun folgenden Uberlegungen iiber die Biischel von
Fliichen 2. Ordnung verlaufen streckenweise analog den bisherigen
Betrachtungen iiber Kegelschnittbiischel, sodai wir uns vielfach
kurz fassen konnen. Da sich unsere Untersuchungen im komplexen,
projektiven Raum abspielen, sind alle auftretenden irreduziblen
Fliichen 2. Ordnung entweder Kegel oder Regelfliichen mit zwei
Scharen von Erzeugenden.

Von der Betrachtung at‘lsgeschlossen bleihen wieder die Bii-
schel mit lauter reduziblen Gebilden, hier Ebenenpaaren oder
Doppelebenen.

Die Biischel mit lauter Kegeln 2. Ordnung lassen sich in
bekannter Weise durch ganz einfache Rechnungen ohne weiteres
klassifizieren: entweder haben zwei, und damit alle Kegel die
gleiche Spitze, dann liefert die Projektion eines Kegelschnitt-
biischels aus einem Punkt aulerhalb seiner Ebene das Kegelbii-
schel, oder zwei, und damit alle Kegel haben verschiedene Spitzen,
dann erhilt man das Kegelbiischel dadurch, daf man einen irre-
duziblen Kegelschnitt aus den Punkten einer ihn treffenden und
nicht in seiner Ebene liegenden Geraden projiziert!).

Weiterhin sehen wir auch von den Kegelbiischeln ab. Ein
Biischel von Flichen 2. Ordnung, die nicht alle reduzibel oder
Kegel sind, moge weiterhin als {'2}-Biischel hezeichnet werden.

Als Ausgangsflichen [I',] und [F,] fiir ein {F?)-Bischel
verwenden wir immer zwei verschiedene seiner reguliiren?), d. h.
irreduziblen, nicht kegelférmigen Flichen. In ihren Gleichungen
A, #) =0 und B(r, x) = 0 sind demnach A(x, z), B(x, x)
yuaterniire quadratische Formen mit komplexen Koeffizienten und

1) v. Staudt behandelt synthetisch die Kegelbiischel a.a. O. Nr. 537
und 543, Heffter analytisch a. a. O. Nr. 301.

%) Vielfach wird in der projektiven Geometrie, so auch bei v. Staudt,
diesen Flichen der Name ,Regelflichen vorbehalten, was sich nicht mi
dem heuntigen Sprachgebrauche der algebraischen und der Differentialgeo-
metrie deckt. Die Bezeichnung ,vegulir® deutet im Sinne der Differential-

geometrie darauf hin, daly jeder Flichenpunkt genau eine Tangentialebene
besitat,
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nicht verschwindender Koeffizientendeterminante. Die Gleichung
des Biischels lautet dann

(1) A-Ax,z) + - Bx,2) =0,

11. Da 1m folgenden nichts iiber unebene Kurven 4. Ord-
nung 1. Spezies, speziell auch nichts iiber ihr Zerfallen vor-
ausgesetzt werden soll, sei zuniichst daran erinnert, wie man die
weiterhin bendtigten einschliigigen Tatsachen so ableiten kann,
dal dabei lediglich die Kenntnis der Zahl und Multiplizitiit der
Schnittpunkte zweier Kegelschnitte vorausgesetzt wird, eine Kennt-
nis, die man in bekannter, elementarer Weise durch projektive
Betrachtungen und Rechnung gewinnen kann:

Die Schnittkurve der Ausgangsflichen [F,] und [I7,], die
Grundkurve des Biischels, trifft eine Ebene ¢ algebraisch ge-
zihlt in 4 Puankten, ndmlich in den Schnittpunkten der Kegel-
schnitte (X,) und (L&), 1n denen & die Ausgangsflichen trifft.
Die Grundkurve des Biischels ist demmach von der 4. Ordnung.
Fiir diesen Schlufi ist ¢ so anzunehmen, dafy es nicht die beiden
Ausgangsflichen in demselben Kegelschnitt oder derselben Gera-
den trifft, was in manchen Fillen vorkommen kann. In diesen
Fillen ist die Grundkurve reduzibel. Die Summe der Ordnungen
der Kinzelbestandteile ist dann, wie der Schnitt mitezeigt, wieder 4.
In etner reduziblen Grundkurve kann eine Gerade g doppelt ziihlen,
nimlich dann und nur dann, wenn sie in jedem Schnitt mit einer
Ebene ¢ von den 4 Punkten 2 absorbiert, d. h. wenn sich in je-
dem Punkte von ¢ die beiden Ausgangsflichen beriihren!).

Ebenso erkennt man, daB ein Kegelschnitt in einer reduzib-
len Grundkurve doppelt zihlen kann, und zwar immer und nur
dann, wenn sich lings seiner die Ausgangsflichen und folglich
die reguliiren Biischelfliichen berithren.

Da die Grundkurve auf der Fliche [I,] liegt, deren ebene
Schnitte die Ordnung 2 haben, ist eine irreduzible Grundkurve
4. Ordnung uneben, ebenso ein irreduzibler Bestandteil 3. Ord-

1) Ist nimlich @ der Schnittpunkt von g mit #, dann bertihren sich
(/) und (K,) in &, und ist ¢t deren gemeinsame Tangente, dann beriihrt
die Ebene (¢, g) offenbar in ¢ die beiden Ausgangsflichen.
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nung einer Grundkurve. Im ersten Falle kann hdchstens ein Dop-
pelpunkt auftreten, im letzten keiner?).

12. Wie in Nr. 1 erkennt man, daff zu jedem {I'?}-Biischel
ein in sich duales Hauptsystem gehdrt, das aus den Elementen
besteht, die zueinander paarweise fiir alle Biischelflichen polar
liegen,

Daraus, dafi jedes der drei Arten von Doppelelementen einer
riiumlichen Kollineation, Punkt, Gerade, Ebene der Triger minde-
stens eines Doppelelements jeder der beiden anderen Arten ist,
folgt unmittelbar der .

Satz 5. Im Hauptsystem eines {I"?}-Biischels ist je-
des der BElemente Punkt, Gerade, Ebene der Triger min-
destens eines Elementes jeder der beiden anderenArten.

Da, wie vorher bei den Kegelschnitten, auch hier wieder
die Biischeltypen auf dem Weg iiber ihre Hauptsysteme hestimmt
werden sollen, mégen in diesem §, als Unterbau der eigentlichen
Betrachtungen, einige Siitze abgeleitet werden, die sich leicht aus
bekannten Polareigenschaften der Flichen 2. Ordnung ergeben.
Dabei besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen den Haupt-
systemen von Kegelschnittbiischeln und denen von {17}~ Biischeln,
denn man erhiilt bekanntlich die durch einen ebenen, nicht
tangentialen Schnitt einer reguliren Fliche 2. Ordnung bestimmte
Polaritit als ebenen Schnitt der Flichenpolaritit. Dies liefert,
auf die Flichen eines Blischels angewendet, den

Satz 6. Enthiilt eine Hauptebene ¢ eines {I?}-Bii-
schels ihren Pol nicht, dann trifft sie das Flidchenbii-
schelin einem Kegelschnittbiischel, dessen Hauptsystem

der Schnitt von ¢ mit dem Hauptsystem des Flichen-
biischels ist.

%) Doppelpunkt ist definitionsgemif ein Punkt, der in jedem ihn ent-
baltenden cbenen Schnitt 2 Punkte absorbiert. Wiren I, und D. zwei
Doppelpunkte einer solchen (C%) und P einer ihrer weiteren Punkte, dann
wiirden die heiden Kegelschnitte, in welchen die Ebene FD; D, die Aus-
gangsfliichen triff, algebraisch 5 Punkte gemeinsam haben, d.h. zusammen-
fallen und damit Bestandteil der Grundkurve sein. Analog wiirde ein Dop-
pelpunkt D der (C%) mit zwei ihrer einfachen Punkte eine Ebene bestim-
men, in welcher die (0%) fitv die beiden Kegelschnibte 4 Schnittpunkte liefern
wiirde, die Reslgerade einen fiinften.
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13. Wir wenden uns nun Zusammenliingen zwischen den
Grundkurven und den Hauptsystemen zu. Ist ein Punkt P der
Grundkurve zugleich Hauptpunkt, dann ist, da er auf der Aus-
gangsfliiche [F] liegt, seine Polarebene = die Tangentialebene
an [I%] mn Py und dies gilt fiir jede reguliire Biischelfliiche. Fiillt
umgekehrt ein Hauptpunkt in seine Polarebene, daun mub er,
wie die Polaritiit fiir [I7,] zeigt, auf dieser Fliche liegen und
auch dies trifft wieder fiir jede reguliive Biischelfliche zu. Dies
gibt zusammengefalit den

Satz 7. a) Ein Hauptpunkt eines {I'?)-Biischels liegt
imnmier und nur dann in seiner Polarebene, wenn er der
Grundkurve angehort.

b) Die reguliiren Biischelflichen berithren sich dann
in ihm, und zwar mit seiner Polarebene als Tangential-
ebene,

Ganz entsprechend dem Beweise des Satzes 2 in Nr. 2 he-
weist man den

Satz 8. a) Verbindet man einen Hauptpunkt P eines
[I'?}-Bischels, der nicht auf der Grundkurve liegt, mit
einem Punkte der Grundkurve, der nicht in der Polar-
ebene @ von I liegt, dann enthilt diese Verbindungs-
gerade noch einen weiteren Punkt der Grundkurve.

b) Die beiden Punkte der Grundkurve liegen zu I
und dem Schnittpunkt ihrer Verbindungslinie mit = har-
monisch.

14. Reduzible Grundkurven lassen einige besondere Aussagen
zu. Gehirt eine Gerade zur Grundkurve, dann ist sie als Erzeu-
gende von [[] ihre eigene Polare. Ist umgekehrt eine Haupt-
gerade ihre eigene Polare, dann muB sie Krzeugende von [F)]
sein. Da dies filr alle regulidren Biischelfliichen richtig ist, gilt der

Satz 9. Eine Gerade ist dann und nur dann Teil der
Grundkurve eines {I'?}-Biischels, wenn sie Hauptgerade
und ihre eigene Polare ist.

Wenn das ganze Feld einer Ebene ¢ zum Hauptsystem ge-
hort, dann bestimmen die Schnitte von e mit [ I, ] und [I7,] die-
selbe Polaritiit, sie sind demnach identisch. Ist ¢ nicht Tangential-
ebene, dann mufl ¢ als Hauptebene denselben Pol fiir beide Aus-
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gangsflichen haben, d. h. diese beriihren sich in ihrem Schnitte
mit e Das ist der Beweis fiir den

Satz 10. Im Hauptsystem eines {I™}- Biischels
tritt immer und nur dann ein ebenes Feld auf, das
seinen Pol nicht enthiilt, wenn sich die reguliiren
Biischelfliichen lings eines irreduziblen Kegel-
schnittes bertihren.

Gehen wieder [F,] und [[] durch einen irreduziblen Ke-
gelschnitt (A7), aber ohne sich in ihm zu beriihren, dann sind
die Dbeiden Pole S und 7' der Kegelschinittebene & verschieden.
ST trifft ¢ in einem Punkte P. Liegt P auf (X), dann beriihren
sich die beiden Flichen in P, und P ist Hauptpunkt. Liegt aber
P nicht auf (X)), und sind «, v die Kegelschnittangenten aus 2,
ferner U, V deren Beriihrungspunkte, dann sind (S, 7, «) und
(S, T, v) Hauptebenen, ebenso U, V Hauptpunkte. Hieraus und
auns Satz 10 erhiilt man den .

Satz 11. Gehort zur Grundkurve eines {I?}-Bii-
schels ein irreduzibler Kegelschnitt, dann liegt auf
ihm mindestens ein Hauptpunkt.

Haben [F7,] und [I7,] zwei verschiedene, einander in einem
Punkte P beriihrende Kegelschnitte (&) und (X,) gemeinsam,
und ist £ deren Tangente in I, dann hat irgendein Punkt U von
¢ die gleiche Polarebene fiir [I7] und [I7), sie geht niimlich
durch die beiden Polaren u, und w, von U, die zu (X,) und (X,)
gehdren. Daher ist Z Hauptgerade, folglich auch deren Polare £1),
die dann, ebenso wie ¢, die beiden Ausgangsflichen in P berithren
muf3, sodal ¢f gemeinsame Tangentialebene aller reguliiren Bii-
schelflichen in P ist. Das ist der Beweis fiir den

Satz 12. Besteht die Grundkurve eines {F?]-Bii-
schels aus zwei verschiedenen, irreduziblen Kegel-
schnitten, die sich in einem Punkte P mit der ge-
meinsamen Tangente¢bheriihren, dann beriihrensich
alle reguliren Bischelflichen in P, und?¢ist Triger
einer Punktreihe von Hauptpunkten sowie eines
Biischels von Hauptebenen?).

Wegen des Satzes 9 sind ¢ und ¢ verschieden.

Y
2 s 1 1
| ®) In Nr. 22 werden wir das vollstiindige Hauptsystem eines solchen
. b
1I2}- Biischels kennen lernen.
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§ 3.
Klassifikation der {77?}- Biischel.

15. Nach den vorbereitenden Betrachtungen des § 2 soll nun
die Klassifikation der {I'?}- Biischel mittels der in K.K. gegebe-
nen Klassifikation der riumlichen Kollineationen durchgefiihrt
werden. Jeder der 14 ridumlichen Kollineationstypen liefert einen
Fliichenbiischeltyp, wieder mit Ausnahme der identischen Kolli-
neation, Typ (5), welche, wie Typ (III) in Nr. 4, zu keinem
Biischel fihrt.

Die hierher gehirende Figur 2, auf die nicht mehr bhesonders
hingewiesen wird, befindet sich am Ende dieser Abhandlung?). Sie
gibt zunichst, wie in K.K., die Doppelelemente der einzelnen
Kollineationstypen an?®), und zwar die Punkte durch ausgefiillte
Nullkreise, die Doppelgeraden durch ausgezogene Linien, die Dop-
pelebenen durch Winkelbogen. Die gestrichelten Geraden sowie die
nicht ausgefiillten Nullkreise werden spiiter fiir Koordinatensysteme
verwendet werden, sie sind keine Doppelelemente, demnach auch
keine Hauptelemente. Bei den einzelnen Typen sind die zugehi-
rigen Grundkurven stark gezeichnet.

Wie schon in § 1 wird auch hier der Kiirze halber der Nach-
weis unterdriickt, daB die Doppelelemente des Kollineationstyps
die einzigen Hauptelemente eines Flichenbiischels mit der jeweils
angegebenen Grundkurve sind, ein Nachwels, der mittels der
Sitze 5—8 immer leicht zu fithren ist. Daly im folgenden in je-
dem Falle die ganze Grundkurve angegeben ist, folgt ohne wei-
teres aus Nr. 11.

16. Der Kollineationstyp (1). Wie zu Beginn von Nr. 4
sind auch hier zuniichst mehrere Unterfille zu unterscheiden, von
denen wieder nur einer tatsiichlich auftreten kann. Diese sind:

2) Die Grundkurven der verschiedenen Typen von | I’ Biischeln in
anschaulich befriedigender Weise und richtig in Figuren darzustellen, ist,
vor allem auch wegen der zahlreichen Kontrollen infolge der polaren Be-
ziehungen, nicht ganz einfach, noch dazu, wenn alle Fiille, wie in der vor-
liegenden Figur, im gleichen Koordinatentetiaeder gezeigt werden sollen.
Hieraus erklirt sich die Vorsicht, mit der man in der Literatur dieser Auf-
gabe aus dem Wege gegangen ist.

3) In K.K. Fig. 3 ist bel (13) versehentlich der Zusatz ,Gescharte Kol-
lineation* weggelassen.
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a) Bin Hauptpunkt, 4, liegt in seiner Polarebene, y, in die-
ser liegt noch ein Hauptpunkt, B, der in seine Polarebene fillt;

b) Bin Hauptpunkt, 4, fillt in seine Polarebene, 7, ein Haupt-
punkt auierhalb dieser Ebene, C, ebenfalls in seine Polarebene
und es liegt nicht Fall a) vor;

¢) Genau ein Hauptpunkt, A, liegt in seiner Polarebene, y;

d) Kein Hauptpunkt liegt in seiner Polarebene.

Der Fall a): Die Polarebene von I3 miifite durch A gehen
und von y verschieden sein, es wiire dies 6. Die Polarebene von (!
enthielte dann B, aber nicht A4, ficle demnach in «, wihrend 1D
die Polarebene £ hiitte. Nach Satz 9 bestinde dann die Grund-
kurve aus dem Vierseit ABCDA, und ein Punkt P von A( hiitte
fiir jede regulire Biischelfliche die Ebene BD® zur Polarebene
mit (ACPQ) = — 1, sodali, da man ebenso fiir BD schliefien
konnte, die Panktreihen und Ebenenbiischel mit den Triigern AC
und LD zum Hauptsystem gehioren miifiten, was bei (1) nicht
der Fall ist.

Der Fall b): Die Polarebene von € durfte 4 nicht enthalten,
fiele somit in «, und da es sich nicht um den Fall a) handeln
soll, wiren f und ¢ die Polarebenen von B und D. AC wiire
Polare von LBD, und nach Satz 7a die Punkte 4 und ' auf
der Grundkurve liegen wiirden, ergiibe sich genau wie im vori-
gen Falle, dafi die Punktreihe AC' und das Ebenenbiischel BD
Bestandteile des Hauptsystems sein miifiten?).

Der Fall ¢) kann nicht eintreten, weil fiir den aukerhalb y
liegenden Punkt €' keine Ebene iibrig bliebe, die ' nicht ent-
hielte.

Der Fall d) ist demnach der einzige, der hier einireten kann;
den Hauptpunkten 4, B, ¢/, D sind die Hauptebenen a, f8, y, 6
polar zugeordnet. Nach Satz Satz 7a liegt kein Hauptpunkt auf
der Grundkurve, nach den Sitzen 9 und 11 ist diese irreduzibel.
Hiitte sie einen Doppelpunkt P, dann wiirde eine beliebige Ebene
durch P die Ausgangsfliichen [#,] und [Z7] in Kegelschnitten
treffen, die sich in P beriihrten, die beiden Flichen hiitten dem-
nach in P dieselbe Tangentialebene # und die polare Zuordnung
P~z wiirde der Annahme d) widersprechen. Das gibt zusammen-

1 - e . . B .
) Man kinnte aber, abweichend vom vorigen Falle, nicht schliefien,
duls alle Punkte von BD und alle Kbhenen durch AC Hanptelemente wiiren,
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gefat: die Grundkurve ist eine irreduzible, doppelpunkt-
freie, unebene Kurve 4. Ordnung.

17. Der Kollineationstyp (2). Wegen der Dualitit im
Hauptsystem sind den Punkten von AB die Ebenen durch €1
polar zugeordnet, und da diese zwel zueinander polaren Triiger
windschief sind, kann keiner von beiden eine der Ausgangsfliichen
berithren®); ebenso gehort nach Satz 9 keiner von beiden zur
Grundkurve.

A, B seien die Schnittpunkte ihres Triigers mit [I7,]. Dann
liegen sie in thren Polarebenen, es sind dies demnach a und /),
und zwar gilt dies, da es sich um Hauptpunkte handelt, fiir alle
reguliiren Biischelflichen. Nach Satz 7b sind daher a und g Tan-
gentialebenen dieser Biischelfliichen in 4 und B.

Hiitte € die Polarebene d, dann wiirde fiir D nur die Polar-
ebene y ibrig bleiben, und nach Satz 9 wiirde die Grundkurve
aus dem Viereck ABCDA bestehen und damit nach dem beim
Fall a) von Nr. 16 Ausgefiibrten auf ein von dem hier vorliegen-
den verschiedenes Hauptsystem fiihren. Daher sind y und § dic
Polarebenen von € und J.

Ist P ein von A4 und B verschiedener Punkt der Grundlkurve,
dann triftt die Ebene ABP die Ausgangsfliichen in zwei Kegel-
schnitten, die sich nach dem vorletzten Absatz in 4 und B be-
rithren und auBierdem den Punkt P gemeinsam haben, d. h. zu-
sammenfallen. Dieser Kegelschnitt (47) gehért demnach zur Grund-
kurve. Auf CP liegt nach Satz 8a ein Punkt P, der Grund-
kurve auBierhalb (K). P, liefert ebenso wie P einen Grundkegel-
schnitt. Die Grundkurve zerfillt demnach in zwel irre-
duzible Kegelschnitte, die sich in zweil Punkten treffen
und in verschiedenen Ebenen liegen.

18. Der Kollineationstyp (3). Zentrale Kollineation mit
dem Zentrum 1) und der I nicht enthaltenden Kollineations-
ebene 8. Wegen der Dualitit im Hauptsystem ist D der Pol von ¢.
Hier gilt demnach Satz 10 und die Grundkurve besteht aus
einem irreduziblen Kegelschnitt, liings dessen sich alle
reguliiren Bischelflichen heriihren.

1) Die Polare einer Flichentangente beriihrt die Fliche im gleichen
Punlkt.
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19. Der Kollineationstyp (4). Gescharte Kollineation mit
den beiden Achsen AD und BC. Wire die Gerade AD ihre
ecigene Polare, dann wiirden sich nach den Sitzen 7 und 9 die
Flichen [F,] und [I7] lings AD berithren, ebenso lings IC.
Auf [F,] miibte die zweite von einem Punkte P ausgehende Er-
zeugende durch den Schnittpunkt von BC mit der Tangential-
eheune des Punktes P laufen, ebenso auf [ 1], und die heiden Aus-
sangsfliichen wiiren damit identisch.

Demnach mufi BC Polare von AD sein. Genau wie in den
beiden ersten Absiitzen von Nr. 17 crkennt man auch hier, dal
diese beiden Geraden die Ausgangsflichen in denselben vier Punk-
ten treffen, es seien dies A, B, ¢, D') und dal sich die zwei
Fliichen dort beriihren. Dies ist aber, bis auf die Bezeichnung,
der Fall a) von Nr. 16, man weiff demnach, daB hier die
Grundkurve aus dem unebenen Vierseit ABDCA besteht.

Der Kollineationstyp (5), die identische Kollineation,
liefert, worauf schon in Nr. 15 hingewiesen wurde, nichts.

20. Der Kollineationstyp (6). Dem Schnittpunkte /) von
drei Doppelgeraden entspricht polar die Ebene ¢ dreier Doppel-
veraden. Fir D trifftt demnach Satz 7 zu.

Die Polarebenen von B und 4 sind f und «. Wire niimlich
@ Polarebene von B und damit f von A4, dann wiiren die Ge-
raden AD und BD nach Satz 9 Grundgerade des Flichenbiischels,
und das Strahlenbiischel (D, 0) miifite zum Hauptsystem gehdren?).

Da somit AD Polare von CD ist, AD von BD, kann sich
nach Satz 9 von der Grundkurve keine Gerade abspalten. Die
Grundkurve kann aber auch nicht in zwei Kegelschnitte zerfallen,
denn nach Satz 10 kionnten diese nicht zusammenfallen, nach
Satz 12 sich nicht in einem Punkte berithren und schnitten sie
sich in zwei getrennten Punkten, dann wiirden zwei Hauptpunkte
in ibren Polarebenen liegen, nimlich diese Schnittpunkte®), und

1) Diese Punkte sind innerhalb ihrer Punktreihen im System der
Doppelpunkte der Kollineation nicht ausgezeichnet.

%) Denn irgendein Strahl dieses Biischels biitte zur Polaren fitr alle
Biischelfliichen den Strahl, der zu ibm und zu DA, DB harmonisch liegt.

%) Wiire niimlich P einer dieser Pankte, und wiren s, { die Tangenten
in ihm an die beiden Kegelschnitte, dann wiire (s, /) Tangentialebene in
P an die reguliiven Biischelflichen.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1931, 8
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nicht nur der eine Hauptpunkt 2. Die Grundkurve ist demnach
irreduzibel.

Nach Satz 6 trifit die Ebene a das {F?}-Biischel in einem
Kegelschnitthiischel vom Typ (IV), d. h. die Grundkurve in zwei
einzelnen Punkten und zwei in D zusammenfallenden. Da das-
selbe auch fiir g gilt, ist D Doppelpunkt der Grundkurve!). Die
Grundkurve ist hier demnach eine irreduzible, unebene
Kurve 4. Ordnung mit Doppelpunkt.

Dat hier tatsiichlich ein Doppelpunkt mit verschiedenen
Tangentenrichtungen und keine Spitze vorliegt, wird in Nr. 32
gezeigt werden.

21. Der Kollineationstyp (7). Im Hauptsystem entspricht
der Ebene 6 des einzigen Strahlenbiischels dual dessen Scheitel 1),
und dieser liegt nach Satz 7 auf der Grundkurve. Genau wie
in den beiden ersten Absiitzen von Nr. 17 erkennt man auch hier,
dafi AD Polare von CD ist, und daB die beiden Ausgangsflichen
[F,] and [I7] in A und B die gemeinsamen Tangentialebenen
a und f haben. Nach Satz 9 sind demnach AD und BD Grund-
gerade des Biischels.

Irgendeine von a und f§ verschiedene Ebene des Biiscliels C0)
trifft nach Satz 6 das {F'?}- Biischel in einem Kegelschnitthiischel
vom Typ (IV) und liefert damit Punkte der Grundkurve auber-
halb der beiden Grundgeraden. Wie im letzten Absatze von Nr. 17
findet man mittels eines solchen Punktes I einen Grundkegel-
schnitt, er bertihrt @ und f in 4 und B. Somit besteht die
Grundkurve aus einem irreduziblen Kegelschnitt und
zwel sich schneidenden Geraden auBerhalb seiner Ebene,
die diesen in je einem Punkte treffen.

22. Der Kollineationstyp (8). Dual ist der Triger A1)
der Punktreihe von Doppelpunkten Polare des Triigers BD des
Biischels von Doppelebenen. Somit gilt fitr D und dessen Polar-
ebene & der Satz 7. Dem Scheitel B eines Biischels von Doppel-
strahlen entspricht polar £ als einzige noch freie Ebene eines
solchen Biischels. Die Polarebene von A ist eine von & verschie-
dene Ebene des Biischels BD, es sei dies a.

1) Das folgt auch aus der Tatsache, daf irgendeine Ebene & durch /1)
das Flichenbiischel in einem Kegelschnittbischel schneidet, dessen Kegel-
schnitte sich in D mit der Schnittlinie ¢><d als Tangente beriihren.
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¢ sei irgendeine von & verschiedene Tbene des Biischels A D).
Sie schneidet die Ausgangsflichen in zwei Kegelschuitten, swelche
fir irgendeinen Punkt P von AD dieselbe Polare (durch D) lie-
fern, niimlich die Schuittlinie von ¢ mit der Polarebene = von P
im Biischel BD. Diese beiden Kegelschnitte berithren sich daher
nach Satz 4 in D vierpunktig.

Satz 6 liefert in a den Bischeltyp (IV) und damit zwei von
D verschiedene Punkte L und M der Grundkurve, die nach Satz 8
auf einem Strahl durch B liegen. In den Ebenen ADL und ADM
fallen die Schnittkegelschnitte mit den Ausgangsflichen zusammien,
da sie trotz vierpunktiger Beriihrung noch einen weiteren Punkt
gemeinsam haben. Demnach besteht die Grundkurve aus
zwel irreduziblen Kegelschnitten, die sich berithren und
in verschiedenen Ebenen liegen.

23. Der Kollineationstyp (9). Zentrale Kollineation mit
dem Zentrum D und der Kollineationsebene 6 durch D. Dual
ist d, der Triiger des ebenen Feldes von Doppelelementen, Polar-
chene fiir den Scheitel ) des Biindels von Doppelelementen. Fiir
D und ¢ gilt der Satz 7, und die beiden Schnitterzeugenden von 6
mit [I7,] sind als Gerade von ¢ Hauptgerade und gehéren dem-
nach zufolge Satz 9 zur Grundkurve. Jeder Punkt dieser Erzeu-
genden hat im Biindel dieselbe Polarebene, d. h.die Grundkurve
besteht aus zwei sich schneidenden Geraden, lings deren
sich alle reguliren Biischelfliichen beriihren.

24. Der Kollineationstyp (10). Dem Schnittpunkte D der
beiden Doppelgeraden entspricht polar deren Ebene §, wihrend
« Polarebene von 4 ist. AD ist demnach Polare von CD.

Die Grundkurve geht nach Satz 7 durch D, ferner ist sie
irreduzibel, was man wie im dritten Absatze von Nr. 20 erkennt.
Irgendeine Ebene durch D trifft die Ausgangskurven in zwei Ke-

gelschnitten, die sich in D beriihren, D ist demnach Doppelpunkt
der Grundkurve,

Die Frage der Tangenten an die Grundkurve in D wird

wieder spiiter behandelt werden, und zwar rechnerisch!): in Nr. 34
wird sich ergeben, dat DO die einzige Tangente im Doppelpunkt

1) Der Schlufi, mittels dessen v. Staudt a. a. O. Nr. 554 in diesem Fall
auf eine Spitze schliefit, ist nicht so weit ausgefithrt, dali er bindend wiire.
8*
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ist. Daher hat das Biischel eine unebene, irreduzible Kurve
4. Ordnung mit Spitze zur Grundkurve.

25. Der Kollineationstyp (11). D und ¢ sind als Scheitel
und Ebene des einzigen Biischels von Doppelstrahlen Pol und
Polarebene, fiir sie gilt Satz 7. Der Triger der Doppelpunktreihe
AD der Kollineation ist Pol des Triigers DC des Doppelebenen-
biischels.

Das Strahlenbiischel (D, d) ist polar auf sich bezogen, die
Doppelstrahlen dieser Involution gehiren nach Satz 9 zur Grund-
kurve. Jede von ¢ verschiedene Ebene des Biischels € enthilt
nach Satz 6 ein Kegelschnittbiischel vom Typ (VI) und damit
einen von D verschiedenen Punkt der Grundkurve. Diese Rest-
kurve kann nach Satz 9 keine Gerade sein, ist folglich ein Ke-
gelschnitt, und zwar ein durch D laufender und dort d beriihrender.
Folglich besteht die Grundkurve aus einem irreduziblen
Kegelschnitt und auBierhalb seiner Xbene aus zwel von
einem seiner Punkte ausgehenden Geraden, deren Ebene
ihn beriihrt.

26. Der Kollineationstyp (12). Die Verbindungslinie BD
der beiden Doppelpunkte, in dev sich auch die beiden Doppel-
ebenen schneiden, ist nach Satz 9 Grundgerade. Wiire die Ge-
rade AD ihre eigene Polare, dann wiire auch sie Grundgerade,
und das Strahlenbiischel B (A, D ...) miite zum Hauptsystem
gehoren. Demnach ist CD Polare von AD, folglich sind f, 6 die
Polarebenen von B3, D, und fiir sie gilt Satz 7.

Nach Satz 9 ist DD die einzige Grundgerade. Daher ist die
Restkurve 3. Ordnung (C3) irreduzibel, denn es koénnte sich hich-
stens BD von ihr abspalten, was nach Nr. 11 die Beriihrung
der beiden Ausgangsfliichen lings DB bedeuten wiirde und da-
mit die Zugehdrighkeit des Ebenenbiischels LD zum Hauptsystem.

Irgendeine Ebene ¢ durch B trifft die Ausgangsfliichen in
zwet Kegelschnitten, die sich in D beriihren, folglich wird ¢ von
der (C®) aufierhalb B3 in zwei Punkten getroffen, d. h. B3 und ent-
sprechend auch D liegen auf der (C?). Die Grundkurve be-
steht aus einer irreduziblen, unebenen Kurve 3. Ordnung
und einer ihrer Doppelsekanten. Die Bestimmung der Tan-
genten in den Sekantenschnittpunkten folgt in Nr. 35.
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27. DerKollineationstyp (13). Gescharte Kollineation mit
der einzigen -Achse BD. BD ist als Triiger der einzigen Punkt-
reihe und des einzigen Ebenenbiischels des Hauptsystems nach
Satz 9 Grunderzeugende. Da die Punkte von BID Hauptpunkte
sind, beriihren sich lings dieser Erzeugenden die Ausgangsflichen.

Jeder Punkt von BD ist Scheitel eines zum Hauptsystem
gehorenden Strahlenbiischels, dessen Ebene durch BD liuft. An-
genommen, das Biischel (53, ) entspriiche sich selbst polar; dann
wiire auch der von BD verschiedene Doppelstrahl der polaren
Involution dieses Biischels nach Satz9 Grundgerade. Daher konnen
nicht alle diese Strahlenbiischel zu sich selbst polar sein, weil
sonst die Ausgangsfliichen alle Erzeugenden der einen Schar ge-
meinsam hiitten und damit identisch wiren. Die Scheitel der zu-
einander polaren Biischel liegen demmach in Involution, und von
jedem Doppelpunkte dieser Involution, es seien dies 5 und I,
geht nach dem soeben Ausgefiihrten eine von B verschiedene
Grundgerade aus. Die Grundkurve besteht aus zwei wind-
schiefen und einer diese heiden treffenden Geraden; lings
der letzten beriihren sich die reguliren Biischelflichen.

28. DerKollineationstyp(14). Die Gerade DC ist als einzige
Hauptgerade ihre eigene Polare und daher nach Satz9 Grundgerade.

D ist der einzige Hauptpunkt, daraus folgt, dafi J als einzige
Hauptebene dessen Polarebene ist, und daf sich die Ausgangsflichen
wegen des Satzes 7 in keinem anderen Punkte von DC bertihren
konnen. Irgend eine Ebene durch DC trifft daher die Ausgangsflichen
auBer in DC in zwel Erzeugenden, die sich aubierhalb DC schuei-
den. Diese Schnittpunkte liegen auf einer Restkurve, die man wie im
2. Absatze von Nr. 26 als irreduzible (C?®) erkennt. Die Ebenen
des Biischels O'D zeigen, dal die Biischelachse von der (C%) in
zwei Punkten getroffen wird. Diese beiden Punkte fallen in D
zusammen, da der Schnitt der Ausgangsflichen mit § aus DC und
zwei weiteren sich in D schneidenden Erzeugenden besteht. Folg-
lich berithrt die (C3), die ja nach Nr. 11 keinen Doppelpunkt
hat, DC in D. Die Grundkurve besteht aus einer irredu-
ziblen, unebenen Kurve 3. Ordnung und einer ihrer
Tangenten?),

1) Da alle drei Schnittpunkte von & mit der (€3) in D liegen, ist o
Schmiegungsebene der Kurve in diesem Puankte. [lorts. S. 116]
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Damit sind die bekannten 13 Typen von {I'?)- Biischeln aus
thren Hauptsystemen gefunden. DaB wirklich Biischel mit den
angegebenen Grundkurven existieren, ergibt sich entweder aus
der Angabe der Biischelgleichungen der verschiedenen Typen im
folgenden § oder aus den Beispielen des § 8. Die Biischeltypen
werden weiterhin nach ihrem Kollineationstyp numeriert.

4.
Gleichungen der {7?)- Biischel.

29. Bhe wir uns der Aufgabe zuwenden, zu untersuchen, ob
irgend zwei { I'?}- Biischel des gleichen Typs projektiv iiquivalent
sind, wollen wir hier Biischelgleichungen der verschiedenen Typen
geben. Dabei wird jeweils das Koordinatensystem so zur Grund-
kurve gelegt werden, daB die Zahl der Konstanten in der Glei-

D D K
chung moglichst klein wird.

Die bisher verwendete Figur 2 gilt auch weiterhin, im Ko-
ordinatentetraeder liegen den Eckpunkten 4, I3, C, D die Ebenen
x, =0, 2z,=0, 2, =0, 2, = 0 gegeniiber.

Aus den Biischelgleichungen kann man dann ohne weiteres
die Konstellation der kegelformigen und der zerfallenden Biischel-
flichen zur Grundkurve erschliefien?), eine Kenntnis, die man bei
der erwiihnten Untersuchung der projektiven Aquivalenz bendtigt.

Die Biischelgleichungen zeigen ferner, wie erwiihnt, daB es
Biischel eines jeden Typs gibt.

[Forts.von 8. 115} Man kann diese { '?}-Bischel auch so charakterisieren:
irgend zwei reguliire Biischelflichen haben eine Brzeugende ge-
meinsam,nur in einemPunkte derselben dieTangentialebeneund
indieserTangentialebenenichtauchdiezweitenErzeugenden ge-
meinsam. Das ergibt sich, da alle anderen Fiille von { F‘J}- Biischeln schon be-
handelt sind, ohne weiteres daraus, daB bei jedem anderen Biischeltyp mit
mindestens einer Grundgeraden — es sind das die Typen (4), (7), (9), (11),
(12), (18) — wenigstens eine der beiden soeben genannten Zusatzeigenschaften
fehlt.

1) Damit wird dus Heranziehen algebraisch-geometrischer Tatsachen
vermieden, wie der, daB eine unebene (C3) aus einem ibrer Punkte durch
i)

einen Kegel 2. Ordnung projiziert wird, ebenso eine unebene (C*) mit Dop-
pelpunkt aus diesem Doppelpunkt.
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30. Typ (1): Nach Nr. 16 ist 4, B, ¢, D das gemeinsame
Polardreieck der beiden Ausgangsflichen, deren Gleichungen ent-
halten demnach nur die rein quadratischen Glieder. Nach Gl. (1)
von Nr. 10 enthilt demnach das Flichenbiischel 4 Kegel mit
den Spitzen A, B, ¢, D). [A] und [B] seien die beiden ersten
von ihnen, sie sollen der Biischelgleichung zugrunde gelegt werden.
Legt man dann den Binheitspunkt Z, in der Ebene z, = 0 so,
da [B] durch die Punkte (1; 0; 0; 1) und (0; 0; 1; 1) geht,
und wiihlt man als ridumlichen Einheitspunlkt einen Schnittpunkt
von DL, mit [A], dann ist die Biischelgleichung beim ‘

Typ (1) 2ai - pas-F(L-Faup)a; — (-1 pfap) ai = 0.

Typ (2): In der Gleichung von [1,] sind wegen der in Nr.17
angegebenen Polareigenschaften alle Koeffizienten Null, aufier a,,,
y, @yy. Die Gleichung des Flichenbiischels zeigt dann, daf C
und D Spitzen von Kegeln des Biischels sind, daB die Ebenen
der beiden Grundkegelschnitte harmonisch zu y und 6 liegen, und
daB die beiden Kegelschnittebenen eine Biischelfliche bilden. Baut
man die Gleichung aus dieser Fliche und einem der Kegel auf,
und wiihlt man den Einheitspunkt auf einem der Grundkegel-
schnitte, dann findet man als Biischelgleichung fiir den

Typ @) tzyz, — (A — w)ai — pai = 0.

31. Weiterhin wird der Kiirze halber die Angabe unterblei-
ben, welche speziellen Werte die Koeffizienten in den Gleichungen
vou [£,| und {7} auf Grund der in § 3 genannten Polareigen-
schaften des betreffenden Typs annehmen, ebenso die ausdriick-
liche Erwithnung, daf man die Existenz der aufgefithrten kegel-
formigen oder zerfallenden Biischelflichen an der aus [Z7,] und
[ 1] gewonnenen Biischelgleichung erkennt.

Typ (3) von Nr.18: Die doppelt ziihlende Ebene a, = 0 ist
Bitschelfliche, weiterhin der den Grundkegelschnitt aus D pro-
jizierende Kegel. Nimmt man in z, = 0 die Punkte B, (' und
den Kinheitspunkt auf dem Grundkegelschnitt an, 4 im Pol von
BC, dann ist die Biischelgleichung bei dem

Typ 3) 2af — 2zya, |- na? = 0.

Typ (4) von Nr. 19: Die Ebenenpaare BOD, BOA und ADC,
ADB gehbren zum TFlichenbiischel. Sie liefern bei beliebigem
Kinheitspunkt als Biischelgleichung fiir den

') Diese Kegel projizieren nach Satz Sa die Grundkurve doppelt.
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Typ {): dz,z, + pa,a, = 0.

Kinen Biischeltyp (5) gibt es nach Nr. 15 nicht.

32. Typ (6): Zunichst moge die in Nr. 20 gestellte Frage
nach der Zahl der Tangenten im Doppelpunkte D) der Grund-
lurve beantwortet werden.

Im Flichenbiischel treten 3 Kegel mit den Spitzen 4, B, D
auf. Sind [A4] und [B] die beiden ersten, und wiblt man den
Punkt C auf [A], ferner den Einheitspunkt auf der Grundkurve,
dann sind die Gleichungeu der beiden Kegel

Al 2t —xx, =0, [Bl: a2l axl - ax,x, = 0.
3 34 o 31

EKine Ebene & des Ebenenbiischels 2, 4 72, = 0 tnifft diese
Kegel in Kegelschnitten, deren Projektionen (K) und (L) aus
in die Ebene a die Gleichungen o} — ayar, = 0, %03 4 aaj—
axyz, = 0 haben. Daher liefert a i -|- (* — @) zy2, = 0 die von
D ausgehenden Richtungen nach den Schnittpunkten von (A7) und
(L), und fir 7 = +V a erhiilt man zwei verschiedene Ebenen e,
welche die Grundkurve in mehr als zwei in D zusammentallenden
Punkten treffen?). o, +Vea -2, =0, 2, =0 sind die beiden
Tangenten ¢, ¢ im Doppelpunkte der Grundkurve, der demnach
keine Spitze ist.

Withlt man den riumlichen Einheitspunkt in der Ebene (B D¢).
dann ist die Bischelgleichung fiir den

Typ (6) 2ot 4 pad 4 2t — (4 ) gz, == 0.

33. Typ (7) von Nr. 21: Das aus der Ebene des Grundkegel-
schnittes und ABD bestehende Ebenenpaar tritt unter den Bii-
schelflichen auf, ferner der den Grundkegelschnitt aus D proji-
zierende Kegel. Wihlt man € in der Ebene des Grundkegel-
schnittes und auf diesem den Kinheitspunkt seiner Ebene, dann
lautet die Biischelgleichung fiir den

Typ (7) Aa o, — 2ok 4 puye, = 0.

1) (enau sind es 4 Punkte, diese Ebenen des Biischels €1 sind niwm-
lich die Schmiegungsebenen der Grundkurve in deren Doppelpunkten. Dies
hiingt damit zusammen, daf AB und CD zueinander polar sind, und dem-
nach eine Ebene des Biischels 0D, welche die Grundkurve aufierhalb 1) in
einem Punkte P trifft, noch einen weiteren ihrer Punkte, @, enthiilt, und
zwar derart, daB PQ aus AB und CD zwei Punkte ausschneidef, die zu I’
md ) harmonisch liegen.
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Typ (8) von Nr. 22: Derselbe Bischelkegel projiziert aus I
die beiden Grundkegelschnitte. Das, durch 4D laufende, Ebenen-
paar dieser Kegelschnitte ist ebenfalls Biischelfliche. Nimmt man
¢ auf der Geraden BLM an, den Einheitspunkt auf einem der
Grundkegelschnitte, dann erhiilt man als Biischelgleichung fiir den

Typ (8) Aw! + uai — pas — dagz, = 0. "

Typ (9) von Nr. 23: Zum Flichenbiischel gehtrt die Doppel-
ebene 0 und kein Kegel. Nimmt man A und B auf den Grund-
geraden an, AC und BC als Frzeugende einer Bischelfliche und
den Einheitspunkt auf dieser Fliiche, dann liefert dies als Biischel-
gleichung fiir den '

Typ (9) 2z, 2, + pa; — 2x,2, = 0.

34. Typ (10) von Nr. 24: Das Flichenbiischel enthiilt zwei
Kegel, ihre Spitzen sind 4 und D. In a liefert Satz 6 ein Ke-
gelschnittbiischel vom Typ (VI) und damit einen weiteren Punkt
der Grundkurve; in diesen legen wir B. BD und DC muf dann
der Schnitt von a mit dem zweiten Kegel sein. Wiithlt man C in
der den ersten Kegel lings 4B berithrenden Ehene und den Ein-
heitspunkt auf der Grundkurve, dann sind die Gleichungen der
beiden Kegel

[D] .’1"1', — Xy, = O, [jiJ: Ly — 13 = ().

Fine Tangente £ an die Grundkurve in deren Doppelpunkt
D liegt wegen des Satzes 7 in 0, ferner schneidet die Ebene
(¢, B) = ¢ die Grundkurve auBerhalb D nur in einem, und zwar
einfach ziihlenden, Punkte. z, = 0 trifft die Grundkurve in B
und D je zweipunktig, scheidet demnach fir ¢ aus. Ist z,— 72, = 0
die Gleichung von &, dann erkennt man aus dem Schnitte von ¢
mit [ D] und [4] durch Elimination von z,, d. h. durch Projektion
aus A, sofort, dab fiir ¢ nur der Wert 7 = 0 in Frage kommt,
da demnach DC einzige Kurventangente in D und damit D
Spitze ist,

Die Bischelgleichung lautet beim

Typ (10) 22} — Zay2y + payz, — pat = 0.

Typ (11) von Nr.25: Wir nehmen A in seiner Punktreihe
aulierhalb [ beliebig an, I3 auf dem Grundkegelschnitt und gleich-
zeitig in der Polarebene von A, den Punkt ¢ auf der Achse des
Doppelebenenbiischels beliebig, den Einheitspunkt der Ebene 25 =0
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auf dem Grundkegelschnitt, endlich den riumlichen Einheitspunkt
in der Ebene, die B mit einer Grundgeraden verbindet. Das Fli-
chenbiischel enthilt keinen Kegel, aber das Ebenenpaar ADD,
ADC. Man findet dann als Biischelgleichung fiir den

Typ (11) 2af - pry2, — la,x, — Lal =
35. Typ (12) von Nr. 26: Das Biischel enthiilt cinen Kegel
[ 5] mit der Spitze DB, ebenso einen Kegel [/)]. Nimmt man A

auf [D] an, C auf [B] und den Kinheitspunkt auf der (C?), dann
erhiilt man als Biischelgleichung fiir den

&

Typ (12) Ao} — wayae, |- pal — dugx, = 01).

Typ (13) von Nr. 27: Bezeichnet man die beiden windschiefen
Doppelgeraden mit AB und CD, die dritte Doppelgerade mit BD,
dann tritt im Flichenbiischel das Ebenenpaar BDA, BDC auf
und kein Kegel. Legt man AC in eine Erzeugende von [ 1] und
den Einbeitspunkt auf [F7], dann ist die Biischelgleichung
fiir den

Typ (13) 2wy |- pay2, — payay = 0.

Typ (14) von Nr. 28: Das Flichenbiischel enthiilt einen Ke-
gel [ D] mit der Spitze D. Den Punkt 4 nimmt man auf der (C3)
an. [D] beriihrt o lings DC?). Als Gerade DB wiihlen wir die
Schnittlinie von 8 mit der [D] lings AD beriihrenden Ebene.
Duarch einen Punkt von DD geht eine Biischelfliche {17}, und da
diese 0 in D beriihrt, 1st fir sie DD Erzeugende. Den Punkt
B wiihlen wir so, dai B4 FErzeugende von [I7] ist; weiterhin
legen wir AC ebenfalls in eine Erzeugende von [F']. Kndlich
liege der Einheitspunkt auf der (C®). Dann lautet die Biischel-
gleichung fiir den

Typ (14) iz, |- na 2, — Aoy — e,y = 0.

1) Man berechnet nun leicht, dafi die Schnitte des {l""l',-b‘ijschels mit,
den Ebenen x, —»iry = 0 Kegelschnittbiischel vom Typ (V1) sind, mit ih-
rem dreifach zihlenden Grundpunkt in D, sodaly zwei Schnittpunkte jeder
solchen Ebene mit der (C3) in D liegen. Demnach ist DA Tangente
der (C% in D, entsprechend BC in B,

%) Eine andere Tangentialebene wiirde auf DC in einem von 1 ver-
schiedenen Punkt eine Berithrung von [F,] und [D] liefern und damit ei-
nen weiteren Hauptpunkt.
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§ 5.
Kollineationen zwischen |I7}- Biischeln,

36. Im vorigen § wurden einfache Gleichungen fiir die {I'%}-
Biischel dadurch gewonnen, daB man sich bei der Wahl des Ko-
ordinatentetraeders und des Einheitspunktes auf die Grundkurven
und die Kegel der Bischel stiitzte. In der Biischelgleichung trat
dann Dbeim Typ (1) in Ny. 30 noch eine wesentliche Konstante, «,
auf, bei allen anderen Typen dagegen keine solche.

Am Schlusse von Nr. 6 war daranf hingewiesen worden, daf
zwei Kegelschnittbiischel, deren Hauptsysteme zu demselben Kol-
lineationstyp gehoren, kollinear ineinander iibergeftihrt werden
konnen, sodaB man dort von Kegelschnittypen im Sinne projek-
tiver Aquivalenz innerhalb eines jeden Typs sprechen kann.

Wie steht es damit bei den {Z?}-Biischeln??). Fiir die Bi-
schel vom Typ (2) ab ist die Frage sofort zu beantworten: sind
zwei solche Biischel des gleichen Typs gegeben, dann wiihlt man in
der im vorigen § angegebenen Weise bei jedem ein Koordinaten-
system mit Binheitspunkt und erhilt damit gleiche Biischelglei-
chungen, was nichts anderes heifit, als dat die Kollineation, welche
den Ecken und dem Einheitspunkt des einen Koordinatensystems
die analog gewiihlten Punkte des anderen Koordinatensystems zu-
ordnet, das eine Biischel in das andere transformiert. Folglich
gilt der

Satz13. Irgend zwei (I"™}-Biischel des gleichen, von (1)
verschiedenen Typslassensichkollinearineinander ither-
fithren.

Diese {I7*}-Biischel verhalten sich demach ebenso wie die
Kegelschnitthiischel.

37. Anders liegt die Sache hei den {72}~ Biischeln vom Typ (1).
Nach Nr. 30 ist durch ein solches Biischel das zugehorige Ko-
ordinatensystem mit Einheitspunkt in endlich-deutiger Weise be-
stimmt. Zwei solche Biischel sind aber nur dann projektiv iqui-
valent, wenn sie dann dieselben Gleichungen, d. h. dieselbe Kon-
stante « haben, was nicht notwendig der Fall ist, da die Biischel-

1 e s 3 »e : . . 4

) Dag zwei kollinear #iquivalente Fliichenbischel notwendig zum
e " . . . . . . :

gleichen Typ gehoren, ist wegen der projcktiven Verschiedenheit der Grund-

kurven der verschiedenen Typen selbstverstindlich.
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gleichung fitr jeden Wert « ein Biischel vom Typ (1) liefert, das
in der in Nr.30 beschriebenen Weise zum Koordinatensystem liegt,
Das gibt den

Satz 14, Zwei {I"?}-Biischel vom Typ (1) sind nicht
notwendig kollinear ineinander iberfithrbar?).

Wiirde man die {F'?)-Bischel nach ihrer projektiven Aqui-
valenz zu klassifizieren versuchen, wie es bei den Kegelschnitt-
hitscheln nach Nr. 6 angingig ist, dann wiirden schon die zum
Kollineationstyp Typ (1) gehdvenden eine unendliche Menge von
Typen liefern. Deshalb wurden im § 3 die Hauptsysteme zur
Klassifikation herangezogen und zwei {F?)-Bischel immer
und nur dann zum gleichen Biischeltyp gerechnet, wenn
ithre Hauptsysteme projektiv dquivalent sind.

38. Nach dem in Nr. 36 Ausgefiihrten kennt man simt-
liche Kollineationen, welche zwei {Z?}-Biischel, die zum
gleichen, von (1) verschiedenen Biischeltyp gehdren,
ineinander iiberfiihren. Man erhiilt sie, indem man zum ersten
Biischel das Koordinatensystem nebst Finheitspunkt in einer Weise
legt, wie sie in § 4 bei dem betreffenden Typ angegeben ist,
zum zweiten ein Koordinatensystem in allen solchen Weisen; die
Zuordnung der analogen Punkte der beiderseitigen Koordinaten-
systeme liefert die gesuchten Kollineationen?®).

Speziell liefern alle Moglichkeiten zweier solcher Koordinaten-
systeme fitr dasselbe Biischel die automorphen Kollineationen
dieser, nicht zum Typ (1) gehorenden {I7?}- Biischel. Hs ist das
bei jedem Biischel eine unendliche Menge von Kollineationen. Die
genauere, projektiv reizvolle Betrachtung dieser Kollineationen,
die sich nun unschwer durchfithren lifit, sel hier der Kiirze halber
unterdriickt, ebenso die nihere Analyse der in Nr. 30 beim Typ(1)

1) Der Grund bierfiir liegt darin, dal zwel elliptische, unebene Kurven
4. Ordnung nicht notwendig projektiv fiquivalent sind, da bekanntlich jede
solche Kurve eine projektive Invariante besitzt, niimlich das Doppelverbiilt-
nis der 4 Ebenen, die durch eine Doppelsekante der Kurve gehen und dic
Kurve auBerhalb dieser Sekante berithren.

%) Nun kann man auch entscheiden, ob man zwel Biischel eines Typs
so ineinander kollinear tiberfihiren kann, dak dabei eine vorgegebene Bii-
schelfliiche in eine vorgegebene Biischelfliiche iibergeht, eventuell noch mit
vorgeschriebener Punktzuordnung.
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gegebenen Vorschrift fir die Wahl des Koordinatensystems, welche
die bekannten 32 automorphen Kollineationen eines {I'?}- Biischels
vom Typ (1)') liefern wiirde.

§ 6.

Bitschelscharen von Fliichen 2. Grades.

39. Dualisiert man, analog Nr. 7, die Betrachtungen iiber
die {I'2)- Biischel, dann erhiilt man {F'*}-Scharen und damit, da
die Konstellation der Doppelelemente einer Kollineation in sich
dual ist, den '

Satz 15. Zwei reguliire F'liichen 2. Grades bestimmen
ein [F?)-Biischel und eine {I?}-Schar; diese beiden Fli-
chensysteme hahen projektiv iiquivalente Hauptsysteme
und damit dieselbe Typennummer.

Daraus folgt sofort, daB zwei regulire Flichen 2. Grades,
die sich in einer doppelpunktfreien Kurve 4. Ordnung schneiden,
auch einen elliptischen Torsus 4. Klasse gemeinsamer Tangential-
ebenen besitzen, dafi der Torsus, wenn die Schnittkurve in eine
(CO*) mit Doppelsekante zerfillt, aus einem Ebenenbiischel und ei-
nem, zwei von dessen Kbenen enthaltenden 'Torsus 3. Klasse he-
steht, da jeder Doppelpunkt der irreduziblen (reduziblen) Schnitt-
kurve eine Doppeltangentialebene des dann auch irreduziblen (re-
duziblen) Torsus der gemeinsamen Tangentialebenen nach sich
zieht usw.

40. Uber die Bischelscharen, das sind die {F2]- Biischel,
die gleichzeitig { I} - Scharen sind, lassen sich einige Bemerkungen
machen, die sofort zu den Biischelscharen hinfiihren:

Das in Anm. 1 von Nr. 7 Gesagte gilt hier smngemil fir
die reguliren Flichen und fiir die kegelformigen oder zerfallen-
den Biischelfliichen; in diesem Sinn ist ein derartiges Flichensystem
in sich dual. Tritt daher in dem Biischel ein Kegel auf, dann
liefert dieser zu der Schar das Biindel der Ebenen durch seinen
Scheitel, und im Biischel mufi das dazu duale Gebilde, d. L. ein
Punktfeld, eine reduzible Fliche auftreten. Damit scheiden zuniichst
die Typen (1), (6), (10), (12), (14) fir die Bischelscharen aus.

1) Vgl Staude a. a. 0. S. 244,
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Von den noch iibrigen Typen kommt (2) nicht in Frage,
weil zufolge Nr. 17 und 30 die Spitzen der Kegel Hauptpunkte
sind, aber nicht auch dual die Ebenen der beiden Kegelschnitte
Hauptebenen. Dasselbe gilt nach Nr. 21 und 33 fir den Kegel
und den Kegelschnitt bei Typ (7), aus dem gleichen Grunde fiillt
nach Nr. 22 und 43 Typ (8) weg.

Wiirde Typ (11) von Nr. 29 Biischelscharen liefern, dann
miiite, dual zum Grundkegelschnitt, ein gemeinsamer Tangential-
kegel aller Biischelflichen existieren, mit der Spitze auf dem Trii-
ger (1) des Hauptebenenbiischels, und zwar aufierhalb /). Mittels
der Gleichung dieses Biischeltyps in Nr. 34 berechnet man sofort,
dafy dies nieht der Fall ist.

41. Es verbleiben somit fiir die Biischelscharen noch die Ty-
pen (3), (4), (9), (13). DaB Typ (3) Biischelscharen liefert, ist
nach Nr. 18 ohne weiteres klar, weil alle Biischelfliichen einen
gemeinsamen Tangentialkegel haben, auf dem sich alle Biischel-
flichen schneiden, und das ist die Dualisierung der Beschreibung
der Grundkurve dieses Biischels. Das Eutsprechende gilt nach
Nr. 19 fiir den Typ (4), da dort die Ebenen der Biischel mit den
Achsen AB, BD, DC, U4 Tangentialebenen aller Biischelflichen
sind. Beim Typ (9) ist die in Nr. 23 gegebene Beschreibung der
Grundkurve in sich dual. Ebenso erkennt man nach Nr. 27 ohne
weiteres, dafy beim Typ (13) fiir die Biischelflichen auch das duale
Gegenstiick der Konstellation der Grundkure gilt. Das ist der
Beweis fiir den

Satz 16. Die {I'?}-Biischel der Typen (3), (4), (9), (I2)
sind Biischelscharen.

§7.
Zusammensetzung jeder riiumlichen Kollineation
aus zwel Polaritiiten.

42. Entsprechend Nr. 8 sollen auch fiir jede riiumliche Kol-
lineation zwei Polaritiiten angegeben werden, aus denen sie sich
zusammensetzen 146t In K.K. § 6 sind durch die Wahl des XKo-
ordinatensystems vereinfachte Gleichungen fiir die Kollineationen
eines jeden Typs angegeben, es sind das fiir die nicht-identischen
Kollineationen folgende Quadrupel von Gleichungen:
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(1) pa1 = a1, 0x) = ax2, oy = bay, o0&y = ca,
a, b, ¢ verschieden; $£0; +1

(2) @ == 1, sonst wie Typ (1)

(3) @, b =1, sonst wie Typ (1)

(1) b = a, ¢ =1, sonst wie Typ (1)

(6) oay =y, o) =ax, oxy=bry, oy ="0bxy |-bx,
a, b verschieden; +0; +1

(7) @ =1, sonst wie Typ (6)

(8) b ==1, sonst wie Typ (6)

(9) @ =1, b =1, sonst wie Typ (6)

Typ (10) oz =ax;, oy =12, QX =Xy + T3, 0x1 =23+ &,

at0; 1

Typ (11) @ =1, sonst wie Typ (10)
Typ (12) ozl =2, 02h=2x, |-2», 02y=bxs, o0&\ =bxs + bzy

b+0; +1

Typ (13) b =1, sonst wie Typ (12)

Typ (14) ozi==1z;, oxi=x1+ 22, 023 =120, Jeay, o, =15+ 4.

43. Indem nun fiir jede dieser Kollineationen zwei einfache
Polaritiiten angegeben werden, die, hintereinander ausgefiihrt, die
Kollineation liefern?), folgt daraus gleichzeitig der

Satz 17. Jede riumliche Kollineation liBt sich aus
zwel Polarititen zusammensetzen?).

Ziwel reguliive Fliichen 2. Ordnung, deren Polaritiiten die be-
treffende Kollineation liefern, sind beim

711 )7 p

() ai+azi 4 balftexi =0, at + ;423 -2l = 0,

ebenso filr die Typen (2), (3), (4) durch Spezialisierung der Kon-
stanten in der in Nr. 42 bel diesen Typen angegebenen Weise.

Typ

Typ

'l\y p

)l ~a(l—00zi+(a—Dbai+2(@—1Db(l—10)-
gy =10, 2 — (1— 02z - (0 )bl + 2(« —1)-
(1= xyz, =0

(M 2z,z, + 23+ 2(1— D) xyz, = 0,

2bx 2, + 0+ 2(1—0) g, = 0

®) 2(@—Dat+aai—aai-—2(a—1)wyx =0,

2la—1D) i+ of — af —2(@—1) e, =0

) Bs sind das wieder keineswegs die einzigen Polaritiiten, durch de-
ren Zusammensetzung die betreffende Kollineation gewonnen wird.

) Auch hier ist fiir die identische Kollineation der Satz trivial, da
man diese durch Wiederholung einer Polaritiit enthilt.
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Typ () @2, — 0, = 0, 2,2, 4 2 — 2,2, = 0

Typ (10) af4-2auwy+ 2w, + af = 0, 2t -+ 2,0, + aay =0

Typ (11) af —2zy2y — 22,20, — 25 =0, 2] — 22,2, — 23 =0

Typ (12) bxi-{-2(0—Da o, - (0 —Daf—2(0—1) gz, = 0,
bai+2b(b—1)x 2, |-b(b - ai—2(b—1)2x,2, =0

Typ (13) 23 + x,2, + 2,2, = 0, 2,2, 4 2,2, = 0

Typ (14) 22,2522 2, - o} |- 20,2, = 0, @ 2, |- 0,2, = 0.

§ 8.
Metrische Beispiele fiir { F2)- Biischel.

44. Zum Schlusse mdgen noch einige einfache, metrische
Beispiele fiir die Biischel der verschiedenen Typen gegeben wer-
den. Dadurch wird nach dem Schlusse von § 3 neuerdings die
Iixistenz aller Biischeltypen nachgewiesen; metrische Beispiele
sind auch wegen des einfachen komplexen Zusammenhanges der
Metrik mit dem absoluten Kegelschnitte reizvoll, so hei der Be-
trachtung der Grundkurve, des Hauptsystems und der kegelftr-
migen (speziell auch zylindrischen) oder zerfallenden Biischel-
fliichen?).

Es wird dabei nur von den reellen Bestandteilen der be-
treffenden komplexen Biischel gesprochen, die Grundkurven der
Biischel sind dabei naturgemii keineswegs immer reell. Der leich-
teren Verstiindlichkeit halber wird teilweise stiirker metrisiert, als
es notwendig wire, die Beispiele lassen sich vielfach ohne wei-
teres verallgemeinern.

45. Typ (1): Das Biischel, das man aus einer Kugel und
einem dreiachsigen Kllipsoid gewinnt, wenn die beiden Flichen,
ohne sich zu beriihren, den gleichen Mittelpunkt haben.

Typ (2): Alle Kugeln durch einen gegebenen Kreis, oder
das Biischel, das man aus einer Kugel und einem dreiachsigen
Ellipsoid erhiilt, wenn das Ellipsoid einen Kugeldurchmesser zur
Hauptachse hat.

Typ (3): Alle Kugeln mit gemeinsamem Mittelpunks, oder
alle einschaligen Hyperboloide mit gemeinsamem Asymptotenkegel.

1) So alt wie die Beschiiftigung mit den {Fﬂ}- Biischeln ist die Be-
frachtung metrischer Beispiele, wenigstens fiir einige Biischeltypen; vgl.

Staude a.a. 0. S. 219
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Typ (4): Alle Drehparaboloide mit gemeinsamer Drehachse
und gemeinsamem Scheitel, oder alle hyperbolischen Paraboloide
mit denselben Scheitelerzeugenden, oder das Biischel aus einer Ku-
gel und einem Drehellipsoid mit gemeinsamem N- und S-Pol.

Typ (6): Das Biischel, das man durch eine Kugel und einen
sie in genau einem Punkte berithrenden Drehzylinder erhilt.

Typ (7): Alle Kugeln, die eine feste Kbene in einem festen
Punkte bertthren.

Typ (8): Das Biischel, zu dem die folgenden beiden Flichen
gehoren: eine Kugel mit einem Meridian und einem diesen be-
rithrenden Kleinkreis, dazu der (elliptische) Zylinder, welcher den
Kleinkreis enthiilt und zur Meridianebene senkrecht steht.

Typ (9): Eine Parabel und ihr Scheitelkriimmungskreis ro-
tieren um die Parabelachse; die so entstehenden beiden Drehflichen
liefern das Biischel. Oder alle Lagen, welche ein Drehparaboloid
annimmt, wenn es in Richtung seiner Drehachse verschoben wird?).

Typ (10): Das Biischel aus folgenden Flichen: ein Drehkegel
und eine Kugel, die in seiner Spitze eine seiner Tangentialebenen
beriihrt.

Typ (11): Alle Lagen, die ein einschaliges Hyperboloid an-
nimmt, wenn man es in Richtung einer Erzeugenden verschiebt.

Typ (12): Ein einschaliges Hyperboloid wird um einen von
7 und 27 verschiedenen Winkel um eine Erzeugende gedreht.
Ausgangs- und Endlage liefern das Flichenbiischel.

Typ (13): Alle Lagen, die ein hyperbolisches Paraboloid an-
nimmt, wenn man es in Richtung einer Erzeugenden verschiebt.

Typ (14): Auf der Scheiteltangentialebene eines hyperboli-
schen Paraboloids liegt ein Drehkegel mit der Spitze im Scheitel
so, dab er die Ebene lings einer Scheitelerzengenden beriihrt;
diese Ausgangsflichen liefern das Biischel.

Karlsrube 1. B., im Mai 1931.

) Auf diese beiden Beispiele hat mich Herr J. Wellstein aufmerk-
sam gemacht

Sitzungsh. d. math.-naturw. Abt, Jahrg, 1931 9
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Identische Kollineation

kein Biischeltyp.

Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. Jahrg. 1931.
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