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Uber einen Approximationssatz von Hurwitz und iiber
die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen
des Korpers der dritten Einheitswurzeln.

Von Oskar Perron.

Vorgelegt in der Sitzung am 7. November 1931.

§ 1. Formulierung des Resultats.

Im Jahr 1891 hat A. Hurwitz den folgenden Satz bewiesen:?
Satz 1. Zu jeder irrationalen Zahl p gibt es unend-

lich viele Paare ganzer rationaler Zahlen p, g derart,
daf3

1" ng

ist. Dagegen gibt es irrationale Zahlen p, fiir welche
die Ungleichung
p I
<cgz’
wenn ¢ > V;swist, héchstens durch endlich viele Paare
ganzer rationaler Zahlen p,¢ befriedigt werden kann;
1 -+ Vg
2

z. B.ist p = — eine solche Zahl.

Der Hurwitzsche Beweis benutzt die Theorie der Ketten-
briiche. Im Jahr 1917 hat Herr L. R. Ford einen neuen Beweis
des Hurwitzschen Satzes gegeben, der auf einer von G. Hum-
bert entwickelten mit der Modulgruppe zusammenhingenden
geometrischen Interpretation der Kettenbriiche beruht.? Indem

1 A. Hurwitz, Uber die angeniiherte Darstellung der Irrationalzahlen
durch rationale Briiche. Mathematische Annalen 39. — Etwas modifizierte
Beweise finden sich auch in den Biichern des Verfassers: Die Lehre von
den Kettenbriichen, 1913, 2. Aufl. 1929, S. 49 ff.; Irrationalzahlen, 1921,
S. 129 ff.

* L.R. Ford, A geometrical proof of a theorem of Hurwitz. Proceedings
of the Edinburgh mathematical society, vol. 35, part. 2. — Auf den gleichen
Prinzipien beruht auch der Beweis von J. Ziillig in der Schrift: Geo-
metrische Deutung unendlicher Kettenbriiche, Ziirich 1928.
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. 1931. III,



130 Oskar Perron

Herr Ford sodann die Humbertsche Theorie ins Komplexe
iibertrug, wobei an Stelle der Modulgruppe die Picardsche
Gruppe trat, gelangte er 1925 zu folgendem Analogon des Hur-
witzschen Satzes:!

Satz 2. Zu jeder komplexen Zahl p, die nicht dem
Korper §() angehért, gibt es unendlich viele Paare
ganzer Zahlen p, ¢ des Kérpers §(2) derart, dal}

x
? I
p— <
7 TV 3lel?
ist. Dagegen gibt es komplexe nicht dem Kérper §(2)
angehoérende Zahlen p, fir welche die Ungleichung
Pl 1
g!<c g ®
wenn ¢ > V'3 ist, héchstens durch endlich viele Paare
ganzer Zahlen p, ¢ des Korpers 8(7) befriedigt werden

I—}-Vz,_z'

kann; z. B. ist p = — , eine solche Zahl.

P~

Fiir diesen Satz habe ich kiirzlich einen neuen Bewels gegeben,
der auf einem Hilfssatz {iber Cassinische Kurven beruht.? Die
gleiche Methode 1408t sich auch im Kérper der dritten Einheits-
wurzeln verwenden, und so bin ich heute in der Lage, den fol-
genden Satz 3 zu beweisen, der noch nicht bekannt zu sein
scheint; dabei bedeutet, wie auch spiter stets in dieser Arbeit,
¢ die dritte Einheitswurzel

(D) €=

Satz 3. Zu jeder komplexen Zahl p, die nicht dem
Kérper &(c) angehért, gibt es unendlich viele Paare
ganzer Zahlen p, ¢ des Korpers §t(e) derart, dal

[ ,
? 1
p—" <
70 Vizg?®

— I;%*J/ ?13

2

1 L.R. Ford, On the closeness of approach of complex rational fractions
to a complex irrational number. Transactions of the American mathematical
society, vol. 27.

* Uber die Approximation einer komplexen Zahl durch Zahlen des
Koérpers $t(7). Mathematische Annalen 103 und ros.
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ist. Dagegen gibt es komplexe nicht dem Kérper §(e)
angehérende Zahlen p, fir welche die Ungleichung

P
g eigl®
wennc>]4/1_3 ist, hochstens durch endlich viele Paare
ganzer Zahlen p, g des Kérpers S(e) befriedigt werden
e-- Vet 44
B, 4
Quadratwurzel beliebig sein darf, eine solche Zahl.
Der erforderliche Hilfssatz tiber Cassinische Kurven hat mir
allerdings, obwohl der Beweis ganz elementar ist, erheblich mehr
Miihe verursacht als bei Satz 2. Der Hilfssatz 146t sich wohl in
mannigfacher Weise modifizieren und vielleicht kiirzer beweisen.

e

kann; z B.istp = , wo das Vorzeichen der

In § 8 gebe ich noch fiir den Hurwitzschen Satz einen neuen
Beweis, der von jeder Kettenbruchtheorie frei ist und auf dhn-
lichen Prinzipien beruht wie meine Beweise der Sitze 2 und 3.
Von den Cassinischen Kurven werden dabei nur ihre Durch-
messer gebraucht.

§ 2. Beweis des zweiten Teiles von Satz 3.

Ganz leicht ist der zweite Teil von Satz 3 zu beweisen, weshalb
dieser Teil zuerst behandelt werden soll. Zunichst sicht man

S Ve L 4
leicht, dafB3 die Zahl V'e? + 4 und also auch = '—J/; T4 hicht
dem Kérper &(g) angehort; denn sonst miiite auch die kon-
jugierte Zahl Ve + 4 und folglich auch das Produkt Ve? 4 4
Vet 4 =V13 dem Koérper §(e) angchéren, was augen-
scheinlich nicht der Fall ist. Sind nun p, ¢ ganze Zahlen des
Kérpers $(e), und zwar ¢ == o, so definieren wir ecine Zahl 3
durch die Formel
(2) a—{—“l:ﬁ +a4_p_ 3

2 7 ¢

4 -
und miissen dann zeigen, daB3, wenn ¢ > V13 ist, die Unglei-
NI SR . . .
chung | 3| < . héchstens fiir endlich viele Paare p, ¢ gelten kann.

9*
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Aus (2) folgt durch Multiplikation mit ¢ und Gliederumstellung

S
qli;r_‘&_gzp_;g,

und hieraus durch Quadrieren:
g Vet a=p—ar—0.

Nun steht auf der rechten Seite eine ganze von Null verschiedene?
Zahl des Korpers (). IThr absoluter Betrag ist also mindestens
gleich 1 und man erhilt

18]
g2
oder, da |e2 4 4| = V13 ist,

+8Ver 44121,

82 4
}2—6— 8 1/[321.
i I 4, — }
Wenn nun | 3| < WO ¢>>V 13, so ist erst recht

V13
L V13
c?|g!l® ¢

=1,

oder also
o I

g *<< .
¢ e—V/13)
Daher ist ¢ beschrinkt und nach (2) ist dann auch p beschrinkt.
Also sind in der Tat nur endlich viele Paare p, ¢ moglich.

§ 3. Ein Hilfssatz iiber Cassinische Kurven.

Wir nennen zwei Zahlen bzw. Punkte der komplexen IEbene
2y, 2, homolog, wenn die Differenz z; — 2z, eine ganze Zahl
des Korpers §(z) ist, also die Form 2 - e hat, wo 2, # ganze
rationale Zahlen sind. Wir schreiben dann z; = z,. Mit dieser
Terminologie beweisen wir den

! Wenn nidmlich > —epg — ¢* == 0 wiire, so wiire —=, was

p_etVe+a
¢ 2

aber nicht sein kann, weil die Zahl Ve + 4 nicht dem Korper §i(e) an-
gehort.
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Hilfssatz. Ist @ irgendeine komplexe Zahl, so gibt

es zu jeder komplexen Zahl z; eine homologe Zahl z,
fiir welche die Ungleichung

;zz—aJ2<;—}—‘a"2
Vi3
4

besteht.? Fallsié]alg ist, gibt es sogar eine

homologe Zahl z, fiirwelchedieschirfere Ungleichung
4 ‘
(g2 —a 2< - la
| ~ V13
besteht, und zwar mit dem Kleinerzeichen aufler in
den folgenden sechs Fillen, in welchen Gleichheit

gilt:

| e - | i =2 | -
4dc a4c a-dc,latetigte (4t
a = — — g — (o ——— f— — &, -~ &
4 | 4 4 4 4 | 4
2 2 2 =2
| € g g € I € g € €
21:‘ . 32——— — g = E2_ c =
2 2 20 2 2 2 2 2‘ 2 2 i

Die Gleichung

I

z?—a *= - a ? bzw.
» ! 2
3

47-‘41
Vi3
stellt bei konstantem « und variabelm z in der z-Ebene eine

Cassinische Kurve mit den Brennpunkten - Ve dar, und
der Satz kann auch so ausgesprochen werden, daf3 diese Cassini-
sche Kurve zu jedem Punkt der Ebene wenigstens einen homo-
logen Punkt im Innern enthilt, abgesehen von den sechs Aus-
nahmsfillen, in welchen zwar kein homologer Punkt im Innern,
wohl aber einer auf dem Rand liegt.

Beachtet man, daBl mit 2z = z; stets auch ze =z und z¢?
= z,e% ist, so sieht man‘sofort, daf3 die Behauptungen des Hilfs-
satzes ungedndert bleiben, wenn man a, 7, z durch as, 24c%
ze? oder auch durch as?, z;¢, z¢ ersetzt. Daher geniigt es, den

75
256
schirfung, dic aber fiir dic beabsichtigte Anwendung keinen Vorteil bietet.

. . . 1 .
T Der Beweis liefert sogar < + |a|? statt < -+ |a}? eine Ver-
- 3
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Beweis fiir den Fall zu fiithren, dall der Arcus von a zwischen

——z und + 7; (einschlieBlich) liegt. Setzt man demgemif3
(3) a=ao-+B87  (x, B reell),

so ist also

@ Bl =als.

Von den sechs Ausnahmsfillen bleiben dann nur der erste und
vierte Uibrig, aus welchen die vier anderen durch die angegebe-
nen Ersetzungen hervorgehen.

Zu jeder Zahl z; gibt es unendlich viele homologe Zahlen
2 =x + ¢ (x, ¥ reell), fiir welche

Vi Vs
(5) 4 Y = 4
ist, und unter diesen wieder genau cine, fiir welche
©6) —<x<-

ist. Da aber die Behauptungen des Hilfssatzes offenbar unge-
andert bleiben, wenn man z durch — z oder wenn man z durch
-+ z und zugleich @ durch a ersetzt, wo der Querstrich die kon-
jugiert-komplexe Zahl andeutet, so geniigt es, von dem durch
die Ungleichungen (5), (6) charakterisierten Bereich nur den
folgenden Quadranten zu betrachten:

o<y < KS .
-7 7 4
Alsdann scheidet auch der vierte Ausnahmsfall aus und es bleibt

=2
. . . <
nur noch der erste {ibrig, wobei zu beachten ist, daf3 S

_ ! _f“.4]/_3f wirklich im Bereich (7)

o) oLx<

¥

2

Il

2

ist und dafB3 die Zahl —

=2
c
2

liegt.
%etzen wir nun, wenn z = x - v 7 eine Zahl des Bereiches
(7) bedeutet,
(8) 2—a?— a® =P,
(9) (z—1)?—a ?—a *=Q,
(10) (z+1)2—a 2— a *=R,
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so wird der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen sein, wenn wir
zeigen konnen, daB immer wenigstens eine der Zahlen P, O, R

kleiner als : ist. In ausfithrlicherer Schreibweise ist

(1) P=(x+yH—z2alx’—y%) —4fxy,

(12) @=[1—x)2+y1*—2a[(1—2) =3+ 4B (1—2)y,
(13) R=[(1+2)2+322—2a[(1 +2)2—»* ] —4B(1 +2)y.

Hicraus bilden wir die beiden Linearkombinationen

. !(I—x)P—}—xQ-:u———g,uz—}—22¢v+7/2+2(v——u)a,
14) L wobel#=ux(1—x), v=27%
. 1 .
\ 'r<1—“x2—y2>P+I<x2+y2+x)Q+ (22— R
(15/4' 2 2
U =y2—3x" 4 3y + 6y°x% + 324

Aus (14) folgt, da die Multiplikatoren von P und @ wegen
(7) nicht negativ sind,

Min (P, Q) < u—3u*+2uv+ 02+ 2 (v —u) o
und hieraus speziell fiir v < 2, weil o wegen (4) nicht negativ ist,
Min (P, Q) < 5 — 302 4 202 + 0t = 5 = x (1 — %) §;<;

Fir o > # dagegen, also fiir ¥ - ¥2— 21 > o, sind dic Multi-
plikatoren von 2, @, R in (135) positiv, so daf} aus (15) folgt:

Min (P, 0, RB) < y*— 32° 4 3p* + 6y%x% 4 32
und mit Ricksicht auf (7):

Min (7,0, 8) £ & m s 24 94 o

16 256
— 75 —_— 222 5__ 2] < 75 I
236 Y (8 x)";256<3'

Damit ist der erste Teil des Hilfssatzes bewiesen. Der zweite
Teil ist bedeutend schwieriger. Was zuniichst den verbliebenen
Ausnahmsfall anbelangt, so bestitigt man leicht, daB der Aus-

o [
I e e '
druck 2*—" " " firdiesechs untereinander homologen Zahlen
e? ¢? g? g2 g2 e?

et o T B T EE . apu
2 2

(]
bt
8]
(]
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gleich 1 wird, wéhrend er fir jede andere dazu homologe Zahl
2 dTe

gréBer als 1 wird. In Fig. 1 ist die Cassinische Kurve ‘z“ — |

= 1 mit den sechs homologen Punkten auf dem Rand gezeich-
net; man sieht ohne weiteres, daf} alle anderen homologen Punkte
im Auflern liegen.

L7

Figur 1

Nachdem der Ausnahmsfall hiermit erledigt ist, schicken wir
dem allgemeinen Fall drei Bemerkungen voraus. Zunichst gilt
von jetzt an, da es sich nur noch um den zweiten Teil des Hilfs-
satzes handelt, die Ungleichung

(16) 3<ia< Vis,
4= 4
Wegen (3) und (4) ist
a2 = a2 gR g0t

und da o wegen (4) nicht negativ sein kann, ergibt sich

' A
(17) w223,

. , Vi3
Ferner hat die Funktion -+ x — 2 im Intervall 3 < x < —

Vi 47 4
thr Minimum nur am Endpunkt und es ist glelch . Da die
Zahl |a| nach (16) in diesem Intervall liegt, ist also
(18) - |a|— | a|? Gleichheit nur ﬁir[aizVTS.
16 = 1/ 13 ' 4

Nunmehr teilen wir den Bereich (7) in die folgenden drei Teil-
bereiche 9, B, €:

« Vi

‘I/\
'I/\
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=
B: o<x< V — ¥} oLy <>

2
62 o <j p (\\ __~-!//i 5 _%'_1631 <::.y =
813

Die drei Bereiche, von denen jeder eine andere Behandlung er-
forderlich macht, sind in Fig. 2 gezeichnet; Kreis und Parabel

Y
P N
AR

Figur 2

berithren sich dabei. Die Bereiche 8 und € lassen sich augen-
scheinlich auch durch folgende Ungleichungen charakterisieren:

B Og,r<;’ Va— sty < ST 10

8V'3
5+ 162 Vs 3
813
Das Programm zum Beweis des zweiten Teiles des Hilfssatzes
gliedert sich nun folgendermaBen:

@’:o§x<—;, <y <-

Im Bereich 9 werden wir beweisen:
<‘I9> MinPQ)/fI la|—]al? in 9.
Im Bereich ¥ werden wir be\ieiscn:
(20) Min (2, Q, R) < % |a|—lalz  in 9.
V13

Im Bereich € kommen wir mit den Ausdriicken 2, Q, R
nicht aus; wir benétigen noch die beiden folgenden:

(21) S=|(z+e—al2—al?
(22) I'=|(z—e)P—al>*—|al?

oder ausfithrlicher geschrieben:
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o+ Tl
L B | (A I )

+ 48 (; + m) (1/23 —y);

Alsdann werden wir beweisen:

(24)

(25) Min<P,Q,5,T)<V4 la|—lal? inG.
I3

Mit (19), (20), (25) wird dann auch der zweite Teil des Hilfs-
satzes vollstindig bewiesen sein.

§ 4. Der zweite Teil des Hilfssatzes fiir die Bereiche 2 und 9.

Im Bereich % ist 0 < ;: —ar < V;——y‘“’, also durch Qua-

drieren (; —x) ) < -;-—yg oder schlieBlich: y% < x --22 Mit

der bei Formel (14) angewandten Bezeichnung ist also v < u
und aus (14) folgt

Min (P, @) < 2 — 32> -} 2uv + 02,
Wenn nun 2z <_ 13—6, so ist also wegen v <

Min (P, Q) < u— 30* + 2u® 4 u® =u<1%
und folglich wegen (18)

: 4 — | al? ur # 3 .
(26) Min (2, Q) <Vﬁ‘a[ || (f <16)

Wenn dagegen = > ;136" aber natirlich 2 =z (1 —x) < ;, s0

ist nach (14), weil nach (7) ja v = 9% < *_ ist,

3
= 16
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J . 2 . 3 A9 , »3 .
Min (2, Q) <u— 30+ 2u I6+256T2<6 za)
11
= (8 ——20.) u——31¢2+256—]— a-—f(n)
und zwar Gleichheit héchstens fiir v = -136' Fur die Ableitung
von f (u) gilt mit Riicksicht auf (17) die Ungleichung
6 3
S = —-——20—6u< 8——6--16-<O.
Folglich nimmt f () mit wachsendem # ab, und man erhid
fon N I /‘ 3 — ~II,_.') .j,_ . 9
Min (£, ©) gf‘”>—~\'f(16) “(s “”‘) 16 256

9 3 3
T 26T 8% 16
und zwar Gleichheit héchstens fir # = 136’ v = 136 Daraus folgt
weiter mit Ricksicht auf (18)

(26a) Min (P, Q) e

ﬁvdﬂ—MF(Mu;Q

und zwar ist Gleichheit héchstens méglich, wenn gleichzeitig

[a[=1/13, =3, p=-3

16° 16’
/-'1 e Ve 2
AT S L IR I
4 4 2
ist. Alsdann ist aber nach (11) und (12)
U V3 .
o 16 4_0' 4 )= 16 21- B V\)):
Do o
Q—~I6 40’. J 4 @—16 4 (o" BV3)

Daher ist Min(2, Q) = ; nur fir o —B V3 = i Zusammen

mit «? 4 B2 = [a]2=-12 und « > o gibt das:

Vs,

=7 g _7+Vi3i_a+te
o 8,(3— 8,alsoa——-——8 e

4
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Das ist also der bereits erledigte Ausnahmsfall. Von diesem ab-
geschen gilt daher in (26a) nicht das Gleichheitszeichen. Mit
(26) und (26a) ist die Giltigkeit von (19) nachgewiesen, also
der Bereich U erledigt.

. . . . I
Wir wenden uns zum Bereich 8. In diesem ist ~ -— x
2

s V — 32 und folglich durch Quadrieren 2% —x -+ y* > o.

Daher sind die T\41111:1phl<:1torer1 von £, Q, R in (15) positiv und
aus (15) folgt:

Min(P, @, R) < »*— 32% + 3% + 62%2% + 324

(5 4 1624%)% (5+ 16x2)4
< 2 2
= 8& 3 +3 3..
22
+6(5+I63x) 2t 3,

Durch Auspotenzieren und Ordnen erhilt man

R)<D 5 89_4,7:;(2_}_,2,99354—[—44:;6—}— 16-,1'8.

e
Min (P, Q 8. 6 oy ; 3

)y =

Wegen r< (vgl. B") folgt hieraus:

Min(P, 0, R) < 53789 _ 47 124 299,

4
8.3 64" 24 + 6 +

mit Ausschlufl der Gleichheit. Dieses quadratische Polynom von

4% hat sein Maximum nur am Rand des zulissigen Intervalles,

I 0 I ..
also fiir x% = o oder fur 2% = 6 For x® = 6 kommt der gro-

Rere Wert heraus, und zwar -136' Daher ist

Min(P, 0, R) <=
und folglich mit Riicksicht auf (18) auch
. 4
Min(P, Q, R) << - *_|a|—]|a >
V13

Damit ist die Giltigkeit von (20) nachgewicsen, also der Be-
reich 2 erledigt.
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§ 5. Der zweite Teil des Hilfssatzes fiir den Bereich ©.
Wir machen die Transformation

1-—g I—
(27) x = 44,3/—1/3 e

Dadurch gehen die den Bereich € charakterisierenden Unglei-
chungen € {ber in

g o081, 0< 6n< 28 —E2

Die Ausdriicke (11), (12) transformieren sich in

p =843 —m1  G—8*—3(—mn°
(29) 256 16
i PRV Gl N Gk )
BV3 . :
0— (G+22+30—n72  G+E*—30—n?
(20) 256 16
+ B ]/_3 Q’i E)O:.YQ
4 b

und die Ausdriicke (23), (24) in

MR gt 48R —3 (1)
236 16

R PR CE L E D
4 )
B850+ G—92—30+ 1"
G1) 256 16
by GTROED,
4

Man sieht, da3 S, 7 aus P, Q hervorgehen, indem man &, 7
durch — &, — o ersetzt.

Nun definieren wir eine Zahl y durch die Formel
(32) BV 3=a—r.

Nach (4) ist dann | — v | < 3%; also insbesondere y — « < 34
oder

(33) i 4o >y
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Setzt man den Wert fir 8 V'3 aus (32) in die Formeln (28), (29}
ein und ordnet nach Potenzen von £, 7, so erhilt man:
I Y 1—8a+ 4y

T . 3+ 8o+ 4y
P_I6+4 16 16 "

(3] g, (G808 2 G 8ut8y) B+ 3 (5 + 80) ]

— gy G I @3t €

_ 9 3¢, 9—8a—4y —9—24a+ 127
Q_I6 4+ 16 &+ 16 q

(33) + 611 [(15—80)E*—2 (9 + 8a—8Y) &n+ 3 (9 8a) 2]

N (A Ra L)

+ o E—m) B s

und die GroBen S, 7" gchen hicraus hervor, indem man &, 7
durch — &, — 7 ersetzt. Aus P, O, S, 7 bilden wir die folgen-
den Linearkombinationen

P+ S ; )
P Y L —sw g2 G881 By
(36) 2 16 4 64
1
3 (548 ] 4 o (€% 39D
OHT_ 9 3y I as—8)8—2 o+ 8a—8p)
Gni 2 O 4 o4
2 I 2 A2\ 2
+3(9+8a>n]+'256(2 -+ 319%
Q+35_3 ;3—8a+to2y, Oy
T4 6" 16 St 6
(38) + 614 [(6— 8) E2—2 (82— 8Y) &1 + 3 (6 + 82) 7]
[ 73 1 - 2 2 I z2 -A2Y 2
ol 128(‘C’ ) (& +3'/)+256<€ + 37°) %
Nach (17) ista:igund wegen G isto;ﬁn{é.Dahcr folgt

aus (36) .
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Min (P, §) < g+ + g [0+2 (3— 8+ 8) 80 - (5 + 80) &)

1 [4,,\%
T 256 (3€>
1,y 11—8x+ 16y, A
_16+4+ 64 - 144
o1y mn—3+16y, &
__=16+4+ c r;+144.
Falls v §; ist, folgt daher:
Min(?, §) < &+ L+ Sty + =
! 16 12 24 q 144°
Wegen € ist £ < 1 und aullerdem
PR za;— g2 < I
Gon<<—¢ =g
so daf3 sich weiter ergibt:
. I I s 1, 1 3
Min (2, S) < 16+'12 +24 6+ 144 16’

also auch wegen (18)

Min(2, S) <C i la|—|al?
1/1'7 :

bl

Damit ist fir v < ; die Ungleichung (25) nachgewiesen, also
der Fall v+ < i erledigt.
3

Aus (37) folgt, weil wegen € ja 0 < 7 <C 3;3 i
D

Min (Q, T) < 196— 1 614 [(15 — 8a) £2— 2 (9 + 8x— 8Y) &y

: RENCIPAY
+ o+ s g + 5 (e

9 3 T geri oL

=16 4 Tggl1s— 808+ (—9—8x+16v)%1]
2134

+144'
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FaBt man hier die Glieder mit v zusammen, so erhilt v den ne-

3+ &

gativen Faktor j\}w,,’- die rechte Seite nimmt also mit

wachsendem v ab. Wenn daher speziell ¥ _Z = ist, ergibt sich:

_,___2 T 2 (_ &
Min(Q, T)< I6+64[<IS 8o) E2 4 (—o— 80(—%—12)&7]] s
Nun ist £2 < 1, &9 2 0; der Faktor von £?% ist wegen o < |a| <1
positiv und der von &7 ist gleich 3 —8a«, also < o wegen (17).
Aus der vorigen Ungleichung ergibt sich daher weiter:
Min(Q, T 15 — 8u —
@ 7)< g (s—8)+
< 15 —4la —— Jwegen (17)].
64(5 4| |>+I44[ gen (17)]

Daher ist auch

Min(@, ) —  * al—lel?) < ¢+ 1 —le]
— lal st Lalt

Hier hat die rechte Seite als quadratisches Polynom von la| ihr

Maximum am Rand des zulissigen Intervalles, also fir la| = 3
. Vi3 . . . .
oder fir |a|= o In beiden Fillen ergibt die Ausrechnung

einen negativen Wert und folglich ist

Min(@, 7)) << *(d[—ialz

13

Damit ist auch fiir v > = die Ungleichung (25) nachgewiesen,

3
4
also der Fall v _er erledigt.

Somit bleibt nur noch der Fall

1 3
= < A
(39) ;=T
ibrig. In diesem Fall folgt aus (38), weil nach € ja o < n <~

25— %

6 <3

ist,
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8o+ 2 ¥ ro
Min(Q,S)<-136+3 f6 et XL r—gy

g, [(6-—82) & — 2 (8 — 81) &n + (6 + 8) )

bl ) dei e

128 3 3

3 _8”+4Y>«
—l— 6 6

+ 64 [(6 — 8o — 4Y) E% 4 (6 — 8a + 16Y) &1]
E3 E»}

+ +576

Hier ist nun der Faktor von &7 gleich

6
6—Sa.+16*(>6——87.+I34>8—8<7.>o.

Daher ergibt sich mit Riicksicht auf 4 / : und auf o <& <

3 8. Ty
Min(Q, )<< 3 37544
+e [(6—8a~4{>a2+<6—8a+16w A
g2
Tt
_ 3 o —,_80';*— 4Y .EZ. I 2
—16+- e q+576(97 96 + 12v).

Jetzt ist der Faktor von £? positiv und wegen o <& < 1 folgt:

3 — 8u. Y . £
Min(Q, S f6+~’ LA <6 (97— 962+ 127)

= 16 376 (205 — 3840 - 1567).

Nun ist
(o —v)2 4(7“—’)UY+Y-
3 3

Hicraus folgt durch Auflssung nach o:

Jalt=ot 4 g2 =att

4=y £ Vi2[a[?—3y*

10
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und wegen (33) gilt dabei nur das obere Vorzeichen. Durch
Einsetzen dieses Ausdrucks in die letzte Ungleichung erhilt man

1\/_[11'1 <Q) 5) < 'I (205 + 6OY —_— 96 -i/‘ a | - '7-\{ )

576
Die rechte Seite wichst mit v, und da jetzt ¥ <i ist, ergibt sich

Mi Y < 3 E" ! ! | 2 27
in(Q, S)\.16+§76 205~ 45— 90 12]a| RTIA

und hieraus weiter

Min(@, $) — [ ¥ |a]|—]al®
(40)[ (‘/‘3 |

<3+ S (r25— 12 102[alf—27)— *

"88 I(Z‘_}_’(Z;z'

V13
Bezeichnet man die rechte Seite zur Abkiirzung mit f (la|), so
erhidlt man durch Differentiation:
y £ 12-102]a] 4
al)y=— 2. —
s (lal 288 | 192 al2—27 V13
£ 12+192+ 27
7 al) =-=

+2al,
2 > 0.

Daher hat die Funktion f(|a|) im Innern des zuldssigen Inter-

valles kein Maximum; das Maximum kann sich also nur am

/ 2
Rand finden, d. h. fir |a| = i oder fiir |a] = ] 413. Nunist aber

erstens

3y __ 3 3
A3 =i+ o eV — At

3 17 3 9

<3 34

=688 )56
3 I 3 I3 3

< . _}_* = 5 0
167167 ), 6 )03

und zweitens
Viz) _ 3 & o To0) — I3
f( LT 6 288 (125 —12V120) —1 4 o

< 2V 120) = © 1211
8(125 12} 129)<288 (125 —12-11)<_ 0.
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Daher ist /(|a|), d. h. die rechte Seite von (40), in jedem Fall
negativ und aus (40) folgt

Min(Q, S)<1—/4I3—|a|—|a|2.

Damit ist auch im Fall %< . <i die Ungleichung (25) nach-

gewiesen, womit nun alles erledigt ist.

§ 6. Anwendung des Dirichletschen Schubladenverfahrens.

Sei p eine komplexe Zahl, die nicht dem Korper §t(z) angchért.
Wir betrachten, unter 7 cine beliebig grof3e natlrliche Zahl ver-
stehend, die (72 -~ 1)% ganzen Zahlen des Kérpers $t(s)

g=a-+ be (a, 6 =0,1, ..., 1)

und bestimmen zu jeder eine ganze Zahl p des Kérpers §i(e)
eindeutig durch die Forderung, dali, wenn

(41) 07 —p =x + yi (x, 3 reell)

gesetzt wird,
V3
o< xr<C1,0< y<< 23»

ist. Die (% + 1)% Zahlen (41) sind alle voneinander verschieden,
weil p nicht dem Koérper $(s) angehort. Teilt man das Recht-
eck mit den Ecken

O,

/2 /3
I, 1—2%', 1+ 1—53 Z

. . : : - I |4
in #* dhnliche Teilrechtecke mit den Seitenlingen = und 3,
n 27
so mussen von den (7 4 1)* Zahlen der Form (41) notwendig
einmal zwei verschiedene dem gleichen Teilrechteck angehéren,

etwa pgy — p; und pg, — p,. Dann ist aber

2
le (71 Qz)—(ﬁl"ﬁz>[§7ll/l+4_

Fir 2 > 1 folgt hieraus ¢, = ¢,, und aulerdem ist |71 — 2|
< % V3. Daher ist

‘Jp_ﬁlhﬁ2lgi 1/7

vy

23

Va1
91— 92 A2”l91_“92i:;2|91_42|2.

10%*
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Pr—Ps_ P

Setzt man also —* =% wo p, ¢ relativ prime ganze
91— 92 ¢

Zahlen des Korpers §(e) sind,! so ist erst recht

P Vi o Var

g —2nlgl= 2lq]¥

Da # belicbig grof sein darf, ist hiermit dic Existenz unendlich

vicler Paare ganzer relativ primer Zahlen p, ¢ des Korpers §i(e)
nachgewiesen, fiir welche die Ungleichung gilt:

\ V’I

1P Y‘_ZIQI

p—

§ 7. Beweis des ersten Teiles von Satz 3.

Nunmehr sind wir in der Lage, auch den ersten Teil von Satz 3
zu beweisen. Wir definieren eine Zahl 8 durch die Formel

42 _ 3
(42) e Pt

Dann gibt es nach § 6 unendlich viele Paare von ganzen relativ
primen Zahlen p, ¢ des Korpers §(g), fur welche

]21

15 <

ist, und weil ¢ nicht dem Kérper () angehoren soll, ist & == o.
Zu jedem so chen Paar p, ¢ kann man zwel ganze Zahlen g4, ¢4
des Korpers $§t(e) so bestimmen, dal

(43) P —gpr =1

ist. Die Zahl ¢, ist dadurch nicht eindeutig bestimmt, sondern
nur modulo g. Der Bruch {;—1- darf also durch jede homologe

Zahl (Definition siche Anfang des § 3) ersetzt werden, die wir
noch geeignet auswihlen wollen.
Fir |g] > 1 ist nach (43) gewil} ¢, == 0. Setzt man daher ana-
log zu (42)
£ %

\ - = 1
(44) B = oot

1 Das kann man, weil im Korper §t(e) bekanntlich jedes Ideal ein Haupt-
ideal ist; es gibt sogar einen Euklidischen Algorithmus.
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so ist

3y P b P O 1 8
= — = -— + 1 + -
0 T ¢ o @ 9n P

also

N AL T O A
(45) 81—q+8(q) _Sl(q+23) 482]'
Indem man 71 erlaubterweise durch eine geeignete homologe
g
Zahl ersetzt, kann man den Ausdruck
lfor 1\ 1 ]

g ' 23 4932

nach dem Hilfssatz des § 3 abschitzen und erhilt dann:

) I 5|2 it
(46) |3| /i8| ( 16| |) |3| +I6|8|2

Nach dem zweiten Teil des Hilfssatzes ist fur 3 <- |18| < V413
I I
also fur < |812< " sogar
VI —l | -3 &
18,2 |82 .
V13 4] 8 |2 V13
und zwar Gleichheit nur in den sechs Fillen
L 4teade dde a4ttt g+4et
407 4 4 4 44 4
v, 1 _ | ¢? c I e | I g?
q +28_ 2 2 2 2| 2 | 2

In allen sechs Fillen wire nach der zweiten Zeile —< in (=)

23
enthalten, nach der ersten Zeile aber nicht (vgl. den Beginn des
§ 2), so daB keiner dieser Fille eintreten kann. Somit gilt in
der letzten Ungleichung nie das Gleichheitszeichen und es ist

(47) S, 12<C —, falls - < [3p< !
3] Vs 1/13_'[ |—3

Zu jedem der unendlich vielen relativ primen Paare p, ¢, fiir

V
welche |8 < yalso |82 < = = 1st wihlen wir nun ein Paarpy, ¢,
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gemdl} den Forderungen (43), (46) und gegebenenfalls auch (47)
aus, was offenbar wieder unendlich viele verschiedene relativ
prime Paare p,, ¢, gibt.! Wenn dabei einmal | 8 |2 2> 2 ist, so ist
nach (46)

2 Yooty 2t 4
|8 f2<C Max (3+16x> 3_1,4_16-21<2

Daher ist von den beiden Zahlen |8 %, |3, |? immer wenigstens
eine kleiner als 2. Es gibt also auch unendlich viele Paare p, ¢,
fiir welche | 8|2 <Z 2 ist. Wenn dabei cinmal |3 | _Zi ist, so
ist nach (46)

\81|2< Max (’;‘_}_,I_):z_{_ 1 <3_.

16x 6.2 .
3cpen X 3 6.2 4
=
Daher ist unendlich oft auch |3 [? <i Wenn dabei |3]?* > ;
ist, so ist nach (46)
N x I 3, 4 I
e e [Ty )_ i
: 16: 3 16-3 3
1 < 3 \3 23 34 3 3
Daher ist unendlich oft auch |3 [*<Z -. Wenn dabei | 8 {*_ !
- V13
ist, so konnen wir (47) anwenden und finden |3, {2 < ]—/I . Da-
13

1 Allerdings ist nicht ausgeschlossen, dall einmal zu zwel verschiedenen

Paaren p, ¢ dasselbe Paar p;, ¢; gehort. Da aber die Briiche 7 mit wach-

sendem | ¢ | die nicht in & (¢} enthaltene Zahl p beliebig approximieren, und
da nach (43)

A 1 -1

¢ 0 el =gl

ist, so kommen die Briiche ‘ZI ebenfalls der Zahl p beliebig nahe; es sind
1

also unendlich viele verschiedene. Zugleich sieht man, dafl mit [¢| auch

das zugehorige | ¢ | beliebig grof wird, weil dann ‘;1 beliebig nahe an p
1
herankommt.
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her ist auch unendlich oft 3|2 < ]71 5 d. h. es gibt unendlich
I3

viele Paare p, ¢, fir dic

o— =
9 Visgl

ist. W.z. b.w.

§ 8. Neuer Beweis des Hurwitzschen Satzes (Satz 1).

Der zweite Teil von Satz 1 ldfit sich ohne Benutzung
von Kettenbriichen ganz leicht analog zu dem Verfahren des
§ 2 beweisen. Das ist bereits in meinem erwihnten Buch
,Irrationalzahlen durchgefithrt (Satz 33) und mag hier Gber-
gangen werden. Es handelt sich um den schwierigeren ersten
Teil. Dazu beweisen wir als Analogon zu dem Hilfssatz des
§ 3 den

Hilfssatz.! Fiir > < a2 < >

81 = T4
zycine modulo 1 kongruente Zahl z, fir welche die Un-

gleichung
| 22— a] gV-‘*“—
- 5

besteht, und zwar mit dem Kleinerzeichen, auBBer im

gibt es zu jeder reellen Zahl

Fall a :jr, 2 E (mod 1), in welchem Gleichheit gilt.

‘ 2
Der Ausnahmsfall ist klar, da (:t ;) —? =1 und auch

{ 2 i
(:i:?)) ~—jr’ =1 ist. Fir den allgemeinen Fall bemerken wir,

dall es zu jeder recllen Zahl z; eine modulo 1 kongruente

! Der Hilfssatz 1a63t sich in mannigfacher Weise modifizieren. Beispiels-
weise hat mir Herr Hausdorff die folgende brauchbare Variante brieflich
mitgeteilt:

Ist @ =0, so gibt es zu jeder reellen Zahl z; eine modulo 1 kongruente
Zabhl z, fiir welche die Ungleichung gilt:

2t —al| él/js-i«;a-
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Zahl z sowoh! im Intervall — ;<3 <~ als auch in einem

[ SR

der beiden Intervalle — 1 <72 <7 — i,

< 2z < 1 gibt. Man

[ S I

kann also z nach Bedarf so wihlen, dafl o < 22 < ;; oder so,

daB;r <22 < st

20
Wenn nun erstens o < a< ist, wihlen wir o < 22 <

e—a<ig]/e
Ol 5

erhalten

Wenn zweitens g g ist, wihlen wir ;g z2< 1 und
erhalten
P2—a<1—a < 5~,
- -9
. 5_1_3 5
3178 < 9’

also zusammenfassend
o2 (e ) /E sV
—a|< < Va—"}= i e .
| —als 5 TV 3 5 oVs ¥ s

Wenn schlieBlich drittens 7 <& < ° ist, wihlen wir eben-

o0 Ut
oo

falls ;_ﬁ 2?2 < 1 und erhalten

I
—ag<Ll1—a<la— ",
= 4

a—z2 < g—

= ’
4
also zusammenfassend

|s2—a| < a—~;= V45—‘i~ ('25—1/41) <Va+ 21‘/5) g]/‘*s“.
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Dabei kommen lauter Gleichheitszeichen nur, wenn e =

I I. .
zugleich 2 =4, also z = st das ist aber der angegcbene

Ausnahmsfall. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Ist nun p eine irrationale Zahl, so licfert das Schubladenverfah-
ren in bekannter Weise unendlich viele Paarce relativ primer
Zahlen p, ¢, fur die

P —“P < Iz
g g
ist. Setzt man analog zu (42) wieder
p 8
18 =2
(48) e il

so ist also |8|<C 1. Bestimmt man dann die ganzen Zahlen p,,
¢4 so, dafl pg; — gp, = 1 ist, und setzt man weiter

_ b3
(49) e o 7

q

so ist g; nur modulo ¢, der Quotient ** also nur modulo 1 be-

stimmt. Der Hurwitzsche Satz wird bewiesen sein, wenn sich
zeigen 14Bt, daB bei geeigneter Wahl von ¢, immer wenigstens

1
eine der beiden Zahlen |3, |3, | kleiner als i/S— ist.
Nun ist aber wieder {vgl. (45)]

o amifeyal

I 1 1 5 .
und wenn |8 > ——, also  <C-_, <7, so ist der absolute
312 Vs 4 4977 4

Betrag der eckigen Klammer bei geeigneter Wahl von ¢, nach

dem Hilfssatz
) Ve
54807 (3] Vs

und daher nach (50)

1
18| << o=.
Vs
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Eine Ausnahme konnte nach dem Hilfssatz nur stattfinden, wenn

o 75 71 L
T4 g + ; -+ ganze Zahl

wire. Nach der zweiten Gleichung wire dann § rational, nach
der ersten irrational, so daf3 die Ausnahme nicht Platz greifen

kann. Fur [3] > ]71 ist daher immer |3, | < W.zb.w.
5 :

Vs
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