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Dreifach orthogonale Kurvenkongruenzen. 

Von M. Lagally in Dresden. 

Vorgelegt in der Sitzung vom 5. November 1932 von S. Finsterwalder. 

1. Ziel der Untersuchung. 

Unter den dreifach-orthogonalen Kurvenkongruenzen im eukli- 

dischen Raum haben diejenigen das meiste Interesse gefunden, 

die sich zu dreifach-orthogonalen Systemen von Flächen zusam- 

menfassen lassen. Nach dem Dupin sehen Satz sind die drei 

Systeme von Kurven, in denen sich diese Flächen schneiden, ihre 

Krümmungslinien. Für die Existenz eines dreifach-orthogonalen 

Flächensystems sind die Lamé sehen Gleichungen, ein simultanes 

System von neun Differentialgleichungen erster Ordnung zwi- 

schen geometrischen Größen, charakteristisch. 

Dreifach-orthogonale Kurvenkongruenzen, die sich im all- 

gemeinen nicht zu dreifach-orthogonalen Flächensystemen zu- 

sammenfassen lassen, treten bei der Untersuchung des Feldes 

eines allgemeinen symmetrischen Tensors zweiter Stufe auf, der 

jedem Punkt des Feldes drei aufeinander senkrechte FTauptrich- 

tungen zuordnet, die die Tangentenrichtungen dreier sich senk- 

recht schneidender Kurvenkongruenzen bilden. Das bekannteste 

Beispiel aus der Mechanik sind die in jedem räumlichen Span- 

nungsfeld vorhandenen drei Systeme von Spannungstrajektorien. 

Die Bedingungen dafür, daß drei Kurvenkongruenzen ein der- 

artiges Orthogonalsystem bilden, scheinen nach der geometrischen 

Seite hin nicht näher untersucht worden zu sein. Nach der ana- 

lytischen Seite hin sind allerdings zahlreiche Untersuchungen an- 

gestellt worden, deren Ziel viel weiter gesteckt ist, und die sich 

mit w-fach orthogonalen Kurvensystemen in Riemannschen 

Räumen und mit den Eigenschaften der für ihre Existenz cha- 

rakteristischen Riccischen Drehungskoeffizienten befassen.1 

Demgegenüber ist das Ziel der vorliegenden Untersuchung die 

Aufstellung eines Systems von Bedingungsgleichungen, denen 

1 Vgl. T. Le vi- Ci vita, Der absolute Differentialkalkül, 1928, Kap. 7. 
Sitzungsb. d. math.-naturw. Abt. 1932. III. 
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die geometrischen Größen genügen müssen, welche ein dreifach- 

orthogonales Kurvensystem bestimmen; diese Bedingungsglei- 

chungen müssen die L am eschen Gleichungen als Spezialfall 

enthalten. 

Als Anwendung sind die Gleichgewichtsbedingungen eines 

Spannungszustands, bezogen auf die Spannungstrajektorien, 

aufgestellt. 

2. Das begleitende Dreibein und seine Drehung. 

Für die Wahl des begleitenden Dreibeins einer Kurve aus einer 

der drei Kongruenzen gibt es zwei naheliegende Möglichkeiten. 

Erstens kann man das Dreibein der Einheitsvektoren t, n, b 

in Richtung der Tangente, Hauptnormale, Binomiale verwenden ; 

dann erhält man die Frenetschcn Formeln. Diese haben für 

eine Kurve der ersten Kongruenz, wenn man sämtliche auf sic 

bezügliche Größen durch einen unteren Index i kennzeichnet, 

und wenn man das Dreibein als Rechtssystem voraussetzt, fol- 

gende Form : 

dti 
dsj 

v dni 
ds

i Hi -1 

d\ 
ds1 H 

px und Tj sind der Krümmungs- und Torsionsradius; 

= bx X tx = 

= b1X nx = 

= bx x bj = 

v2) ï*i — ti + t>i ii Pi 

ist der Vektor der Drehung (D arbouxscher Vektor). 

Diese Wahl des begleitenden Dreibeins hat den Nachteil, daß 

sie für jede der drei sich in einem Punkt senkrecht schneidenden 

Kurven ein anderes Dreibein notwendig macht. Diesem Nach- 

teil entgeht man, indem man die drei Tangentenrichtungen tx, 

t2, t3 der drei Kurven selbst als Dreibein nimmt. Setzt man den 

Drehvektor für die Bewegung des Dreibeins längs einer Kurve 

der Kongruenz (i) mit unbestimmten Koeffizienten in der Form 

(3) A = cd T~ cd^ tn fi- od 1t3 
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an, und nimmt man das Dreibein als Rechtssystem an, so ergibt 

sich für seine Bewegung folgendes Gleichungssystem: 

(4) 

dtx 

ds1 

dt2 

ds1 

dt3 

dsi 

= Uj X tx = CL tg ^ 1 ^3 ) 

— It^ X to — ^1^1 * f" \ tg \ 

Itj X tg -—- CI 2 tj CI ^2 tg ^ • 

Die Koeffizienten ah\ lassen sich formal berechnen: 

dt2 , ' d\* , 0 dt* , o dt 

1 (5) aX'-ds 'iz~ 

^tg , o ^tg , ^ 

'^'t2: a'1~ds1’
tl] 01 i/ji ' tl! 

will man sie aber durch geometrische Größen ausdrücken, so muß 

man das zweite Dreibein auf das erste beziehen. 

Werden die Richtungen nx und bx durch eine Drehung um den 

Winkel ax in die Richtungen t2 und t3 übergeführt, so ist 

ltx = t2 cos ocx — t j sin a.j ; 

also nach (1) 

dtY I , i . , 
= * — cos a-, t, sin a, 

ds 1 Pi Pi 

Anderseits ist 

t2 = ltx cos ax + bx sin ax; 

t3 = — nx sin ax -f bx cos ax. 

Hieraus erhält man durch Differentiation nach und geeig- 

nete Zusammenfassung unter Verwendung der Frenetschen 

Formeln : 

dt, 

ds1 

dt,, 

ahy 

— cos a, t, 
Pi 

sin ax tx — 
Pi 

* ^3 > 

Damit sind die Koeffizienten 

(6) «i. o I 
a~1 = sin a, ; 

Pi 

1 

Pi 
cos xx 

und der Drehvektor 
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(7) 1!i 
= ( l- T

-
^) ti 4 sin cc1 to 4 cos ai ^3 

\Ti asi / Pi Pi 

oder 

(70 = + 

berechnet. 

Gleichung (7') hat eine unmittelbar ersichtliche geometrische 

Bedeutung: Die Drehung des Dreibeins tx, t2, t3 setzt sich zu- 

sammen aus der Drehung des Dreibeins tlt lt1; und aus einer 

Drehung gegenüber diesem Dreibein um tx als Achse. 

3. Die mit den Kurven verbundenen Flächenstreifen. 

Wenn sich auch die Kurven der drei Kongruenzen nicht zu 

orthogonalen Flächen zusammenfassen lassen, so kann man doch 

jede Kurve mit einem Flächenstreifen verbinden, auf dem sie 

liegt und auf dem die Richtungen der beiden anderen Kurven 

die Tangentialnormale und Flächennormale bestimmen. Diese 

Zuordnung ist auf zweierlei Art möglich: 

Flächenstrei fen 

der ersten Art 

tj = t Kurventangente; 

t2 = t Tangentialnormale; 

t3 = 3^ Flächennormale, 

t, t, 9? bilden ein Rechtssystem. 

Flächenstreifen 

der zweiten Art 

tj = t Kurventangente; 

t3 = t Tangcntialnormale; 

t2 = 3t Flächennormale, 

t, t, 31 bilden ein Linkssystem. 

Jetzt kann man den Drehvektor längs jeder Kurve in doppelter 

Weise ansetzen, indem man ihn auf das Dreibein tL, t2, t3 bezieht 

und als Koeffizienten die Normalkrümmung N, die geodätische 

Krümmung G und die geodätische Torsion T der Kurve auf einem 

der beiden Flächenstreifen einführt. Die Größen N, G, T sollen 

mit einem unteren Index versehen werden, der die Tangenten- 

richtung der Kurve bezeichnet; außerdem N und G mit einem 

oberen Index, der die Normalenrichtung des Flächenstreifens 

kennzeichnet, auf dem die Kurve betrachtet wird. Für die geo- 

dätische Torsion kann von der Anbringung dieses zweiten Index 

abgesehen werden, da sie auf den beiden Flächenstreifen, die 

sich in einer Kurve senkrecht schneiden, den gleichen Wert hat. 
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Also ist für das Rechtssystem1 

(8a) th ^1 Ä ^V3i to “h fs ! 

und für das Linkssystem1 

(8b) Ui= T^-N^—G^L. 

Daraus folgen für die Koeffizienten aki die Werte: 

(9a) 
1 1 d(/-i __ T 

Tx ds1 

(9b) a\ F= 1 sin x1 = N\ = — G\; 
Pi 

(9c) ai1 = 
1 cos aq = —N2

1 = G3
X. 

Pi 

Diese Gleichungen enthalten die Meus nier sehe Formel, den 

Ausdruck für die geodätische Krümmung und geodätische Tor- 

sion einer Flächenkurve, und sind somit direkt zu verifizieren. 

Sic sagen weiter aus, daß für zwei sich senkrecht schneidende 

Flächenstreifen die Normalkrümmung der Schnittkurve auf dem 

einen gleich ihrer geodätischen Krümmung auf dem anderen ist. 

Der Vektor der Drehung des begleitenden Dreibeins kann 

nun, wenn sein Scheitel auf einer Kurve der ersten Kongruenz 

fortschreitet, in folgende endgültige Form gebracht werden: 

(ioa) % = Tx tx -1- W3! t3 — N\ ts ; 

entsprechende Ausdrücke erhält man durch zyklische Ver- 

tauschung der Indizes für die zu den Kurven (2) und (3) ge- 

hörigen Drehvektoren: 

( i ob) u2 = T212 + N\ t3 — N\ tj ; 

(10c) u3= 

Die Änderungen eines Vektors b, der mit dem Dreibein starr 

verbunden ist, sind dann, wenn sein Scheitel auf einer der Kur- 

ven fortschreitet, nach (4) durch folgende Richtungsdifferential- 

quotienten gegeben: 

1 Wegen der Bezeichnungen und besonders wegen der Vorzeichen vgl. 
M. Lagally, Die Verwendung des begleitenden Dreibeins für den Aufbau 

der natürlichen Geometrie. Münchener Berichte 1927. 
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(t I b) 

(na) 

—-- = u, X b ; 
os., 

(nc) 

Im besonderen ergeben sich für die Acnderungen der das Drei- 

bein bildenden Vektoren selbst durch Ausrechnen der Vektor- 

produkte folgende Ausdrücke: 

Die auf der rechten Seite dieser Gleichungen auftretenden 

Größen Nki und 7) lassen sich nach (9) auf die Krümmungs- 

und Torsionsradien der Kurven und auf die Winkel ihrer 

Schmiegungsebenen mit den Ebenen des Dreibeins ihrer Tan- 

genten zurückführen. 

Wenn die neun Differentialgleichungen (12) verträglich und 

integrabel sein sollen, müssen die Integrabilitätsbedingungen er- 

füllt sein, die darin bestehen, daß die Differenz zweier zweiter, 

nur durch die Reihenfolge der Operationen unterschiedener Rich- 

tungsdifferentialquotienten eine lineare Form der ersten Rich- 

tungsdifferentialquotienten ist; also 

( 
\ 12a) 

4. Die Integrabilitätsbedingungen. 
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(13) 
dy 

dsh dsi 
02b 

ds, ds), 
v ob 
^ Cihl 3 
; 

In dem Gleichungssystem (13) müssen zunächst die Koeffi- 

zienten cu,i berechnet werden. Bestimmt man dann die ersten 

und zweiten Richtungsdifferentialquotienten von b mittels der 

Gleichungen (II), so erhält man die Integrabilitätsbedingungen 

in der Form eines Systems von Gleichungen zwischen den Größen 

Nhi und T[ und ihren Differentialquotientcn. 

Die ersten Richtungsdifferentialquotienten sind in vektorieller 

Form 

Sb , ob , Sb 
ti-vb; ~ = t2 • v b ; y=Vvb; 04) OS. CSo CS, 

dann ist 

SjnSj, ds9 
v 1 

S2b 
'S' o— 

OiqO,,, ös-. 

v b) = • v b -ff t2 • • y2 b ; 

0i 
(t2 • v b) = • v b -(- tj t2 • • v2 ö ; 

0ti. 
0,o f) r Vb. 

und wegen der Symmetrie von v2b 

0 2b S2b 

dszds1 S^S,, \o,2 ös- 

Unter Verwendung von (12) und (14) ergibt sich 

ös- 
15) ~ = — JV2 "u + A?\~u- — (T -ff To)-- ds.dsi cSlcs» xdSl ~ds» 111 2jds, 

Anderseits ist nach (11) 

S2b _ Siq 

0,2 Sjj ds» 

S
2

b _ 3U2 

ds1 cs» 0,i 

b + iq X (u2 X b); 

b -ff u2 x (iq x b) ; 

also unter \ erwendung einer bekannten vektoralgebraischen 

Identität 

(16) 
02b 

0Jr cs-, 
öy 

Sjj 0,., 

Olt, OU O 

ÖS-, 
, “ x b -ff (iq x it2) x b. 
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Damit sind die sämtlichen Glieder von (1 5) als Vektorprodukte 

mit dem gleichen zweiten Faktor Ü dargestellt: nach dessen Weg- 

lassung ergibt sich eine Integrabilitätsbedingung 

(l7)
 a“1

 — + 
Ul

 XUo = — N\xh + N\u2 — ( 7\ + T2) U3, 

aus der durch zyklische Vertauschung die beiden noch fehlenden 

Integrabilitätsbedingungen hergeleitet werden können. 

Aus diesen Gleichungen läßt sich ein System von neun skalaren 

Bedingungsgleichungen zwischen den Größen Nki und Ti und 

ihren Differentialquotienten ableiten. Hierzu hat man die Dreh- 

vektoren Uo, lt3, nach (10) durch tx, t2, t3 auszudrücken; des- 

gleichen die Richtungsdifferentialquotienten der Drehvektoren; 

z. B. 

(18) 
nh _ <n\ . -V-, ( 

ds2 ds2 
1 9^2 2 ds2 3 

Tx (VE ta — T213) + /V3! (— V3
213 — V

1
« tj) —V

2
! (V3

2 t2 + T2 tx). 

Setzt man diese Ausdrücke in (17) ein und ordnet nach tx, t2l t3, 

so erhält man die folgenden drei skalaren Gleichungen: 

(19) 

+ df1 = N\ (N\ - W3
2) + N\ (T2 Tx) - W23 ( Tx + To) ; 

Ç ^ =N\{N\~N\)+N\{T2-T^+AA^ + A,); 

+ Ç = -(A^-CA^-A^-HTU T2)T3-TX TO. 

Hierzu treten durch zyklische Vertauschung der Indizes zwei 

weitere Systeme von je drei Gleichungen ; damit ist die Gesamt- 

heit der neun Integrabilitätsbedingungen aufgestellt. 

Es sei bemerkt, daß auch die sog. J acobische Identität1 

Integrabilitätsbedingungen liefert, aber nicht alle, sondern nur 

drei, die mit drei linearen Kombinationen der neun Gleichungen 

(19) identisch sind. 

1 Vgl. W. Blaschke, Topologische Fragen der Differentialgeometrie 

19. Flächengewebe und ihre Diagonalen. Abhandlungen aus dem Math. 

Seminar der Hamburgischen Universität 8 (1930). 
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Von Interesse sind folgende spezielle Fälle: Wenn eine der 

drei Kongruenzen, etwa die dritte, eine Normalenkongruenz ist, 

lassen sich die Kurven der beiden anderen Kongruenzen zu einer 

Schar von Flächen zusammenfassen, auf denen sie orthogonale 

Netze bilden. Dann ist 

T\ + T2 = o; 

die ersten drei von den Gleichungen (19) gehen über in die Glei- 

chungen von Gauß undCodazzi. Besonders einfach werden 

die Integrabilitätsbedingungen, wenn die Richtungen (1) und (2) 

durch die Hauptnormale und Binormale der Kurven (3) gegeben 

sind, die ein Normalensystem bilden; dann wird a3 = o, und 

man kann, ohne umständliche Gleichungen zu erhalten, die 

Krümmung und Torsion der Kurven (3) in die Integrabilitäts- 

bedingungen einführen. 

Sind zwei von den Kongruenzen, etwa (2) und (3), Normalen- 

kongruenzen, so lassen sich sowohl die Kurven (1) und (3) als 

auch die Kurven (1) und (2) zu Flächenscharen zusammenfassen, 

die sich orthogonal in den Kurven (1) schneiden, welche ihrer- 

seits keine Orthogonalflächen besitzen. Sind alle drei Kongruenzen 

Normalenkongruenzen, so ist T1 = T2 = Ta = O ; die Kurven 

sind die Schnittlinien eines dreifachen Orthogonalsystems von 

Flächen und bilden auf ihnen die Krümmungslinien. Die Glei- 

chungen (19) gehen in die Laméschen Gleichungen über. 

5. Anwendung auf die Spannungstrajektoriendj 

Die Spannungstrajektorien bilden in einem räumlichen Span- 

nungsfeld dasjenige dreifach-orthogonale Kurvensystem, dessen 

Tangenten in jedem Punkt in die drei Hauptrichtungen des dort 

herrschenden Spannungszustands fallen. Der Spannungstensor 

hat, bezogen auf die drei Idauptrichtungen, die Normalform 

G — fi tu t //, 

x) Zusatz bei der Korrektur: Während der Drucklegung-sind mir 

Untersuchungen von A. Tonolo bekannt geworden, die ein ähnliches Ziel 
verfolgen, sich aber der Methode der Tensoranalysis bedienen. Besonders: 

Forma intrinseca delle equationi dell’ equilibrio dei mezzi elastici. Rendiconti 

della R. Acc. dei Lincei. Vol. 11, série 6, 1930. Ferner: Une interpretation 

physique du tenseur de Riemann et des courbures prinzipales d’une variété Vs. 

Comptes rendus 190, 1930. 



142 M. Lagally 

dabei sind CTJ, er2, c3 die drei Hauptspannungen. Die Gleich- 

gewichtsbedingung ist 

(20) V • CT + ® = O, 

0 
wo V = St, 

dsx 

zu setzen ist und Ê = 1>kf, t„ die auf die Volumeinheit be- 

zogene Massenkraft bedeutet. Also wird die Gleichgewichts- 

bedingung 

St;, y • Scr„ t« tu -(- S^;. t, — O 
OSx ' ' 

oder 

(2 I) St, • ^ tu G„ + S G,, + 2 t„ + Xkfl t„ - O. 

Jetzt müssen die beiden ersten Summanden auf das Dreibein 

tj, t2, t3 bezogen werden. Nach (12) ist 

8*i , , 3tx t- 

allgemeiner 

ferner 

■ Fs;+*2 * wa+ts ' s? - N12+N1*; 

st ^ = K-i + K+i] 

N-T'1„_,—M':+it,,+1. 
_ 

ds„ 

Also wird (21) 

2’ (K-1 + K+1) ct" t"—s «r1 a
!‘ *.«- 1 + K+1G" t"+*) 

SC„G"tu + Si„tu = o. 
OS„ ■ ■ 

Durch Indexvertauschung ergibt sich 

3(7,, 

+ v + os„ 
t„ = o. 
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Diese Gleichung zerfällt in drei skalare Gleichungen : 

143 

a2) + (GX — G,) + kx = o ; 

c3) -|- N--y (G2 — Gj) + k3 = o ; 

Gi) -j- A’3o (G3 — G2) + /è.j = O. 

Damit sind die G 1 e i ch gew i c h t s b e d i n g u n g en eines 

Spannungszustandes, bezogen auf die Spannungs- 

trajekt o ri en , aufgestellt. Die Größen Nh
i müssen noch den 

Integrabilitätsbedingungen (19) genügen. Zu bemerken ist, daß 

die Größen 7) nicht etwa Null sind; sie treten nur in den Gleich- 

gewichtsbedingungen nicht auf. 
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