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Uber eine kovariante Kurve.

Von K. Petri.

Vorgelegt von G. Faber in der Sitzung vom 14. Januar 1933.

Fiir die ebene Kurve 3. Ordnung existiert bekanntlich eine Kon-
travariante © 3. Klasse und 9. Grades in den Koeffizienten, deren
erstes Polarensystem mit dem der Grundkurve vereinigt liegt,
so daf} also: .

axlUndx=0,

identisch in z und z. Sie gibt die 3. Potenz des Doppelpunktes,
wenn ein solcher auftritt, und verschwindet identisch, wenn ein
2. Doppelpunkt oder eine Spitze auftritt.! Ich zeige im folgen-
den, daB eine solche Form = von der Klasse 32—6 und vom
Grad 37(7—=2) in den Koeffizienten mit denselben Eigenschaften
fiir die €™ existiert; mit ihrer Hilfe 1463t sich die Diskriminante
rein darstellen in der Form A "% wenn A die Hessesche Form
der Grundkurve bedeutet.

Eine analoge Form existiert fiir 3 Formen gleicher Ordnung,
die mit Hilfe der Jacobischen Kurve zur Resultante fiihrt.

Das wesentliche Hilfsmittel zum Beweis ist der Noethersche
Satz tiber die Darstellung einer Form ¢ in der Gestalt:?2

¢ = Af + Bo.

§ 1. Die Diskriminante der C».

Die Sylvestersche Darstellung der Diskriminante geht von der
Tatsache aus, dafl in einem Doppelpunkt der C" sowohl die
ersten Polaren der Grundkurve wie die der Hesseschen Kurve
verschwinden. Sind o, oy, oy beliebige Konstanten, 4;*" % be-
liebige Formen 272—6ten Grades in x, so werden also alle Kurven:
(1) o+ A4

1

1

! Math. Enc. IIT C 5. 28; Clebsch-Lindemann, Vorl. I S. 581.
* Nocther, Math. Ann. 6; Math. Enc. I B 1c. 20.
Miinchen Ak. SB. 1933, 1 4



50 K. Petri

von der Ordnung 372—7 im Doppelpunkt verschwinden; nimmt
man nun an, daf in dieser Form fiir eine allgemeine C" wirklich
n—06)(3nr—75) .. . 7
37— 7] = 3 >2<3 2 5) linear unabhingige C*"~ “enthalten
seien, so besteht beim Auftreten eines Doppelpunktes cine lineare
Relation obiger Art, und man erhilt durch Elimination der Kon-
stanten o; und der Koeffizienten der A4; eine Determinante der
Ordnung [372—7), die im Falle eines Doppelpunktes verschwin-
den muf.

Nun bestehen 3 Identititen:

L=fhA~fifa=0
(2) Ly = f3fi—Nfs =0,
Iy = f3fo—Jaf3 = 0,

welche fur » > 4 eine Reduktion der Koeffizienten in (1) herbei-
fithren; man hat dann:

3 -+ 3 [2n—6] — 3[7—5] = [32—7]

homogene Konstanten in (1). Besteht diese Abzdhlung zu Recht,
so verschwindet die Determinante [3z—7]ter Ordnung nicht
identisch und muf3 die Diskriminante zum Faktor haben. Da
die Determinante in den Koeffizienten von f vom Grade [372—7]
—+ 6 ist, hat also fiir 2 > 4 die Determinante einen iiberzihligen
Faktor vom Grade 3[#——3] in den Koeffizienten; denn die Dis-
kriminante ist vom Grade 3(z—1)% Solche tberflissige Fak-
toren sind immer festzustellen, wenn eine Invariante durch ecin
iiberzdhliges Gleichungssystem festgelegt wird. Zur strengen
Durchfithrung unserer Uberlegung muf3 gezeigt werden,
daf3 die obigen Identitdten (2) auch wirklich 3[z— 3] Gleichun-
gen vorstellen und
dafl abgesechen von den Identititen (2) keine Identitit der
Form:

2o X AP0 fi=o0

besteht. Zunichst kann flr eine allgemeine " keine Relation
bestehen, in der die «; von o verschieden sind; man sicht dies
an der speziellen Form:

J=at a4y
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fiir die unsere Relation wiirde:
g Ry (g iy e Ayt ag) = Ay g VT Ay
+ Agxyn—1,
Keines der links stehenden Glieder kann rechts vorkommen;
also muB fiir eine doppelpunktfreie Kurve eine solche Identitdt
von der Form sein:

A fi + Ayfo + Asfs =0,

wo die A von der Ordnung 272—6 in x sind. Abgeschen von den
Identititen (2) kann eine solche Relation weder fiir eine doppel-
punktfreie Kurve noch fiir eine Kurve mit cinem einfachen Dop-
pelpunkt bestehen.

Bestiinde eine solche Identitit und wire A4, identisch null, so
wire die Relation:

Asfo + Asfy = o.

Sie fihrt nur dann nicht auf die Relationen (2), wenn f, und f,
cinen gemeinsamen Faktor ¢ haben; dann sind die gemeinsamen
Punkte von ¢ und f; singulidre Punkte der C™; also hat man meh-
rere singulire Punkte, was ausgeschlossen wurde.
Verschwindet 4, nicht identisch und haben £, £, /3 keinen ge-
meinsamen Punkt, so folgt aus dem Bestehen der Relation:

Ay + Agfo + Agfs =0
sofort:

Al = Cafz + Csf:z-

Die Gleichung besteht, da es bei Beurteilung ihrer Giiltigkeit
nur auf die gemeinsamen Punkte von f, und f; ankommt nach
dem Noetherschen Satze, und da fiir A4, /4 diese Méglichkeit an-
genommen ist, /; aber gar nicht in den f;, /3 gemeinsamen Punk-
ten verschwindet.

Hieraus folgt dann:
(Cofy + Aofe + (Cofy + A)fs =0,

oder:

A1 - szz + Csf:;»
442 - sz1 + KT,
Ay = Cofy — Ky
_1‘
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woraus: Ay f + Ay fo+ Asfs= Co(frfo—Fo S+ Cs (i fs— S5 /D)
+ K (fafs—f3/2)-

Haben £, /5, /5 einen einzigen Punkt gemeinsam, so verschwin-
det A; im Gesamtschnitt von f,, f3 abgesechen von /7; man
lege durch 2 eine Gerade, die in keinem weiteren Schnittpunkt
von f, und f3 verschwindet. [Fur 2 unter den 3 Kurven £, /, f3
muB der Punkt 2 einfach sein, als diese nehme man #, und f];
dann gilt nach dem Noetherschen Satz:

[4; = ofs + Csf3~

Fiir die tibrigen Schnittpunkte von f, und f; gilt die Darstellung,
da sie ja fir 4,/ gilt und £ zur Entwicklung in diesen Punk-
ten gar nichts beitrigt, sie gilt weiter fur den Punkt 2, da /7 in
ihm verschwindet; nun ist (3 eine Form der Ordnung z—4,
die fiir alle weiteren #—2 Schnittpunkte von / mit f, ver-
schwindet, also den Faktor / vollstindig enthilt; damit folgt
wieder:

Ay = Glfs + Glfs,
und unsere Identitit ist auf die Identititen (2) zuriickgefiihrt.
Weiter stellen die Gleichungen
Byl =0, By t[,=o0, Bt 7°[;—=o0

auch wirklich 3[7-—3] unabhingige Bezichungen dar; wire dies
nicht der Fall, so wiren B, B,, By Losungen der Gleichungen:

Byfy + Byfs =0
— Bifi+ Byfs=o0
Byfy + Bsfe =0,

Beziehungen, die ausgeschlossen sind, da die B vom Grad 73
sind.

§ 2. Aufstellung der Form .

Wir nehmen eine ¢* f = a,", deren Koeffizienten wir als be-
. . - . . 3In—~6
liebig verdnderlich denken, und suchen eine Form © = #, 0 50

zu bestimmen, dal3 identisch in 2z und x:

(3) a1 unﬁn———;’; Ay =0
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wird. Fiir die [32—6) homogenen Konstanten von w hat man
3[222—5] lineare Gleichungen, 3[7z-—4] sind eine Folge der tbri-
gen vermoge der Identititen:

KV (fufy—Fif) =0
@ Kn—4(f3f1—f1f3>to
Kn_4(f2f3”“f3f2) =03

demnach hat man:
3[2n—s5] — 3[n—4] = [3n—0] — 1

linear unabhingige Gleichungen und erhilt = als Determinante
[372—6]ter Ordnung. Es ist der Nachweis zu erbringen, dall =
nicht identisch verschwindet.

Zu dem Zwecke beweise ich: Haben £, £, /5 keinen oder einen
einzigen Punkt gemein, so verschwindet = nicht identisch; =
verschwindet identisch, wenn f, fs, f3 2 und mehr Punkte ge-
mein haben.

Zu dem Zwecke ist wie oben zu zeigen, dall keine identische
Relation:

Ay h A Asfo+ Agfs =0

bestehen kann im ersten Falle, weiter dal3 eine und nur eine Re-

lation dieser Art besteht, wenn die f; 2 und nur 2 gemeinsame

Punkte haben. Die A4 haben hierbei in x den Grad 2nz—73.
Unter den gemachten Voraussetzungen kénnen Relationen:

Ay fo + Agfy=o0

nur bestchen, wenn sic auf (4) zuriickfithrbar sind. Ebenso be-
weist man wie oben, dall wenn f;, f,, f3 keinen Punkt gemein
haben, eine Relation obiger Art auf (4) zuriickfithrbar ist. Unter
Zuhilfenahme der Geraden /7 zeigt man dasselbe, wenn fi, f5, f5
ecinen und nur einen Punkt gemein haben.

Haben weiter f3, /5, /3 2 gemeinsame Punkte und nicht mehr,
also f 2 Doppelpunkte oder einen Riickkehrpunkt, so besteht
eine weitere Relation:

Ay fy 4 Ao fy + Asfs = o.

Es besteht mindestens eine Relation, da alle Formen:

Ay fi + Aofo 4 Asfs
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[32—6] — 1 Konstanten linear und homogen enthalten und es
nur [372—6] — 2 lineare unabhingige solche Formen mit 2 Ver-
schwindungspunkten geben kann. Um nachzuweisen, daB es auch
nur eine solche Relation geben kann, bemerke man, da3 beim
Zusammenfallen dieser 2 Punkte ecine der 3 Kurven, z. B. £, in
diesem Punkte cinen einfachen Punkt haben mul, daB also die
Richtung der Verbindungsgerade als Tangente an f; bestimmt
ist; von den iibrigen 2 Kurven kann eine, z. B. f,, hochstens
einen Doppelpunkt haben, und / kann mit einer Tangente im
Doppelpunkt nicht zusammenfallen, wenn die 3. Kurve f; eine
hohere Singularitit hat.

Giabe es nun 2 Identititen:

Al/fl + Ao fo + Ay f3=o0
Ay fy + Ay fo + A5 fy = o,

so verschwinden A4, und A,’, die nicht identisch verschwinden
kénnen, in allen Schnittpunkten von f, und f; bis auf 2; dann 1a(3t
sich eine Zahl A so bestimmen, dal3:

Z<A1 + 7\/11/) = Cefz + C3f3

wird. Fur diejenigen Schnittpunkte von f, und f;, in denen f;
nicht verschwindet, ist die Méglichkeit der Darstellung erwie-
sen, da sie ja fur 4, /; und A4,'f gilt; fallen die beiden ibrigen
Schnittpunkte nicht zusammen, so ist sie ebenfalls evident, da /
in ihnen verschwindet und man X so bestimmen kann, dall A4,
+ 2 A, in einem von ithnen verschwindet. Fallen die beiden Gbri-
gen Punkte in einen fiir f; einfachen Punkt 2 zusammen, und sei
/ die Tangente an f; in P, A; + » 4, wieder so bestimmt, daf
es in 2 verschwindet, dann verschwindet die linke Seite in
mindestens zweifach, und dies geniigt nach dem Noetherschen
Satz zur Darstellung in 2, da ja f; einfach durch ihn geht, f,
einen Doppelpunkt (hochstens) hat, dessen Tangenten mit / nicht
zusammenfallen; die Darstellung ist also tiberhaupt moglich, da
sie in allen Schnittpunkten richtig ist; dann verschwindet die
C" % Cyin den n—3 iibrigen nicht mit 7 zusammenfallenden
Schnittpunkten von /7 mit f,, aullerdem aber auch in 7, da der
Term links und der erste Term rechts zum mindesten Doppel-
punkte in 2 haben, also auch C,f; einen solchen haben muf3; Cy
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mul} also / als Faktor enthalten, woraus erwiesen ist, dal} cine
Kombination der beiden Identititen auf die Identititen (4) zu-
riickfiithrbar ist.

Von den vielen Eigenschaften der Form w erwdhne ich nur
die, daB siec im Falle eines Doppelpunktes in die 32—06te Potenz
dieses Punktes iibergeht. Es folgt dies aus der Gleichung:

"l ay ufh—5 =0

und der Tatsache, dal} es nur eine einzige solche Form 32—6ter
Klasse = gibt, fiir welche:

, a;""1=o,

wenn nur ein Doppelpunkt existiert.

§ 3. Abscheidung der iiberfliissigen Faktoren in =.

Die Form = wurde erhalten als Determinante [372—6]ter Ord-
nung, also vom Grade [32—6] — 1 in den Koeffizienten von f;
es handelt sich jetzt um den Nachweis, daB3 = einen Faktor vom
Grade 3{#—4] in den Koeffizienten abscheidet.

Der Anschaulichkeit halber fiihre ich den Beweis zunichst
fiir den niedersten Fall, wo die Relationen (4) eine Rolle spielen,
7 =4.

Die 3.10 Gleichungen:

AP 1S @y = 0

zur Bestimmung der 28 homogenen Koeffizienten von #,° sind
tiberzahlig, da 3 Gleichungen cine Folge der iibrigen sind. Die
Matrix der 30 Gleichungen sei:

€11 €12 «+ - €128
€21 Cop -+ €298,
€301¢302 * 3028

Diese Matrix zerfillt in 3 Gruppen zu je 10 Gleichungen, von
denen je 2 Gruppen durch Identititen (4) verbunden sind; unter
Einfithrung der ¢;, und der Koeffizienten f;, der Polaren f; in
wohlgeordneter Folge kénnen wir diese identischen Beziehungen
schreiben;
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I

10 10
2 fosesi— 2 f1s 1045 =0
s=1 s=1
10 10
2 fascsj—— 2 f1sCopysj =0
s=1 s§=1
10 10
N\ . N Jp—
2 fssCagrsi— 2 25 Cogrsj = O
s=1 §=1

Die Koeffizienten sind also selbst Koeffizienten von f, multipl.
mit Zahlen.
Weiter seien:
U, Us, ool Usg

die Potenzprodukte 6. Ordnung der z in wohlgeordneter Folge,
multipl. mit den entsprechenden Binomialkoeffizienten; ;™
sei die Unterdeterminante von UJ; in obiger Matrix, wenn man
die Reihen 7, 4, / unterdriickt. Eine erste Darstellung von w sei:

'“Llel_ U Dl]el+ C‘)Dr)cl+ . (: )SD”l

Unterdriickt man an Stelle der Reihe / eine andere //, so er-
hilt man:

> ikl - ihl’ inl
Uy DV U, DI H- ... Uy DY,

Ty =
und es mul} sein: D”‘l D”‘l
Zur Bestimmung des Faktors p fihren wir D;”l tiber in D;"l.

Die Elimination von ¢;;, ¢;; aus obigem Gleichungssystem fithrt

zu einer Relation:
30
. ik o
2 B e =0,
1

§ =

wo jetzt ¢;;, ¢,; nicht mehr vorkommen und £ gewisse De-
terminanten 3. Grades in den Koeffizienten f bedeuten. In DY
v nicht vor, dagegen ¢;; die Determinante Z}*
kann nun nicht verschwinden, sonst kénnten die Reihen 7, £, /
nicht gleichzeitig fehlen; multipliziert man nun in D;W die
Reihe 7 mit Zi* und zahlt die tibrigen Reihen s mit Zi multipl.

hinzu, so bleibt nur {ibrig — £}’ ¢;;;; also erhilt man:

e ikl il pyikl
£V D = By D,

kommt nun ¢;
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wo der Faktor ¢ von den Indizes abhingig 4 1 oder — 1 sein
kann. Nun haben die Determinanten Z}* und Z}/ sicher nicht
alle einen Faktor gemeinsam; sie stimmen {berein in den bei-
den ersten Spalten, wihrend in der letzten Spalte andere und
andere Koeffizienten von f eintreten; daraus folgt, dal3 D,i-"l den
Faktor Z{" abspaltet

ikl __ il il
Diti=c. B U,

wo ¢ nur eine numerische Zahl sein kann, und da bis auf Zahlen-
faktoren:

> uz__Ezl_EM
ist, folgt ebenfalls bis auf Zahlenfaktoren:
Ulk L il [/ vk l

d.h. U ist auch von den Indizes 7& ganz unabhingig, womit
fiir 7 = 4 der Beweis gefiihrt ist.

Demnach wird = vom 24. Grad in den Koeffizienten von f.
Einen hoheren Faktor kann aber = nicht abscheiden; denn da
beim Auftreten eines Doppelpunktes = die 6. Potenz dieses Punk-
tes 2. wird, muB A} die Diskriminante zum Faktor haben,
welche vom 27. Grad in den Koeffizienten von f ist. Dall A
nicht identisch verschwindet, sicht man an der Form f = x} -
x84l fur welche == #} 25 u; wird. AS stellt also die Dis-
kriminante rein dar.

Ganz in der gleichen Weise fithrt man den Beweis fir
héheres 72; fir 2 = 5 wird = von der Klasse g und zunichst vom
Grad 54 in f, cs scheiden sich Faktoren 9. Grades ab vermoge
der Relationen (4), die sich hier folgendermallen schreiben
lassen:

L farejtFancojt fuscajt —/116a0j— S 1262357 f13€245— .. =0
II. fnfzj‘i‘fzzﬁj :f’ic-)j ik —J11Cosj—/12€255—S 136265 - .= 0O
HI-fnfsj‘f'fzzf.xj?"fz:;%] o0 —/11625— S 12 €255 S a3 €a5j— . .= 0;

das sind die 3 der ersten Identitit entsprechenden Gleichungen,
die weiteren 6 Gleichungen entsprechen der 2. und 3. Identitiit;
allgemein hat man 3[z—4] Gleichungen, dic Koeffizienten sind
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die Faktoren der wohlgeordneten Potenzprodukte in den 3 ersten
Polaren £, /5, f3 In der Folge:

fu» fizs Sfizs Jivs -+ 5

die [#—1] Faktoren des Koeffizientensystems ¢;; sind in den zur
1. Identitit gehorigen Relationen, wenn wir den Index ; weg-
lassen:

C1y Coy Cgy €4y €5y Lgy €7y Cgy Cgy €1y o o+

EICE
gy €4y €5, €7, €3y €9, €11, €12y €130 €10y - » » (Indizes b ) fehlen)

2 Rel. 1)1
2

.1
€3, C5, €5 €y Cyy €10y €12, €13, €14y €150 + - - (INNAIZES

fehlen)

Cyy €7, €8y €11y €12 €13y €160 €17 €185 €19y » + «
3 Rel.y ¢, 5, ¢4, €12, €13, €14, €17, €18 19y Cogy + « -

lfe, ¢9) €100 €13 €14 €15 €18s €195 €205 C21y

4 Rel ¢ 11 G Qe 17 €18 Cozr Cany Conr Co5r - -

Hieraus ist das Bildungsgesetz zur Gentige ersichtlich; fir
»# = 6 hat dieersteGruppe 1 + 2 4 3, flire=7 1+ 2+ 3 4+ 4
Relationen, allgemein [7z-—4)] Relationen.

Ersetzt man in einer ersten Darstellung:

r=3D; U;

eine der unterdriickten 3[#—4)] Reihen durch cine andere mog-
liche, so erhilt man:

und es ist:
E' D= E D;

wo £’ und Z nicht verschwindende Determinanten der Ordnung
3[# —4] sind, die sich aus 3 Gruppen zusammensetzen, die erste
von [7z—4] Reihen enthilt nur Koeffizienten f,;, die zweite Koef-
fizienten f,;, die dritte Koeffizienten f;;; zudem unterscheiden sich
diese Determinanten nur in einer Vertikalen, welche die Koeffi-
zienten von f mit Binomialkoeffizienten multipliziert als Glieder
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enthalten, und je nach der Auswahl in anderer und anderer Folge;
da diese Determinanten sicher nicht einen gemeinsamen Faktor
haben, folgt, dal die Determinanten /; alle den gleichen Faktor
des Grades 3[7—4] haben.

Aus der Art der Beweisfithrung ersicht man, dal3 dieselbe
SchluBweise ihre Gultigkeit behdlt, wenn man an Stelle von f£,
fa f3 3 Formen £, ¢, ¢ gleichen Grades setzt. Ebenso sind die
Resultate leicht auf hohere Dimensionen auszudehnen.
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