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Uber die strengen Lisungen des Dreikirperproblems.
Von C. Carathéodory.

Vorgetragen in der Sitzung vom 8. Juli 1933.

1. In seiner berithmten Arbeit des Jahres 1772 hat Lagrange
die einzigen bis heute bekannten Falle angegeben, in denen das
Dreikérperproblem der Himmelsmechanik mit Hilfe von ele-
mentaren Funktionen integriert werden kann. Lagrange hat
dieses Resultat im Rahmen einer groBartigen Theorie durch
recht lange und ziemlich verwickelte Rechnungen erhalten.?

Spéiter hat Laplace in seiner Himmelsmechanik eine viel ein-
fachere Ableitung der betreffenden Tatsachen mitgeteilt, aber
hierbei die einschrinkende Voraussetzung gemacht, dal3 die Be-
wegung der drei Korper in einer festen Ebene stattfinden soll.?

Herr Lettenmeyer machte mir die Bemerkung, daf3 auch
in modernen Darstellungen entweder wic bei Whittaker die
ganze Reduktionstheorie des Dreikérperproblems vorausgesetzt
und angewandt wird® oder wie bei Levi-Civita und Amaldi
blof3 das ebene Problem berlicksichtigt wird.* Vielleicht ist nur
deshalb nie der Versuch gemacht worden, das allgemeine Pro-
blem im dreidimensionalen Raume mit einfachen Mitteln zu be-
handeln, weil Lagrange selbst der Meinung gewesen ist, dal
dies nicht leicht moglich sei. Er sagt niamlich: ,,]J’avoue, au reste,
qu’on pourrait résoudre les Problemes précédents d’une manicre

! Issai sur le Probleme des trois Corps. Prix de I’ Académie des Sciences de
Paris t. IX, 1772. (Buvres de Lagrange t. VI pp. 229g—331, inshes. pp. 272
—292. Siche auch Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, T.1 (1889)
p. 128—158.

* Laplace. (Buvres T. IV. Mécanique céleste, Seconde partie, Livre X,
Chap. VL. Siche auch C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels (Leipzig,
Veit, 1907) Bd. 11 p. 89—102.

® k. T. Whittaker, Analytical Dynamics (Cambridge, University Press
24. ed. 1917) p. 300. Deutsche Ubersetzung (Berlin, Springer 1924) p- 410.

4 T.Levi-Civita e U. Amaldi, Lezioni di meccanica razionale (Bologna,
Zanichelli) T. I1. 2. (1927) p. 404.
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258 C. Carathéodory

plus simple par les formules ordinaires du Probleme des trois
Corps entre les rayons vecteurs et les angles décrits par ces ra-
yons, si I’on voulait se borner d’abord a I'’hypothése que les Corps
se meuvent dans un méme plan fixe; mais il ne serait pas aisé,
ce me semble, d’en venir a bout par les mémes formules, si l'on
supposait, comme nous l'avons fait, que les Corps puissent sc
mouvoir dans des plans différents.‘

Lagrangc hat aber diese Schwicrigkeiten tiberschitzt, Wir
werden niamlich zeigen, dafl durch Benutzung eines Systems von
Veranderlichen, das allerdings Euler erfunden, aber niemand
mit grofierer Virtuositit als Lagrange selbst gehandhabt hat,?
das Problem der drei Kérper von Lagrange auf die einfachste
und kiirzeste Weise geldst werden kann.

2. Bezeichnet man mit (x, v, 2) dic Koordinaten eines recht-
winkeligen Achsenkreuzes, das um seinen Anfangspunkt rotiert,
und mit (p, ¢,7) die Komponenten des instantanen Drehvektors,
so werden die Komponenten der absoluten Beschleunigung ecines
Punktes, der sich irgendwie relativ zum Raume der (x, y, 2) be-
wegt, durch die Formeln dargestellt:

ax:';f._z"j’+272'—?;y—{—q.3—(p2—}—g2—§—7"~’)x
+(px+qy+rap,

oy =v—2pzt2rx—pz+Faxr—(p g Yy
+(prtgy+rag,

wr=F—2g9x+2py—gx+tpy—(p+ gtz
+(pxtqgy+ra)r

Setzt man hierin 2 == 0, 2 = 0 und % = 0, so kann man schrei-

ben: .
= [+ x]—[2774-0—pg))]
(2 2) w== [ri G ppg)a] 1 (p )]

vr=—[2qx 4 (g—pr)x]+2p5+ (P +qr)y]

3. Wir nehmen nun mit Lagrange an,3 daB die drei Kérper,
dic sich gegenseitig nach dem Newtonschen Gesetz anziehen

! Lagrange, a.a. O. p. 292.
? Lagrange, Mécanique analytique, Scconde Partie Sect. IX § 2.
3 Ala. O, p. 272,
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sollen, ein Dreieck bilden, das bestindig sich selbst &dhnlich
bleibt. Dann kann man durch den Schwerpunkt der drei Kérper
dic Achsen eines beweglichen rechtwinkeligen Koordinaten-
kreuzes so legen, dal3 die Koordinaten dieser Kérper durch die
Gleichungen

(3 1) ri=a; 'S (If), Vi= é,‘ 7\(\2‘), Z2{=— 0 (Z.‘——- 1,2, 3)

dargestellt werden. Beachtet man, dall dic Komponenten der
Anziehungskrifte, die auf jeden dieser Kérper wirken, umgekehrt
proportional A% sind, so miissen nach (2. 2) und (3. 1) die Diffe-
rentialgleichungen fir die Bewegung der Planeten die Gestalt
haben:

~

{

2

(3-2) o[ X —(P+ 291 —4[2rh+ (F—pg)r]=

~r

7 M.
33 a;[2rh+ G2+ 6 K —(p+7D1] =J;

(.9 —alzgh+@—pr)+ 4 2ph4 (B +97] =o,
(=1, 2, 3).

Da nun nach Voraussetzung die drei Kérper nicht auf einer
Geraden liegen sollen, schlieBt man hieraus, daB jede einzelne
der eckigen Klammern, die in (3. 2) und (3. 3) vorkommen, gleich
einer durch 4? dividierten Konstanten ist. Hieraus folgt weiter,
wenn man die Differenz der ersten Klammer in (3. 2) mit der
zweiten Klammer in (3. 3) bildet und ebenso die Differenz der
ersten Klammer in (3. 3) und der zweiten Klammer in (3. 2), daB3
man haben muf3

. oA B
(35) pu_g“:)\(}' pq:)\(}

Aus diesen Gleichungen folgt aber unmittelbar, da3 man schrei-
ben kann

(3.6) p=ar—"%, ¢g=pr—%..
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Andererseits entnimmt man aus den drei Gleichungen (3. 4) die
Bedingungen

G- 2ghF@—p) =0, 2p0+(p+gr)r=0,
aus denen, durch Einsetzen der Werte (3. 6)

(3. 8) BA—z2arh==0, art2Brh=o0

und also auch

(3-9) (@24 L) r=o0

folgt.

Wire nun (2% 4 £2) -+ o, so miite A = o und nach (3. 8) auch
7 = o sein. Die Gréen p und ¢ wiren auBerdem konstant und
man kann daher von vornherein das Achsensystem so legen, dal3
auch ¢ = o ist. Dann verschwinden aber dic linken Seiten der
Gleichungen (3. 2) und es miiten alle Z; = 0 sein. Die Anzie-
hungskrifte miiten alle parallel zu der y-Achse sein und dies
ist mit der Voraussetzung, dafl die drei Plancten nicht in gerader
Linie liegen, unvertriglich.!

Es miissen also notwendig die Gleichungen o = 3 =o gelten,
so dal} auch

(3. 10) p=o0, g=

gilt, und dies besagt, dal3 die Bewegung in ciner festen
Ebene stattfinden muf.

4. Nachdem wir gefunden haben, dal3 p = ¢ — o ist, konnen
wir die dritte Komponente # des instantanen Drehvektors mit
Hilfe des Flachensatzes berechnen. Man sicht ohne weiteres ein,
dal} eine Relation von der Form

(4.1) rRE=x,

in der v einc Integrationskonstante bedeutet, hier bestehen
muf3.

1 Dagegen kann sehr wohl, wic aus der folgenden Untersuchung zu entneh-
men ist, » gleickhzeitig mit o2 - B2 gleich Null sein.
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Indem man diese Werte von (#, ¢, #) in (3. 2) und (3. 3) einsetzt,
und noch bemerkt, daB aus (4. 1) durch Differentiation die Re-
lation

(4.2) 2rh+FA=0
folgt, erhilt man die Differentialgleichungen der Bewegung in
ihrer endgtiltigen Gestalt

‘{2 L,‘ ﬂ’[l

(4-3) 2> — L= =, =12,3)
5. Von den Gleichungen (4. 3) untersuchen wir zuerst die fiinf
Gleichungen
Ly Ly Ly My M, M,
(5-1) a,  ay, ay by by by’

in denen dic Zeit nicht eingeht. Von diesen geben die drei Glei-
chungen

5. 2) LA =)

AnlaBl zu ciner wichtigen Interpretation:

Diese Gleichungen besagen nimlich, dall cine La-
grangesche Bewegung nur dann mdglich ist, wenn
die Resultierende der Anzichungskrifte, die auf je-
den einzelnen der Plancten wirken, durch den Schwer-
punkt des Systems hindurchgehen.

Dies ist der Ausgangspunkt von Laplace in seiner Behand-
lung des Lagrangeschen Problems gewesen.

Sind drei beliebige Korper Py, 2,, 5 mit den Massen 72y, 74,
my gegeben, und bezeichnet man mit ¢; die Winkel und mit s,
die Scitenlingen des Dreiecks, das von ihnen gebildet wird, so
gcht die Resulticrende der Newtonschen Anziehungskrafte, die
z. B. auf P wirken, dann und nur dann durch den Schwerpunkt
des Systems, wenn

Wy,

. SIN Qg .
S5 715 SIN Oy

Yo
I
(3]
~—

MMy My 772y Sy~ 71y Sa COS @
s T . " COS @
K si
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ist. Hieraus folgt aber s} = s, so da3 das Dreieck gleichschenklig
sein mul3.

Die drei Gleichungen (5.2) kdénnen also nur dann
gleichzeitig erfiillt sein, wenn alle drei Seiten des
von den Planeten gebildeten Dreiecks einander gleich
sind.

Es ist nun schr merkwirdig, daf} das Bestchen der drei Glei-
chungen (5. 2) die Richtigkeit der tbrigen Gleichungen (5. 1)
nach sich zieht. Man sieht dies am einfachsten cin, indem man die
x-Achse parallel zum Vektor 2; 2P, nimmt und A7;:4, berechnet.
Man findet, wenn man mit f die Newtonsche Anziehungskon-
stante und mit s die Seitenlinge des gleichseitigen Dreiecks be-
zeichnet, das durch die Punkte (g;, 4,) gebildet wird,

(5.4) My fny A+ g -tomy)

- . ’
b s

also eine GroBe, die in den dre1 Massen symmetrisch ist.

6. Die Uberlegungen des vorigen Paragraphen werden illu-
sorisch, wenn der eine Kérper ein Planectoid, also z. B. w3 = o
ist. In diesem Falle kann man aus den Gleichungen (5. 2) nur
schlieBen, dal3 das Dreieck, das durch die Punkte («;, 4;) gebildet
wird, gleichschenklig ist. Bezeichnet man aber mit ¢ die Winkel
an der Basis dieses Dreiecks, so findet man durch ecine leichte
Rechnung, wenn man die Achsen so legt, dal} 4, = &, — o ist,
da3 die Gleichung

Ly My

ay by

dquivalent ist der Relation
1
cos? g = g

woraus folgt, dafl auch hier das durch die Planeten gebildete
Dreieck gleichseitig sein mul.

7. Man kann in allen unseren Gleichungen die GrofB3en
(a;, 6;) mit einem konstanten Faktor p multiplizieren, wenn man

y

nur 2 durch o und v durch ¢2 dividiert. Es ist also keine Beschrin-
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kung der Allgemeinheit vorauszusetzen, dal3 die rechte Seite von
(4. 3) gleich — 1 sein soll. Nach (5. 4) mull man hicrzu fiir die
Seitenlinge s des Dreiccks mit den Ecken (a;, ;) den Wert

5= (f(ml + wrg -t 7"’3))%

wihlen. Dann hat man nur noch die Differentialgleichung
. «(2
7\2 A— I =0
5 =+

zu integrieren, die aus dem Keplerschen Problem bekannt ist,
wenn man fiir dieses Problem Polarkoordinaten ansetzt.

8. Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dal die drei Kérper nicht
bestindig in gerader Linie liegen. Aber auch wenn dies der Fall
ist, fithrt unsere Methode sehr schnell zum Ziel.

Man kann wieder von den Ausdriicken (2. 2) ausgehen, aber
mit dem Unterschiede, dal man von Anfang any = =i =0

und p = 0 zu setzen hat. Da aullerdem dic Anzichungskrafte
alle lings der x-Achse wirken, gelten jedenfalls die Gleichungen

(8.1) 2rx; +rxr;=0, 2¢gxitgri=o0 (f=1,2,3).

Aus diesen Gleichungen folgt dann immer die Existenz von zwel
Konstanten 4 und B, die nicht beide verschwinden, fiir welche

(8.2) Ag+Br=o0

ist. Durch geeignete Anderung des Koordinatensystems kann
man infolgedessen erreichen, daf3 nicht nur p, sondern auch ¢
identisch verschwindet. Ist dann auch » = o, so findet die Be-
wegung auf einer festen Geraden statt, cin Fall, der uns nicht
weiter beschiftigen soll.

Wir nehmen daher an, daB3 #(#) == o ist, und bestimmen nach
Festsetzung einer von Null verschiedenen Konstanten v, die bis
auf das Vorzeichen willkiirlich gewihlt werden kann, eine
Funktion 7.(¢) durch die Geichung

(8.3) roR2(E) = .

Dann folgt aus der ersten Gruppe der Differentialgleichungen
(8.1) die Existenz von Konstanten a;, fiir welche die Bezichungen

(8 4) ry=a; h (Z‘)
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alle gleichzeitig gelten mussen, und wir finden wieder, wie im
§ 4, daB die Differentialgleichungen der Bewegung die Gestalt

R . .
8.3) MA— = @=123

haben.

9. Das ganze Problem ist wieder auf cine Konstantenbestim-
mung zurlickgefiihrt. Lagrange hat nun bemerkt, daf3 man
nach Vorgabe der Massen noch die Rethenfolge der Planeten
auf der rotierenden Geraden willkiirlich vorschreiben kann. Wir
nehmen z. B. an, daB

(0. 1) ay < ay<_ a,
ist, und fahren die Bezeichnungen
(9.2) E=ay—ay, 1=ay—a, Li=-—aju

ein.
Es missen dann die Gleichungen bestehen

(9.3) 7ty @y - iy @y F 4 @y ==0
4 P
(9. 4) R S SR
s/ = 2 L2000 e
. My - ey w1 724
(9.5, BO= """, T g2 oz
f, 3 ST

Aus diesen beiden letzten Gleichungen folgt durch Addition

die Relation

2 2 (E L2 Vrale
\ my (22 1%) (& + 0)* + (g + me5) $% 7,
(9.6) w= - SRR T T )
E22(C + )

aus der man entnimmt, daf} « gleichzeitig mit £ und v positiv ist.
Dann aber folgt durch Elimination von 2 die Relation von La-
grange

] !

(72, —a12,) 53 4 (20725 - 39025) E1 ey =+ (ny —+ 3 9025) E3 02
— (3my-tmy) G203 —— (3 2 mey) &t —(mmry +me,y) 1P =o0.

(©.7)

Es gibt nun nach der Zeichenregel von Descartes cine cinzige
Losung der beiden letzten Gleichungen, fir welche

Z. 0, U O, =1
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ist. Nach Bestimmung derselben berechne man die Grole a;
durch die Formeln

(my -+ my - 1y) @y = ~— (g - my) &~ my)
(m2y + my + my) @y = My &~ 14
(my + my 4 my) ay = my &+ (my + my) .

Dann werden alle Bedingungen erfillt, und die Differential-
gleichungen der Bewegung sind genau dieselben, wie im § 7.
Man beachte die merkwiirdige Symimnetrie der beiden so ver-
schiedenen Losungen des Lagrangeschen Dreikérperpro-

blems.

10. Alles, was wir fir drei Kérper bewiesen haben, tibertrigt
sich Wort fiir Wort, wenn vier oder mehr Korper betrachtet wer-
den, die sich alle in einer Ebene oder auf einer geraden Linie
befinden. Die Gestalt der Gleichungen (4. 3) fir die ebenen und
der Gleichungen (8. 3) fiir dic lincaren Konfigurationen der Pla-
neten bleiben unveridndert. Nur ist dann die Bestimmung der-
artiger Konfigurationen viel komplizierter als frither, weil mehr
Gleichungen zu berticksichtigen sind. Es existiert eine ziemlich
ausgedehnte Literatur! {iber diesen Gegenstand.

11. Zum Schlul} wollen wir eine Frage behandeln, die prin-
zipiell viel wichtiger ist. Wir wollen ndmlich zeigen, daB,
von gewissen trivialen Féllen abgeschen, keine rdum-
liche Konfiguration von Plancten existiert, fir wel-
che eine Lagrangesche Bewegung maoglich ist.

Wir wihlen wieder ein bewegliches Koordinatenkreuz, dessen
Anfangspunkt im Schwerpunkt unseres Systems liegt, so dal3 die
Koordinaten unserer Plancten durch die Gleichungen

!Ii:[li}x@), _1’i:bi7\(l‘>, Z2i= Cﬂ\(lz‘)

i (1=1,2,....,71)

(11.1)

gegeben werden. Wir finden dann, wie im § 3, dal die Differen-
tialgleichungen der Bewegung die Gestalt haben

1 Siche Enzyklop. d. Mathem. Wiss. Bd 6. 2 p- 529 Fubn. 37.
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[ ol & =@+ AN —b[2 A+ )]
+oo[2gh 4G+ p)A] = ;:2
@27k +pp N+ 6 B —(p*+ #D1]
(11.2) —elepit (g =T
—a;[2g0+ (G —pIN + &i[2ph +(P+97)7]
tal &~ =10

(i==1,2,..,%)

Wir nehmen nun an, daf3 die Korper nicht alle in einer Ebene
liegen; dann gibt es mindestens drei Korper, z. B. Py, P,, Ps,
deren Ebene nicht durch den Schwerpunkt des Systems hindurch-
geht. Infolgedessen ist die Determinante

ay, by, 6
<”‘3> asy by, €5 | -+ 0
as, by, 3

und es folgt hieraus, daB3 alle Klammern auf der linken Seite von
(11. 2) die Gestalt haben miissen

Const

32
Es folgt nunmehr, genau wie im § 3, dal man schreiben kann
1) y 8 S 3,

_ Do _ o _ %0,
(tr.4) P=5wy TR T

Der instantane Drchvektor mufl demnach, falls er nicht ver-
schwindet, eine feste Richtung im Raume der (x, y, z) besitzen,
und man kann daher von vornherein dieses Koordinatensystem
so wiahlen, daB3 p und ¢ identisch verschwinden.

Nach dem Flachensatz mull dic absolute Geschwindigkeit
des Drehimpulses, dessen Komponenten relativ zu (x, v, 2) wir
mit /., /,, /. bezeichnen, verschwinden. Wegen p = ¢ = o ist
die Komponente dieser absoluten Geschwindigkeit in Richtung
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der z-Achse gleich /., woraus folgt, daB /. konstant sein muf3.
Nun ist aber

(11.35) T = (a6 m;r 12,

i=1

und, da der Koeffizient von » A% nicht verschwindet, muf3 wieder
(11.6) A2 =~

sein.

Aus (11. 4) und (11. 6) folgt nun

7’0]/?:«(:

so daf also, wenn nicht 4 und v beide gleichzeitig verschwinden,
die Funktion 2(¢) konstant sein muf.
Waire dies aber der Fall, so mii3ten nach der letzten Gleichung
(11.2), wegen p = ¢ = o, alle Konstanten /V; verschwinden. Die
Resultierenden der Anzichungskrifte mafBten alle parallel der
xy-Ebene sein und dies ist mit der Voraussetzung, dall nicht
alle Kérper in einer Ebene liegen, unvertriglich.
Ist dagegen #, = 0, so reduzieren sich die Gleichungen (11. 2)
auf folgende
Lo Ly  M; N
T
die wohl Losungen besitzen, bei denen die Planeten nicht in einer
Ebene liegen. Aber die Bewegung mu8 strahlenférmig auf Ge-
raden durch den Schwerpunkt stattfinden, und diese Lésungen
sind daher ohne jedes Interesse.
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