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Uber eine Schar periodischer Losungen
des ebenen Dreikorperproblems (Mondbahnen).

VYon Oskar Perron.

Vorgelegt in der Sitzung vom 1. Februar 1936.

§1.

Einleitung.

Drei Massenpunkte mit den Massen w2y, 725, 723 mogen sich
unter der Wirkung des Newtonschen Anziechungsgesetzes in
ciner Ebene bewegen. Wir bezeichnen die Massenpunkte als
Sonne (24), Erde (mmy), Mond (#3); doch wird iiber die Massen-
verhiltnisse keinerlei einschrinkende Annahme gemacht.

Wenn Erd- und Mondmasse in einem Punkt vereinigt wiren,
der dann also die Masse w2, + 7224 hitte, so wire fur die Relativ-
bewegung der Sonne in bezug auf den vereinigten Erd- und Mond-
Massenpunkt u. a. bekanntlich eine Schar von Kreisbahnen még-
tich. Einen solchen Kreis greifen wir heraus und wihlen seinen
Radius als Langencinheit. Wahlen wir aulerdem die Einheit der
Zeit ¢ so, daB die Gravitationskonstante gleich 1 wird, so lauten
die Differentialgleichungen fiir die Relativbewegung

d*x ) x d?y 'y
e T — V." —_— — y — 77‘7)_ - - __ —
dt® Vat g e A Vata o2
wobei
% = le + my 78

ist. Unsere Kreisbahn vom Radius 1, durch die sie befriedigt wer-
den, hat die Gleichungen

(1 x = cos af, ¥ = sin at.

Fithren wir nun ein im Raum bewegtes Koordinatensystem ein,

dessen Nullpunkt die Erde ist und das mit der konstanten Winkel-
Miinchen Ak. Sb. 1936, I 11



158 Oskar Perron

geschwindigkeit o rotiert, so daf} die X-Achse stets durch die
Sonne geht, so ist in diesem Koordinatensystem die Sonne in
Ruhe, sie hat die Koordinaten 1,0.

Diese Verhiltnisse werden nun dadurch geindert, dafl die
Mondmasse in Wahrheit nicht mit der Erdmasse vereinigt ist.
Wire die Sonne gar nicht vorhanden, so wire fiir den Mond u. a.
eine Schar von Kreisbahnen um die Erde méglich, deren Radien
und Umlaufszeiten dem dritten Keplerschen Gesetz folgen.
Diese Bahnen sind auch in dem soeben ecingefithrten rotierenden
Koordinatensystem geschlossen (Keplersche Ellipsen, die im
Raum fest sind, wiren es nicht). Nun ist aber auch die Sonne da;
diese wird einerseits die Kreisbahnen des Mondes deformieren,
und zwar plausiblerweise um so weniger, je kleiner der Radius ist;
anderseits wird aber auch der Mond, weil er nicht mehr mit der
Erde vereinigt ist, sondern sich bewegt, die Sonne aus ithrer Ruhe-
lage werfen, ebenfalls um so weniger, je kleiner der Mondbahn-
radius ist. Wenn die Mondmasse 25 ,,unendlich klein‘ ist, fallt
das,,anderseits" weg; die Sonne bleibt in Ruhe und Herr E. Hopf
hat gezeigt, dall unter den moglichen deformierten Mondbahnen
geschlossene vorkommen,! und zwar sowohl rechtliufige wie
riicklaufige, wobei das Wort rechtliufig ausdriicken soll, daf3 der
Umlauf im Drehsinn des rotierenden Koordinatensystems vor
sich geht.

Fiir diesen Satz habe ich kiirzlich einen neuen Beweis gegeben?
und im folgenden soll gezeigt werden, dall durch eine kleine Er-
weiterung meiner Methode auch der Fall behandelt werden kann,
daB mgnicht unendlich klein ist. Dabei zeigt sich, dafd eine Schar
von Bewegungen moglich ist, bei denen die deformierte Mond-
bahn geschlossen ist und die Sonne ebenfalls ecine geschlossenc
annihernd kreisférmige Bahn um den vorhin betrachteten Ruhe-
punkt beschreibt; auBlerdem haben Mond und Sonne gleiche
Umlaufszeiten, so dal3 eine periodische Losung vorliegt (perio-
disch natiirlich in bezug auf das mit der Winkelgeschwindigkeit «

1LEberhard Hopf: Uber die geschlossenen Bahnen in der Mondtheorie.
Sitzungsber. d. PreuB. Akad. d. Wissensch., phys.-math. Klasse, 1929, S. 401
bis 413.

2 Neuer Existenzbeweis fiir periodische Bahnen im eingeschrinkten Drei-
korperproblem. Monatshefte fiir Mathematik und Physik 43 (1930).
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rotierende Koordinatensystem). Dabei verhilt sich der Abstand
des Mondes von der Erde zum Abstand der Sonne vom Ruhe-
punkt stets anndhernd wie mz, -+ my zu my; auBerdem ist die
Richtung von der Erde zum Mond stets anndhernd gleich der
Richtung von dem betrachteten Ruhepunkt zur Sonne. Das Wort
,,annihernd ist in diesen Aussagen so zu verstehen, dafl der an-
gegebene Tatbestand im Limes fiir gegen Null abnehmende
Mondbahnradien stimmt; es handelt sich ja nicht um eine
Mondbahn, sondern um cine ganze Schar mit nach Null ab-
nechmenden Radien.

§2.

Die Bewegungsgleichungen und hinreichende Bedingungen
firr Periodizitat einer Lésung.

Sind x,, v, die Koordinaten des Massenpunktes 2, in bezug
auf ein unbewegtes Koordinatensystem, so sind die Differential-
gleichungen der Bewegung, wenn die Zeiteinheit wieder so wie in
der Einleitung gewahlt wird, die folgenden:

2.
a xl—m e Y lm et
2 T P2 3 3 3 )
dt 721 75
d? x, Xy Xy Xg— %o
, =My, g ,
d 7y 73,
a? xy Xy —— Xy Xo— Xg
=M ; 2y
9 1 3 I E4 3 *
dr? 1 Ty

und analog fitr v, »,, v5; dabei ist

7"/“, = rr_u = ]/Cry _‘3'1')2 + (y.ll_;j/“)‘z'

Wir setzen nun
(2) x, +iv,=s5 (E=1—1

und nennen z, die komplexe Koordinate des Massenpunktes #z,.
Dann lassen sich die obigen Gleichungen mit den entsprechenden

fiir ¥4, ¥a, ¥4 in folgender Gestalt zusammenfassen:
11*



(8)

160 Oskar Perron

d®z Zy— 2 23— 2
s My g T g — - o’
Zp— 31 lgg— 2
i d? z, £ — 5y Z3— 2,
(3) b7 =, - g 1723 —,
g1 %y gy —— &y
5
d?z4 o AL o 2y — 2y
T T 2 -
ar zy— 25 3 Zo— 25 3

Fahren wir jetzt die komplexen Relativkoordinaten der Sonne
(7727) und des Mondes (#23) in bezug auf die Erde (m2,) ein, indem
wir

4) By 3% =P, Z3——Fa—=¢

setzen, so ergibt sich aus (3)

[d2p _ q ( , p o phlg
{l ,;7;2._—7123 43—— ml—l—mz)p3 g p—g®’
(5) l —
Tl gy Ty 2wy 21
= nty —+ ing) 9:3 my »3 ny p_qa'

Nunmehr setzen wir
(6) P =iy, g =—=e'“ty,
wobei wie in der Einleitung
(7) %= |y - g - g

ist. Dann sind # und v die komplexen Relativkoordinaten der
Sonne und des Mondes in bezug auf die Erde in dem in der Ein-
leitung erwidhnten roticrenden Koordinatensystem, und die Glei-
chungen (5) gehen tiber in

[d2u+ . du , v (gt 2 ®u—uv

— t2ia —dPu—=——, — (gt — 7714

de? dt v 3 23 u—uv ¥
’a’2y+ o dv . (gt v 1728 "-—1v

- 2io—~—alv=— (my-t i, —y . oy .
[ de® dt v 3 7 uw—u 3
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Daneben gelten nattirlich auch, wenn man die konjugiert-
komplexen GréBen in iiblicher Weise durch Uberstreichen be-
zeichnet, die folgenden Gleichungen:

(@22 aw T et % —v
o —2da - —otig=-—1ny —(mytmy) . —m -
| a2 dt ) %3 Pu—np?
2 ; 2 5 ; i
»d v—zz'o:fiv——cx?f?:——(mg—%—m;,) ¢ —ml-u -y “—?53.
la’tz dt 3 %3 u—uv,

Die Systeme (8) und (8a) sind in Wahrheit véllig gleichbedeu-
tend. Nun handelt es sich um periodische Lésungen des Systems
(8) bzw. (8a). Man sicht aber sofort, daB (8) auch dadurch in
(8a) tbergeht, daB man #, v durch #, ¥ und zugleich # durch
2¢— ¢ ersetzt, wo ¢ eine beliebige Konstante sein darf, die wir
positiv wahlen wollen. Wenn also # = f (¢), v = g (¢) eine Lo-
sung von (8) ist, so ist % = f(2¢—¢), v = g(2¢c— ¢) cbenfalls
cine Losung von (8). Wenn daher die Losung # = f (£), v = g (¢)
fiir 0 < ¢ < ¢ definiert ist und die Eigenschaft hat, daB die
GroBen

()] {f(o), g(0), f(c), gle) reell,
/'), & (0), /' (¢), & (¢) rein imagindr

sind (der Akzent bedeutet die Ableitung nach £), so mul} sich
dicse Losung {iber den Wert # = ¢ hinaus in folgender Weise
fortsetzen:

w = f(F), v =g () fiir o <¢ <o
(10) s o . =, <
u—=f(2¢—1¢), ©v=g(2c—12) fir ¢ £ ¢ < 2¢,

so dal} sie periodisch mit der Periode 2¢ ist. Denn die in der zwei-
ten Zeile von (10) stehenden Funktionen sind eine Lésung von
(8). Diese stimmt aber nebst Ableitungen an der Stelle # = ¢ mit
der in der ersten Zeile von (10) stehenden Losung wegen (9) tiber-
ein, ist also wegen der eindeutigen Bestimmtheit wirklich deren
Fortsetzung. Anderseits stimmen die Werte der Losung (10)
nebst Ableitungen fiir # = o und # = 2¢ wegen (9) uiberein, so
daB sich die Losung periodisch mit der Periode 2¢ fortsetzt.
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§3.
Ansatz fiir eine Schar periodischer Losungen ; der Scharparameter A

Wir machen jetzt in (8) unter Einfithrung eines reellen Para-
meters A die Transformation

(11) w=1-+NU, v=»NNTV t=»N=<
und bezeichnen die Differentiation nach v durch cinen Akzent;

dadurch gehen die Gleichungen (8) nach Multiplikation mit
A% tber in das folgende System:

I

(12) U 4200030 —a2r(1--A20) =g,
1+2020 1+ U—NV
— (my+my) Wt g At - A
1+7\"'U3 1+)\2U'—‘7\2V3

14
(13) V' 27032 V' — a2 18 V = — (my + m,) 3

122U 122 U221
—my 2t e e - =
142203 12—V 3
Setzen wir schlieBlich
(14) ]/;7;£+ mg =0, also p24my =0l
(13) O RRU—mg V =alW,

so geht das System (12), (13) mit den Unbekannten U, 77 iber in
das folgende System mit den Unbekannten V, I

V
(16} V" +2:ad3 0V — o208 =—02,
)
Vi3
527 WU—V
— 2t o + 72y il ’
FENTY/E 1R URY R
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) 142U

(17> I’V”—}—ZZO'.7\3 W/—127\6W2327\4’—— m27\4|;+¥U’73
1 +)\2 U__)\?V

— gt — — —

1+RU—NY3

dabei hat U auf der rechten Seite nach (15) die Bedeutung

(18) U = (; (@2 4 my V).

In den Gleichungen (16) und (17) kann man die rechten Seiten
nach Potenzen von A entwickeln, wodurch sie unter Beachtung
von (138) ibergehen in:

% ' ,»
(168) V7 2ial V= —B o+ ;xs 22V +my V4 3m, V)

oo
_*__ ‘LT F,, 7\71 ,

n=28

(172) W 4 240)3 W= : E(W+ W)+ Y G, N,

n=18

dabei sind die #, und G, Polynome von V, V, W, W.

Speziell fiir 2 = o hat dieses Gleichungssystem u. a. die Lo-
sung!

Vy=e'f",  Wy=o,

. . . 2 7: e .
diedie Perioder == ., hat und deren Anfangswerte fiir = = o die
r)

folgenden sind:

Volo)==1, Vi(o)=iB, Wy(o)=0, Wj(o)=o.

! Der Index o soll andeuten, da3 A = o ist.
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Nun 1a8t sich die Losung von (16a), (17a), also von (16), (17)
mit den modifizierten Anfangswerten

Vo)=1-4z¢, 777 (0) =B + €, W (o) =g, I (0) =g,

bekanntlich! in Reihen nach Potenzen der €, und A entwickeln,
die fiir hinreichend kleine Werte von |e,| und [A| absolut konver-
gieren; und zwar gilt das fiir ein beliebig langes Intervall von =,

-~ Tt . . .
gewill etwa im Intervall o <t < - — Wihlen wir daher speziell

™

die Anfangswerte?

V{o)=1+ad3, V'(o)=iP 73523,
(19) W (o) =2, W' (0) = iBdW,

wo a, b, ¢, & beliebige reelle Konstanten sind, so 148t sich die Lo-
sung fiir hinreichend kleine Werte von [A| nach Potenzen von A
entwickeln:

(20) V=it (1 TNIAS x)
n=1
(21) W= ‘;1 g, ()W

Die Anfangswerte der Funktionen £, g, sind dabei wegen (19)
die folgenden:

(22) {fa@ =a, f3(0)=if (b—a),

/ fn(0)=o0, fl(o)=o0 flirn=3;

(23) g1(0) =¢, gi(o)=1pd,
2/ g,(0) =0, ghlo)=0 furn==1, m==7.

1 Vgl J. Horn: Gewdhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung.
Leipzig 1903, § 67. .

2 In (19) ist die Wahl der Exponenten von x bei I7und I’ nach dem Bau der
Gleichung (16a) naheliegend. Bei ¥ und 1’ wird man durch Versuche auf
die zweckmiBigste Wahl gefiihrt; auch einige andere Annahmen wiirden zum
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Mit Riicksicht auf diese Anfangswerte erkennt man sofort, daf3
bei Einsetzen des Ansatzes (20), (2t) in die Gleichungen (16a),
(17a) die £, (), g, () Polynome von a, &, ¢, & werden.

Bei unserer Wahl der Anfangswerte ist gewil}

I7(0), W(o) reell,
V" (0), W'(o) rein imagindr,

also nach (18) auch

U(o) reell,
U'(o) rein imaginir.

Wenn es nun gelingt, die reellen Konstanten a, 6, ¢, & so zu

wahlen, dal3
7 i
V( ) IV( ) reell,

g

also nach (18) auch

w

a

|
(24) i
l

”
) w (p) rein imagindr,

o[y

IU’( ) rein imaginir

§<

(25)

wird, so gilt Analoges nach (11) auch fir #, v, so dal d1c Loésung

27

~ 2 lb
nach § 2 dic Periode © = - -, also 7= — — haben wird. Die Be-
4 )
dingungen (24) nennen wir daher die Periodizititsbedingun-
gen; es sind das augenscheinlich vier Gleichungen fiir die vier
recllen Unbekannten a, 8, ¢, &. Wir werden sehen, dafl sie fiir ge-
ntigend kleine Werte von 2] eine Auflésung haben, und damit

wird die Schar periodischer Losungen nachgewiesen sein.

Ziel fithren; doch gestaltet sich bei der Wahl des Textes die Rechnung am ein-
fachsten. Bemerkt sei ibrigens, daf3 der naheliegende Versuch, alle Exponen-
ten gleich 3 zu withlen, nicht zum Ziel fiihvt,
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§ 4.

Ausfithrung der Integration.

Wir wollen jetzt die Koeffizienten £, (1), g,(7) in (20), (21), so-
weit fiir unsere Zwecke noétig, wirklich berechnen. Ganz leicht
ist die Berechnung der g,(7) fiir 2 < 7. Setzt man namlich die
Reihe (21) in die Gleichung (17a) ein, so ergibt sich durch Ver-
gleich der Koeffizienten von &, A%, . . ., A" der Reihe nach:

gi/:O! gé,:o: gé,_—‘o» g,;I—FZZ'(Zgi:O,

(26) gy +2ingy=o0, gi-+2diagy=o,

. 3 ,
g7+ 2iagy= 5 «? (g1 g4)-

Hieraus folgt durch Integration mit Riicksicht auf die durch
(23) vorgeschriebenen Anfangswerte:

ngzcl g2 =0, L3 =0, 4 =0, L5 =0,

(27)
| 7o PR P
2

Somit ist

[ w (E) =ch+ (é—a—cnz{— z‘dﬁ) AN M (A1 B, M,
B 2 BZ n=8
(28) 2 .
L= 30 . & :
W' l-) = B~ cen+i8d )N+ 2 (C,oFiD o)\,
; n=8
wo die 4,4, B, C,0 D,y Polynome von a, &, ¢, d mit reellen
Koeffizienten sind, auf die es nicht weiter ankommen wird.
Umstindlicher ist die Berechnung der Funktionen f,(z), die
wir bis zum Index # = 6 benétigen werden, wobel sich aber auch
Jq7(%) gleich mit ergeben wird. Wir machen zunichst die Trans-
formation
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(29) vV =¢"p,

wobei dann nach (20)

(30) P=1+4 Y f,@N
n=1

ist. Dadurch geht die Gleichung (16a) tiber in

P4 2iBP —B2P 24003 (P 4iBP)=—p2 I—’fP
(31)

1 T o e
-+ ;7\6 (20 P+ my P+-3mpe 7Py L e"ﬂ’_FSFnN'.

Setzt man jetzt die Reihe (30) in (31) ein, so ergibt der Koef-
fizientenvergleich von A:

Fl42iBf—B 1= PR+ 35,

Mit Riicksicht auf die in (22) vorgeschriebenen Anfangswerte
folgt hieraus

(32) J1(=) =o.
Alsdann liefert der Koeffizientenvergleich von A2 fiir f, genau

dieselbe Differentialgleichung, die sich soeben fiir /5 ergab, und
mit Ricksicht auf die Anfangswerte ist auch wieder

(33) fo2(5) = o.

Genau so liefert alsdann auch der Koeffizientenvergleich von
2%, 35, A7 der Reihe nach die Formeln

(34) f4("'>:O) fﬁ(":):O) f7(T>=O'

Der Koeffizientenvergleich von 23 ergibt dagegen:

65) S +2iBfi—Bf—2ab= Bt/
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und schlieBlich der von 28:
(36) ¢ +22Bfi—P s+ 2da(fi+ 2B S
1 = 3 a5 8 7 15 5%
= @2(f6+3f6~4_f§““7f3f3_4f:1

2

7y . 37724 il

2 2

2 |
+ of +

Die Gleichung (35) stellt sich, wenn man f, in den reellen und
imagindren Bestandteil zerlegt, als ein System inhomogener li-
nearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
heraus und kann in bekannter Weise integriert werden. Wir
schreiben gleich das den Anfangsbedingungen (22) entspre-
chende Integral hin, das sich dann ohne weiteres als solches veri-
fizieren 1aBt:

(37) f3(m) =L+ L, (eiﬁr“—33_ip.r)_‘2.@[/3’~a

wobei L, Ly, Ly Polynome von «, & mit reellen Koeffizienten
sind, und zwar

[ s &, &
Li=—+2at+26, Ly=-+—a+5,
| 6 B2
(38) 1
llls_— 4(‘)0' ; 3[Z j“3b
IJ

(39)

Die Gleichung (36) lautet nun, etwas anders geschricben:

4 §+2iBfi—> B (it S =2,
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wobei

(41) 2= L

8
+ ot ij (136727,

(Fit2fsfatsfo—2ia(fs+iBf)

Nachdem aus (37) die Funktion f; und damit auch die konjugiert-

komplexe GréBe f5 bekannt ist, kennt man p, und zwar ist

(42) p=—3 [L‘i—4/:11:2e"’“ + L (57T
+Z'BL1L37——Z‘(3L2L3T(3ei’;r—e_i/;’)——éﬁzlg'rz]
t20B (Ly—Lg-t2Lye fT—iB Ly

m 2t s
ot 21(1 +3e7T).

Die lincare Differentialgleichung (40) kann nun unter Beriick-
sichtigung der Anfangswerte f; (0) = o, f§ (0) = o wieder voll-
stindig integriert werden. Doch ist das nur zum Teil nétig.
Schreibt man neben (40) die Gleichung fiir die konjugiert-kom-

plexen GroBen hin, so ergibt sich durch Addition und Subtrak-
tion

43)  (fo+ 1" +208fs— 1) —3B%fs +fo) =2 -+,
4 (fo—Sfo)" + 208U + 1) =p— 7
Aus (44) folgt durch Integration von o bis ©
Vi + 288 Uit F) = [ (5P,
0
und wenn man diese Gleichung nach Multiplikation mit 278 von

(43) subtrahiert, erhilt man weiter

T

@3) s+ S+ B2 (fstfo) =p+p—2if [(p—p)dr=q.

0
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Dabei ergibt sich, wenn man p und 2 aus (42) entnimmt, fiir ¢
der Ausdruck

(46) g =Mix*+ Mycos Bt + Mgcos2pt+ M,
wobei
My =B3Ly3(3BLy— 6B L, — 4a),

(47)
My =8B Ly(3BLs—3BL; — ),

wihrend es auf die Werte M3 und M, nicht ankommen wird.
Natiirlich sind. alle #, wieder Polynome von &, & mit reellen
Koeffizienten. Aus (43) folgt

[ cos Bz dz = (fs + 7o) cos Bx + B (fs -+ f) sin B

und folglich ist

Fe4

frmpe=- {15}

0

Setzt man hier fiir ¢ den Ausdruck (46) ein und fithrt die Quadra-
tur aus, so erhilt man:

T Vﬁ#TC 2T T
4 e B f ) O e Y
f“(ﬁ) T (@) g 28

Daher ist schlieBlich

8 NS =, T — a1, T i,
(48) 7 (B) 6 4B+

wo auch &V natiirlich ein Polynom von «, & mit reellen Koeffi-
zienten ist.

die Gleichung (20) ein, so kommt
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[ V(g) 1Ly 2 Ly—i Lgm) W+ Y (A + i BV,
n=6
40) 1V (’g) —ip V(’g) — i (4 Ly L)W
T T e
@3 4B n=8

wobei die 4,4, B3, C,1, D,1 Polynome von «, 4, ¢, 4 mit reellen
Koeffizienten sind. '

Fiahrt man nun die Ausdricke (49) und (28) in die Periodizi-
titsbedingungen (24) ein, so gehen letztere iiber in

o
—33 7 —
L3u/\ +A\ B,ﬂ?\"—o,
n==6

(50)

T T i
— VM, - __._M2. ))\6+ ’\’C"d)\n:O’
( tes 48 —t

o
d=il++ NV BoW=o,
(51)

oder nach Unterdriickung tiberfliissiger Faktoren und mit etwas

geinderter Bezeichnung der B, C,.:
o0
Ly+ N B, W' =o,
n=3
(52) e
4 M —B My 4 N Cy N =0,
n=2

C’{" LYCZO )\" — O,

n=1

(53) -
d+ N Bl W =o.

n=1
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Nun ist nach (47)
AM—R My =P3 Ly (128 Lg—24B L, — 16)
— 8P Ly 3P Ly — 3B Ly —o)
=03 L, (120 Ly— 24P Ly-— 160 -—24P L,)
+ 8B Ly (3B Ly 4 o),
und, da 38 Z; 4- e nach (38) gleich 2 § L, -— o ist,
AMy, — P2 M, =03 Ly (128 L;—240 L, — 160 — 2403 Ly)
8PP Ly (2B Ly—a)
=03L4(12R Ly —240BL— 160— 8P Ly) — 8a 33 L,.

Daher geht die zweite Gleichung (52), wenn man die mit

PP(12BLy—24BL;—160— 803 L,)

multiplizierte erste davon abzieht und dann den Faktor — 8 « 33
streicht, tber in

(54) Ly+ MOy =o.

n=2

SchlieBlich kann man die erste Gleichung (32) und die Gleichung
(54), wenn man fir Ly und L, die Werte aus (38) cinsetzt, durch
geeignete Linearkombinationen ersetzen, derart, daf} in der einen
vor dem Summenzeichen nur «, in der andern nur 4 vorkommt. So
erhilt man

+ 2 + on Bax )\”
a " nl == 0.
38
2 e
b+ =+ 3CL W =o0.
36 n=2

Die Periodizititsbedingungen lauten daher endgtltig:
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2 > .
[a—}‘—'—{—:Bnl)\”:o:
3(3 n=2

(55) o
20 .
b+ -+ N CuN=o,

n=2

e eates
(56) oo

|d_}_‘l73207\)1 =O,
l n=1
Ct

wo die B, C. Polynome von a, b, ¢, 4 mit reellen Koeffizienten

me
sind.

Speziell fir 2 = o haben diese Gleichungen die Auflésung

20 20

a — — y
30

— i,
30

und die Funktionaldeterminante ist gleich 1. Daher sind fiir posi-
tive und negative, aber absolut hinreichend kleine Werte von A
cindeutig bestimmte benachbarte Auflésungen «, 6, ¢, & vorhan-
den, die natiirlich reell sind. Damit sind die periodischen Lo-
sungen nachgewiesen.

§ 3.
Interpretation im Sinne der Einleitung.

Man sicht leicht, daBB die nachgewiesenen periodischen Lé-
sungen den in der Einleitung geschilderten Charakter haben.
Wie bereits auf S. 160 erwihnt, sind nimlich 2 und » die kom-
plexen Relativkoordinaten der Sonne und des Mondes in bezug
auf die Erde in dem rotierenden Koordinatensystem. In diesem
System ist aber die Koordinate des in der Einleitung erwidhnten
ruhenden Punktes in bezug auf die Erde gleich 1; denn dieser
Ruhepunkt hat in dem im Raum festen System in bezug auf die
Erde nach (1) die komplexe Koordinate

cos af - 7sin af = e*'®f,
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im rotierenden System also die komplexe Koordinate 1. Daher
sind die komplexen Koordinaten der Sonne in bezug auf den
Ruhepunkt und des Mondes in bezug auf die Erde gleich 2z — 1
und o, also nach (11) gleich

(57) 22U und ARV,

Dabei hat V7 die Entwicklung
(58) V=e"”'r(1 —}-f3(*r)7.3+'--).

Ferner ist nach (18)

<59) 0. L 77203 ['+ (7'2 W
p* p2
:?g;efﬁf(l—l—f3("»)7\3+-.-)_}_;;(gl(c)).+g2(7)~,\2_}__”).

Daraus ersieht man, daf die den komplexen Koordinaten (57)
entsprechenden Vektoren fiir kleine [A| stets annidhernd gleich
gerichtet sind und sich ihrer Gréfe nach annihernd wie 2, zu
mq -mg verhalten. Denn wihrend die Entwicklungen von 22¢/
und A2} nach (58) und (59) wirklich mit der zweiten Potenz von
2 anfangen, ist

(mg 4+ mg) N2 U — mgh2V = L2020 — g W2V = o222 I/
=alg ()N falg()at 4. ..
=a?chd +olg ()N 4+ ..

diese Entwicklung beginnt also erst mit einer hdheren als der
zweiten Potenz von A. Wir wollen noch zeigen, daB es die vierte
Potenz ist, weil die Entwicklung von ¢ mit der ersten Potenz be-
ginnt.

Die durch Auflésung der Gleichungen (55), (56) sich ergeben-
den GroBen a, 4, ¢, d lassen sich bekanntlich nach Potenzen von
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A entwickeln. Dabei zeigt die erste Gleichung (56), daB die Ent-
wicklung von ¢ kein konstantes Glied hat. Um einzusehen, daf3
sie genau mit der ersten Potenz von A beginnt, mull gezeigt wer-
den, dal} CI’O = 0 ist oder, was dasselbe sagt!: (g o == 0. Nun ist
aber (vgl. (28) und (21))

i
Cs,o + Z'Da,o Zgé (B)

Um g¢ zu berechnen, braucht man in (17a) die GréBe Gg. Aus
(17) ergibt sich aber, wenn man die Entwicklung weiter fortsetzt:

Gy :———mzl:; U +i UU+185272]

3 2 3 - P
— [8 =P+ U=V U—P)+ LO—P) ]

Da nun

V,o=2e"", W,_,=o0,

also mit Ricksicht auf (14) und (13)

U;.fo:'mgei’”, (U——V);;o:_,m2

ipr
Bz BZ e’ ’

so ergibt sich

3 g g

(Gico =— T <g2iﬂ7+2+se—2iﬂ1).

Beim Einsetzen der Reihe (21) in (17a) liefert also der Koeffi-
zientenvergleich von 8 die Gleichung

3y

SBZ (g?i[ir+2+58—2{ﬂr).

. 3
&'+ 27agh = 2?(gy + &2) —

! Man beachte, daB die erste Gleichung (56) ja nichts anderes ist als die von
emnem iberfliissigen Faktor befreite zweite Gleichung (51).
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Hieraus folgt, da gz und g, nach (27) verschwinden, durch Inte-
gration von o bis T:

Mg mg [e2FT—1 e 2T —
gg(r)=_§82823(m—- 2T :

2t —
Also speziell

. T 3mgmg 27
Cs,o“I‘ZDs’O:gé (@) = — ,ng 3, ] :
daher ist Cgy == 0; w.z. b. w.

Zum SchluB sei noch bemerkt, dal die gefundenen periodischen
Bahnen fiir A > o rechtlaufige, fiir A < o riuckliaufige Bahnen
sind, die sich bereits nach einem Umlauf schliefen. Das er-
kennt man sofort aus den Formeln (58), (59), wenn man bedenkt,
daB 7 = x%¢ ist.
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