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Zusammenfassende Darstellungen tiber den Umfang und den
Inhalt der griechischen Rechenkunst liegen schon geraume Zeit
zuriick, Neben dem wertvollen Werk von Nesselmann,? das
in den Anfingen stecken blicb, ist vor allem zu nennen das
Buch von G. Friedlein: ,,Die Zahlzeichen und das elementare
Rechnen der Griechen und Romer* (1869), das — soweit damals
moglich — das Thema erschépfend behandelte, wihrend Heath

! Ein Index Graecitatis ist fiir Teil II vorgesehen,

* ,,Die Algebra der Gricchen* erschien im Jahre 1842 als erster Teil einer
kritischen Geschichte der Algebra. (Die genauen Titel wollen aus dem Lite-
raturverzeichnis [S. 457] entnommen werden.)

Miinchen Ak, Sb, 1936, 111 25
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und Tropfke in ihren groflen fur die Mathematikgeschichte
grundlegenden Werken naturgemilB auf die Einzelheiten nicht
eingchen konnten. Es ist klar, dal} in den seit Friedleins Arbeit
verflossenen 67 Jahren vieles Gberholt und manches zu erginzen
ist. Man kannte damals u. a. die Metrika Herons noch nicht, die
groflenteils noch unedierten Mathematici Graeci minores
blichben unberiicksichtigt, und vor allem waren die Kenntnisse
der vorgriechischen Mathematik noch gering. Gerade die neueren
Forschungsergebnisse auf diesem Gebiet zeigen aber, welche
Kenntnisse den Griechen schon zur Verfiigung standen.! Aus
diesen Grinden erscheint es vielleicht nicht tiberfliissig, das alte
Thema wieder aufzugreifen. Besonders soll die Arbeit zur Zer-
streuung der alten Legende beitragen, daBl man tber die grie-
chische praktische Rechenkunst fast nichts wiite.? Es wird sich
im Gegenteil ergeben, dal3 sie zu der Hohe entwickelt war, die
man brauchte, um den elementaren Aufgaben des taglichen Le-
bens gerecht zu werden.

Der vorliegende erste Teil wird die Grundrechnungsarten mit
ganzen Zahlen und Briichen behandeln. In einem zweiten Teil
sollen dann die anderen Teile der Logistik, insbesondere diec An-
wendungen an Hand des bereits bekannten und des groflen noch
unveroffentlichten Materials untersucht werden. Ich mull noch
darauf hinweisen, dall es nicht moglich war, jedes griechische
Wort in Ubersetzung wiederzugeben; dies hitte den Umfang der
Arbeit unnétig vergréBert, unnétig deshalb, weil aus dem zusam-
menhingenden Text alles Wichtige crsichtlich ist.

Zu besonderem Dank bin ich Herrn A, Rehm und E. Wiist
verpflichtet, die mir stets mit philologischer Hilfe zur Seite stan-
den. Gleichzeitig spreche ich meinen Dank der Akademie der
Wissenschaften und der Universitiat Miinchen aus, die die Druck-
legung der im Frithjahr 1933 als Habilitationsschrift vorgelegten
Arbeit erst ermoglichten.

Minchen, 1. Dezember 1936.

1 Hierzu siehe besonders die Arbeiten Neugebauers, dem das Haupt-
verdienst an diesen Fortschritten zukommt, in den Quellen und Studien zur
Geschichte der Mathematik, Astronomie u. Physik. Berlin 1929 ff.

2 Schmidt S. 138, Tropfke I13 S. 64, 169, Tannery, M.sc. IV S. 62-64.
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Einleitung.

Wenn wir nach einem angenommenen Untergang der der-
zeitigen Kulturen uns die Arbeit der dereinstigen Archiologen
und Wissenschaftshistoriker vorstellen, dic versuchen sollen, aus
dem Schutt der Stidte u. a. auch die mathematischen Kenntnisse
im 20. Jahrhundert wieder herzustellen, so wird das hierbei fiir
die niederen Gebiete der Mathematik gewonnene Bild wohl sehr
bald den geschichtlichen Tatsachen entsprechen, wihrend die
Klarlegung der anderen Zweige — schon wegen der gegeniiber der
Volksschulliteratur geringen Verbreitung der in Betracht kom-
menden Schriften — nicht so leicht gelingen wird. So sollte man
meinen, dall auch wir Uber die griechische praktische Rechen-
kunst, die jeder brauchte, der Handel tricb oder mit Verwaltungs-
angelegenheiten zu tun hatte, zum mindesten ebenso genau unter-
richtet wiren wic tber die ,,wissenschaftlichen** und philosophi-
schen Teile der griechischen Mathematik, deren Entwicklung
zu der staunenswerten Hohe, wie sie erst wieder das 17. Jahr-
hundert erreichte, als ecine der Hauptleistungen griechischen
Geistes, neben bildender und dichtender Kunst, fiir immer an-
erkannt bleiben wird.

Aber gerade die Werke, deren Verstindnis sich naturgemil}
nur Wenigen erschlof3, sind groBenteils erhalten, wihrend die
elementare Literatur fehlt. Der Griinde sind verschiedene. Ein-
mal war dic Herstellung der kostbaren Abschriften zeitraubend
und lohnte nur bei wertvollem Stoff. Der Volksschulunterricht,
der, wic wir aus Platon wissen, auch das praktische Rechnen
umfaBte, spielte sich meist im mindlichen Verfahren ab. Da der
Unterrichtsstoff lange Zeit derselbe blieb, weil der Aufgabenkreis
keinen Verdnderungen unterworfen war, konnte die Lehrtradi-
tion gut ohne Biicher auskommen. Zur Durchfiithrung einfacher
Rechnungen war die Hilfe des Rechenbrettes vollkommen hin-
reichend. Vor allem aber hatten die Kreise in den Philosophen-
schulen und Universititen, denen die Wissenschaft anvertraut
war, von Ausnahmen (z. B. Aristoteles, Eudoxos, Geminos,
Proklos) abgeschen, wenig Interesse an den primitiven Stadien
der mathematischen Wissenschaft, so dal3 eben nur die klassischen
Werke studiert und abgeschrichben wurden. Wenn es der Zufall
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gewollt hitte, wire trotz allem cin Elementarbuch der Logistik,
wie die praktische Rechenkunstim Gegensatz zu der Arith-
metik genannt wurde, oder zum mindesten ein Rechenheft, wie
es z. B. fiir die dgyptische Mathematik der Fall ist, auf uns ge-
kommen. Uber die anderen Zweige der praktischen Mathematik
(theoretische Mechanik, Astronomie, Optik, Musik, Geodisie)
sind wir ja auch unterrichtet. Wie aber die Verhiltnisse nun lie-
gen, miissen wir die Kenntnisse dieses Gebietes bei den Griechen
aus Einzelstellen mihselig zusammentragen. Es konnte sogar
der Eindruck entstehen, als ob wir tiber die griechische Logistik
so gut wie nichts wiilten. Bei einer genaueren Betrachtung aller
zur Verfiigung stehenden Quellen ergibt sich aber, daBl wir doch
ein ziemlich vollstindiges Gesamtbild erhalten kénnen, Hierzu
soll der folgende Versuch einen Beitrag liefern.

Erst in die Zeit der Entstehung des mathematischen Systems,
also etwa um -4s30, fillt die Trennung zwischen den theoreti-
schen und praktischen Gebieten der Mathematik. Vorher um-
faBte sowohl die Geometrie (yewperpla) die geoditischen Pro-
bleme wie auch die Arithmetik (Getdunties) die praktischen
Zahlenrechnungen. Solange noch kein Bediirfnis nach einer
theoretischen Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen vor-
lag, bestand auch kein Grund, cine theoretische Arithmetik in
Gegensatz zu setzen zu einer praktischen Logistik. Wenn es bei
Proklos? heiflt, dal3 bei den Phoinikern wegen ihres Handels
und Verkehrs die genaue Kenntnis der Zahlen ihren Anfang ge-
nommen hat (&emep odv mupd toig Poiviliv di tdg dumopelog xul
T& GUVEIAGY RO THY oy Y Ehalev 1 &Y dptd v axptBhg yvaeis), so
darf man hier nicht an cine Zahlentheorie denken. Hier handelt
es sich um die praktische Rechenkunst, freilich auch nicht um
die viel alteren ersten Anfinge, die jedes Volk sich erarbeiten
muBte und konnte. Die Stelle bei Proklos bezieht sich vielleicht
auf die Buchstabenziffern oder auf die einzelnen Rechnungs-
arten, dic erst mit der Verbreitung der Schrift entwicklungsfihig
wurden und den Abstand von der grundlegenden Operation, dem
»Zuzdhlen®, | Aufrcihen® (dpudueiv) gewannen, daB sie eigenc
Rechenoperationen wurden. Dagegen ist der Aufbau des Zahlen-

1 Proklos S. 65. (Die genauen Titel der zitierten Quellen wollen im Lite-
raturverzeichnis S. 457 nachgesehen werden.)
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systems bis zu ciner fiir dic Bediirfnisse des Alltags hinreichenden
Héhe und die Ausbildung der Grundrechnungen viel frither, und
zwar schon gleichzeitig mit der Entwicklung der Sprache, anzu-
setzen. Den Anfang bildet die Vorstufe, in der GréBen- und Men-
genunterschiede geschen und verstandesmifig erfalt wurden.
Auch in der Schépfung eines konkreten Aquivalentes fiir die
Zahlen bzw. fiir die gezihlten Gegenstande in Gestalt von Stein-
chen oder Marken und damit in der Erfindung des Abakus kann
jedes denkende Volk selbstindig gewesen sein. Die Terminologie
der mathematischen Begriffe bei Homer zeigt, dall lange vor
der Einfithrung der Schrift das griechische Zahlensystem ent-
wickelt war. Man kannte bereits den Begriff der Multiplikation
und fiihrte einfache Teilungen aus. Alles dies war ,,Arithmetik*.

Ein grundlegender Wandel trat ein, als sich die Philosophie
der Mathematik bemichtigte; nach Proklos (bzw. Geminos)
war es Pythagoras, der die Geometrie stofflos und mit reinen
Gedanken untersuchte (6 Tudaydoug . . . dvedev tag dpyos adtis
EMLIAOTONLEVOS %ol GOheS %ol vospds T Demp T diepeuvinevos.t
Wenn wir statt des sagenhaften Pythagoras die ,,sogenannten
Pythagoreer'* setzen, so haben wir gerade den Kreis, von dem
das mathematische System geschaffen worden zu sein scheint.
Da muBte sich auch der Unterschied herausbilden zwischen der
cinen mathematischen Disziplin, die es sich zur Aufgabe macht,
die reinen mathematischen Gedanken (zé& vorte) zu untersuchen,
und der anderen, die nur die sinnlich wahrnchmbaren Gegen-
stinde (za oicdqtd) betrachtet. Wie sich jetzt dic Geometrie ab-
trennt von der Geodisie, so wird — und zwar erstmalig im Gor-
gias nachweisbar? — auch unterschieden zwischen Arithmetik
und Logistik. Jene ist eine Wissenschaft (Emisthpy), die sich mit
dem Ewigen, Reinen beschiftigt, diese cine Fertigkeit (zéyvy),
dic fir die Erfordernisse des Alltags notwendig ist und schon
deshalb allgemein geiibt werden mulB. Am schirfsten drickt
Platon den Gegensatz aus,® wenn er der Erkenntnis den Kridmer-
geist (yvopiley und xoamniedew) gegeniiberstellt.

1 Heron IV S, 108 und Proklos S. 65.

2 Platon, Gorgias 451; B, C, iiber die Scholien des Olympiodoros siehe
FuBnote 7 auf S. 4355.

* Platon, Republik 525D.
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Gleichzeitig mit dieser klaren Scheidung in die praktische Lo-
gistik und dic nur mehr die Eigenschaften der Zahlen unter-
suchende Arithmetik vollzieht sich die Verdringung des rech-
nerischen Elementes aus der Geometrie, und es beginnt die wissen-
schaftliche, d. h. geometrische Behandlung der arithmetischen
Gesetze und der algebraischen Probleme. Auch verschwinden
jetzt aus der Arithmetik die Briiche, die der Logistik vorbehalten
bleiben. Sie werden durch die Verhiltnisse (Aévou) ersetzt, die
auch das nur in Anniherungen berechenbare Irrationale mit um-
fassen.!

So kommt es, dal in den Elementen des Euklid alles Logi-
stische verschwunden oder nur noch schwer erkennbar ist. Doch
schon mit Archimedes tritt ein Umschwung ein. Er, der die
empirische Forschung neben der reinen Mathematik, die sich
des logischen Beweises bedient, gelten 1aft, scheut vor Nihe-
rungen ebensowenig zuriick wie vor Brichen, und neben der
Theorie kommen wieder die Anwendungen zu ihrem Recht. So
spricht sein Kommentator Eutokios von der ,,Kreismessung*
als von einem fiir das tigliche Leben notwendigen Buch (mpos tas
wob Plov ypetoug dvoyxaiov).? Ahnliches driickt auch Anatolios
bzw. Geminos aus,® wenn er berichtet, dafl gegeniiber dem frii-
heren Wissenschaftsbegriff die ,,Spiteren die Benennung weiter
ausdehnten, indem sie verlangten, dal3 der Mathematiker sich
nicht lediglich mit dem unkérperlichen und gedanklichen Stoff
befassen solle, sondern auch mit dem das kérperliche und sinnliche
Dasein Berithrenden‘’. Ferner verlangten sie, dafl der Mathe-
matiker auch Feldmesser und Rechner sein solle (ol 8¢ vehregot
meptéamacay 2l mAelov Ty TposTyoptay od (wbVoy TTEpl THY AGMILLTOY
%ol vy Dhny dErolvreg mporypatedesdot Tov podnpartindy, dAhd: vl
mepl Ty EpunTopévny TS copaTikis xal alednTic edslug, ferner . . .
Seiv Govro nal yeodulotny xul hoyiotixdv . . .) Ein solcher Mann
ist wohl auch der ,,Geometer®, von dem im Epigramm 435 der
Anthologie * die Losung der ,,Gleichung®® verlangt wird.

1 Uber die Beziehungen zwischen den %éyot und den Briichen siche unten
S. 449.

2 Archimedes III S. 228.

3 Heron IV S, 162, hierzu Tannery, M. sc. IV S. 65.

1 Wertheim S. 343 und Diophant IT S. X.
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Spiterhin, besonders mit dem Auftreten der neupythagorei-
schen Philosophie, treten die alten Unterscheidungen erneut in
den Vordergrund. Die Arithmetik (eloaywy? dpudunties) des
Nikomachos, die bis in das Mittelalter hinein das kanonische
Werk der Arithmetik geblieben ist, ist cine Zahlentheorie (ohne
Logistik), durch die eine fiir das Studium der Philosophie not-
wendige mathematische Schulung erreicht werden soll. Dem-
gegeniiber wirkt bei Heron und seinen Nachfolgern der Ein-
fluB des Archimedes nach. Zwar werden auch hier die ,,edleren
und héchsten” Hauptteile der Mathematik, die Arithmetik und
Geometrie, den anderen sich mit dem Sinnlichen beschiftigenden
Anwendungsgebieten gegeniibergestellt? (t7s pév timotépas zol
wpdTHs GhocyepiaTepe pipn 8bo, GptdunTiny xol yewuerpla, thg 8¢
mepl T alodyqTa doyoloupbvng £, AoyioTind, yewduislx, GmTId,
wovovied,, payoes, aotpovopux), doch wird die Verwandtschaft
von Arithmetik und Logistik ausdriicklich betont (cuveyyile
pEIAOV 7T Ay dpuduTie) 1) hoyiotind, . 7. A). Bezeichnend fiir den
grundlegenden Wandel gegeniiber dem Standpunkt zur Zeit
Platons ist es, dal Diophant, dessen Werk den Gipfelpunkt
griechischer Rechenkunst darstellt, diesem den Namen aptd-
pnmind gibt.

Was ist nun tber den Umfang der hoyiotiey wéyvr aus den
Quellen in Erfahrung zu bringen? Der Name selbst gibt keine
Auskunft. Das Zeitwort 2éyewy, zu dem Adyog gehért, bedeutet ur-
spriinglich ganz dhnlich wie doudpely (Stamm: «p = aneinander-
reihen) das Auflesen, Sammeln, Zihlen der u. U. in einer Reihe
angeordneten Gegenstinde. Die Bedeutung von Aéyog ist dem-
entsprechend schr vielseitig. Auler Wort, Rede, Erzdhlung, Buch,
Lehrsatz,? Begriff, Vernunft finden sich in unserem Zusammen-
hang Aévor als Rechnungen, als Summe (¢¢ €Efxovra tahaviov
16vov). Vor allem aber ist Adyog das Zahlenverhiltnis, durch das
zwei Groflen (Strecken, Zahlen usw.) miteinander verglichen
werden (Adyo cuvttdévar). So ist Aoyileabor cin auf verninftigen
Gedankenschliissen beruhendes Berechnen. Zu sudhoyiopog (lo-
gischer SchluB) gehért ouireyilesdor: sich zusammenrechnen, be-
denken, z. B. meptpérpovg cuihoylopevor.? Die Rechnungen heiflen

I Heron IV S. 164, 2 Rudio S. 26.
? ProklosS. 38 Z. 23.
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auBerdem Aoyiopte, Aoyiouot! und Aoyaprasude.? Der Plural Aoyie-
pot steht bei Suidas? als Synonym flr Aoviemied) wéyvy. Der im
Denken und Rechnen Erfahrene ist ein doyistieds? oder ein Ao-
yiothe.® Was also die vernunftgemife Rede oder Uberlegung an-
langt, so ist in diesem Punkte kein Unterschied zwischen Arith-
metik und Logistik. Dies wird auch von Platon® zum Ausdruck
gebracht, wenn er sagt: el 8'al £potto * v 8¢ hayisTinny Tive xo-
2elg wéyvny; elmoyy’ dv 8t xal aben (genau wie die Arithmetik)
£oTl TGV Ay 70 Y wupoupévav. Sonst aber ist der obenerwihnte
Gegensatz zwischen der elementaren Logistik und der wissen-
schaftlich hochstehenden Arithmetik bei Platon besonders aus-
geprigt. Eine Parallele hierzu sehen wir in der Geometrie. Da es
Platon um die Geometrie als reine Wissenschaft zu tun ist, be-
treibt er die Loslésung des geoditischen Teiles.

Dies alles schlieB3t aber nicht aus, daB er sich auch fiir die
griindliche Beschiftigung mit den praktischen Zweigen der
Mathematik einsetzt. Denn es darf nicht iiberschen werden, daf
die diesbeziiglichen Bemithungen lediglich die Erhéhung des
allgemeinen Bildungsstandes bezwecken und nichts mit der For-
derung der Wissenschaft, der sich die Oberschicht der Philo-
sophen und Staatsminner widmen sollen, zu tun haben. So
kommt es, dal3 wir gerade von ihm wertvollste Aufschliisse {iber
den Inhalt der Logistik erhalten.

In einer in einigen Punkten noch unklaren Stelle in den Ge-
setzen,” in der er die dgyptische Unterrichtsmethodik als Vorbild
darstellt (to5ddz <olvov éxastav ye? odvar povddverw Sziv Tolg
eheudépous, Gou xul mapmods &v Alydnte watdwy §yhog duu yedp-
pocw paviaver) wird hervorgehoben, daf3 die logistisch Ausgebil-
deten geweckter als andere sind und daB sie die fiir Truppen-
und Haushaltsfithrung notwendigen Kenntnisse besitzen (. . . &oe-

1 Platon, Phidrus 274 C u. Gesetze VII, 819.

2 RhabdasS. 195.

3 Suidas sub Aoyiopée.

1 Proklos S. 40 und Platon, Euthydemos 290 B.

5 Aoyisthic war im 5. Jahrhundert der Titel der attischen Beamten, denen
Finanzverwaltung iibertragen war. Siehe R.-E. XIII, 1020.

& Platon, Gorgias 451 B; vgl. auch Hippias minor 366-368.

7 Platon, Gesetze VII, 819,

di

jan
[q]
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nobat Tolg pavdavovteg elg

’ 124 v
Te Tds TV oTputonedwy tiletg nul dyon-
vog vl orporeiast xal elg olxovoplag af, %l TavTws yproLuwTépoug

adtodg oHTolg nal Eypnyopbras piAhov Todg avdommous drepydlov-
zas). Uber dic in Frage kommenden Rechnungen (hoyiouot) er-
fahren wir aus dieser Platonstelle, dal3 es sich neben planimetri-
schen und stereometrischen Vermessungsaufgaben (peta 3¢ oo
&y Toilc petplfioeow, Gou Eyet whvn ol whdTy wod Bady), wepl dwovta
Toite dveloay T @icel yeholay Te vl aleypoy dyvoiay &v tolg av-
Ypomog mhoL tadthg gmulhgTTovsty) hauptsichlich um Vertei-
lungen drehte, deren Kenntnis den Kindern spiclend beige-
bracht werden sollte. Es heil3t im Text: ,,Zuerst handelt es sich
beim Rechnen darum, daBl man dic gerade fur Kinder aus-
gedachten Aufgaben spielend und mit Freude lernt; dann um
die Verteilung von Apfeln und Krinzen, wobei dieselbe Anzahl
cinmal an vicle oder wenige verteilt (= angepalit) wird; ferner
um dic (Verteilung) der Ring- und Faustkimpfer und um die der
Gegnerlosigkeit und des Auslosens, entweder einzeln oder der
Reihe nach oder wie es sonst gemacht wird.* (mp@wov pev vop wep

PSP

royiopolg dreyves wotaly dfeupnuéve podfuate petd mordiis xul
N00vTs pavdavey, pikov T8 Tvev Suvopal %l 6TEOIV6V TAELOGLY
Gt %ol EAETTOGLY GpLOTTOVTOY GPLIRGY TEV adTEY, %l TUnTAY %ol

’

oo TOY Eoedpelng Te wul cuiknizemg &v péper? nul Epzifc nal dg
regplzact yiyveadar). Derartige Aufgaben, bei denen die Gegen-
stinde entweder in gleiche Anteile oder nach irgendeinem Schliis-
sel verteilt werden, kommen in der antiken Mathematik hiufig
vor. In der babylonischen, dgyptischen wie in der griechischen
Mathematik finden sich sogar schon Verteilungen in Anteilen,
die in arithmetischer Reihe wachsen. Weiterhin spricht die Pla-
tonstelle von Schalen aus verschiedenem Metall (bzw. Metall-
inhalt), die entweder als Ganzes verteilt werden oder erst, nach-
dem man ihren Inhalt (oder die Schalen selbst) gemischt hat (xal
o7 wal woklovres, Quihag Gpo ypucol ual yohnol xel dpyuplov el
TowdTOV TVEY FNeY xepawlvtes, of 88 xal Ghag mog Swdidbvres,

A\

3 b NI ~
p cimoy, clg ToLOLLY EVOUOTTOVIES TG TMV avayraimy aptdudy

1 Uber die Beziehung der Logistik zur Taktik s. Proklos S. 38-30.
? Heath 1,1 S. 20 FuBn. 1 lest: &v Epedpelog te ol ouMEewg pépet
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Noch ausfithrlicher verbreitet sich Giber die einzelnen Zweige
der Logistik ein altes Charmidesscholion,! das entweder der
dewpta 76y nadnudrov des Geminos direkt entnommen ist oder
vonAnatoliosstammt, derGeminos mehr oder weniger beniitzt
hat. Der Anfang des Scholions ist auch in den Heron zugeschrie-
benen ,,Definitionen‘ mit geringfiigigen Abweichungen zu finden
und lautet folgendermaBen:? hoyiotieh Eott Yewple TéHV dprdpnrdy

k) b 1 ~ e ~ ‘I 3 )] 3 . 3 \ D /
odyl 3% Tév aptdudv petaystpioTind, o) TOv Gvtwg detduiy Auufa-
3 » ’ A A & ¢ A A b A e
vougGeL, SAA unow‘)&:p.qu ol Aeias poveda, o 8 dpthurTov Gg
3 4 k - D hd 37 3 7
dptdudy, olov o wplo Tptda elvot ol vo dénor Sendda . £’ Gv Emaryer
AY \ 3 \ 1 3 3
wa ward dordunTinny Yewphuate. Fewoel 0By 10570 iy To whndiv Hw
A

*Apyruidovg Boeuxdv mebdlinua, tolto St priizog xul graditug dotd-

e mobe ubv 2 oGy, Tobe 3% 2 motuvre © wal 2 Fhey 5
0oV TOV UWJ &7 LAWYV, TOL € ETTL TWOLUNVTS AUL TR wy oS
Sy bl i

e

~vevev T mhh Y Tev alodTév copdtmy cromobor, hg mepl TeAclny
arooaivetar. Vor allem ist also die Logistik eine Theorie nicht
der Zahlen, sondern des Zihlbaren, wobei die sinnlich erfaf3-
baren Gegenstinde nach ihrer Quantitit (=A%%oc) betrachtet wer-
den;? dies stimmt iiberein mit dem obengenannten Gegensatz
zwischen den Teilen der Mathematik, die das Gedachte (vorziv),
und den andern, die das Wahrnehmbare (oiodrtév) zum Inhalt
haben. Proklos hat dasselbe unter Berufung auf Geminos aus-
gesprochen.? Ausfiihrlicher beschiftigt er sich kurz darauf® mit
dem gleichen Gegensatz. Zuerst sagt er hier, dall Geodisie und
Logistik ihre Uberlegungen nicht mit gedachten Zahlen und Fi-
guren, sondern mit wahrnehmbaren anstetlen. Nicht Zylinder
und Kegel werden in der Geodisic gemessen, sondern Haufen
(6wpot) in Kegelform und Brunnen als Zylinder; nicht gedachte
Gerade werden verwendet, sondern wahrnehmbare, teils diinne
wie Sonnenstrahlen (1) oder dicke wie Schniire. Uber die Logistik
fihrt er nun fort:® ¢98°ad 6 hoyiotinde edte %ol Euvte Dewpel Td
7:&37) 6V Gptpdy, gL 2l 16 alodTdy, 69ev nal Thy dnamvopiay

U')"OL’ aTO TMV {J.""DOUU.&V(J)V Tide ToL, {}.I’)\L’.‘U’ PATAXSY TWES ’/’1’, U"J?\L-

! Platon, (Schol. zu Charmides 165 E.) Vol. VI, S. 2qgo.

? Heron IV S. ¢8.

® Platon, Gorgias 451 C sagt: ... 67t %ol wpdg adTd xal wpde EANGA
wé6 &yt T Yong Emanomel T meptTTov %al TH dpriov 7 Aoytotikd. Siehe auch
unten S. 454.

* Proklos S. 38. 5 Proklos S. 39. ¢ Proklos S. 40.
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te¢. Es werden also hier die benannten Zahlen wieder prhizor-
und guritoe-Zahlen genannt. Es handelt sich wohl um ,,Apfel*
und ,,Schalen®, nicht um ,,Schafe® und ,,Schalen’‘. Denn gerade
dic Verteilung von Apfeln und Schalen war in der oben angefiihr-
ten Platonstelle als cin wichtiges Kapitel des Unterrichtes auf-
gezdhlt worden. Die genannte Erginzung des Charmidesscho-
liasten: Tobg pév &ml gueddv tolsg 3% &nl wolpvng beruht demnach
auf einem MiBverstdndnis.

Nach dem Hinweis auf das Rinderproblem sowie der Hervor-
hebung der Melites- und Phialiteszahlen fithrt das Charmides-
scholion im Gegensatz zu dem Heronischen Geminosfragment die
Teilgebiete der Logistik noch weiter aus: 02y 8¢ wdt7g mdvra e
aptdpnta - pépn 8% adthg ol ‘Exinvixal xoal Alyumtioxal xehoduevor
pEYGS0L &V TORLITIAUGLUGLOLE Kol PEPLGPOLS, %ol ol T6V woptwy cuy-
rEQURULGELS XUl Statpéoels, wig Lyvedel o wutd THY DAy Epowiand-
peve T6BY TEoLhnuaTmy Tf TEpl ToUE TELYMYOUS %ol TOAUYGVEUS Ty -
pozety, d. h.: ,,Ihr Stoff ist alles Zihlbare, ihre Teile sind die so-
genannten griechischen und dgyptischen Multiplikations- und
Divisionsmethoden sowie die Addition und Zerlegung der Briiche,
womit sie die Geheimnisse der Probleme aufspiirt, die ihr die
Behandlung der Dreiecks- und Vieleckszahlen aufgibt.© Mit
cinem Hinweis auf die praktische Bedeutung der Logistik(zéhog
8¢ adtic 0 nowmvixty v Bl nal ypfouov &v cupBohalows, el %ol
Suxel mepl 76V alodrdv G teretwy drogaivesdar) schlieBt das auf-
schlufreiche Dokument. '

Es erhebt sich die Frage, was im einzelnen unter den im Char-
midesscholion genannten Teilgebicten zu verstehen ist, vor allem
aber auch, ob eine vollstindige Aufzihlung vorliegt. Diese letzte
Frage ist zu verneinen, da gerade die einfachsten fiir das tigliche
Leben notwendigen Rechenaufgaben, nimlich die Addition und
Subtraktion der ganzen Zahlen, unerwihnt bleiben. Auch wird
das Abakusrechnen ebensowenig genannt wie eine Einfiihrung
in den Aufbau des Zahlensystems.? Sonst aber ist die Aufzih-

» Tannery, M. sc. IV S. 68.

* Der Aufbau des Zahlensystems ist natiirlich auch Voraussetzung einer
theoretischen Arithmetik, in der hauptsichlich die Eigenschaften der Zah-
len ,in bezug auf sie selbst oder in Beziehung zu anderen Zahlen* unter-
sucht werden. Aus einer solchen Arithmetik sind Briiche ausgeschlossen
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lung ziemlich vollstindig. Uber die Durchfithrung der genannten
Multiplikations- und Divisionsmethoden sind wir aus dgyptischen
Quellen unterrichtet. Bei der Addition und Zerlegung der Stamm-
briiche handelt es sich darum, das Ergebnis einer Stammbruch-

summe entweder als einen einzigen Stammbruch darzustellen

(z. B.: % + é = %), oder, wo das nicht méglich war, den crhal-

tenen allgemeinen Bruch in eine geeignete Stammbruchreihe um-

% + i SIS %) Auch Aufgaben, dic die Zer-

zuwandeln (z. B.: % =
legung eines Stammbruches in eine vorgeschricbene Anzahl von
11,1

stk
Bei der Erwihnung der Dreiecke und Vielecke in der Auf-
zidhlung des Scholions zeigt das Maskulinum (ot telymver usw.),
daf3 Dreieckszahlen gemeint sind, deren Behandlung aber nicht
cigentlich zur Logistik, sondern zur Zahlentheorie gehért. Man
erwartet also hier eher einen Hinweis auf die Probleme der rech-
nenden Geometrie, die sicher der Logistik zuzurechnen ist. Nun
wurden aber die Formeln fur die figurierten Zahlen auch zur Be-
rechnung des Fliacheninhaltes verwendet,! so dal die genannte
Stelle doch einigermafBen am Platzeist. Das Rinderproblem ist eine
schwierige Aufgabe der unbestimmten Analytik und soll in diesem
Zusammenhang wohl nur diese Aufgabengruppe bezeichnen, die
man spéter in nicht ganz richtiger Weise Diophantische Gleichun-
gen nannte, da dieser auch Briiche als Losungen zulat. Unter den
genannten Rechnungen mit den ,,Apfel-“ und ,,Schalenzahlen®
sind Verteilungsaufgaben gemeint, die auf Gleichungen ersten
Grades fithren. Solange es sich nur um eine Unbekannte handelt,
kénnen sie bequem durch ,,Ausklammern‘‘ und Division ,,arith-
metisch’ gelést werden.? Treten aber mehrere Unbekannte auf,
so kommt man ohne algebraische Gedankenginge nicht aus.
Diophant wird in genialer Weise unter Verwendung geeigneter
Substitutionen mit mehreren Unbekannten fertig. Ein erst vor

anderen Stammbrichen verlangen, sind erhalten (z. B.

und durch die 24yor ersetzt (s. u. S. 449ff.). Domninos1 (S. 416) schlieBt seine
arithmetische Abhandlung iiber das Zahlensystem mit den Worten: dihd
mepl ey TodTey Emmhiov elneiy THg hoviotindig Eyetan dewplac.

1 Pediasimos S. 21 f.

2 Zahlreiche Beispiele finden sich in den Epigrammen der Anthologie.
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ciniger Zeit interpretierter Papyrus?! zeigt sogar bereits eine al-
gebraische Symbolik, die bei Diophant erst in den allerersten
Anfangen vorhanden ist. Nicht genannt werden in dem Scholion
dic Verwendung von Tafelwerken (besonders Multiplikations-
und Bruchtabellen), dann die Potenzlehre, die der Multiplikation
zuzurechnen ist, diec Methode des Wurzelzichens sowie schlieBlich
die SchluBrechnungen (moltinde hoyopiopss), die die Grundlage
alles und jeden Rechnens bilden, ohne die weder ein Bruch ver-
wandelt werden konnte, noch die cinfachsten Aufgaben des tig-
lichen Lebens - wie z. B. die Entlohnung einer geleisteten Arbeit
nach Verdienst oder die Berechnung des Zeitbedarfs fiir eine
Arbeit — zu erledigen waren.?

Es sind also bei der griechischen Logistik folgende Kapitel zu
unterscheiden:

A. Die grundlegenden Operationen mit ganzen Zahlen:

1. Zihlen (Zahlensystem, Abakusrechnen);

2. Addition;

3. Subtraktion;

4. Multiplikation (mit Potenz als Sonderfall);
5. Division;

6. Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzel.

B. Rechnen mit Brichen.
C. Anwendungen auf:
1. Feldmessung;
2. auf dic politische Arithmetik (moditinds hovapronoc) des
taglichen Lebens.

D. Algebraische Probleme (zuerst mit Bezugnahme auf be-
nannte Groflen, spiter bei Diophant meist ohne diese).

1 Papyrus Michigan 620, s. Robbins S. 321 ff. und Vogel 4, S. 266 ff.

? Eines muf hier noch besonders hervorgehoben werden: Wenn sich auch
die Logistik im Gegensatz zur Arithmetik mit dem Stofflichen, Wahrnehm-
baren beschiiftigt, so schliet dies nicht aus, dal} die notwendigen Rechen-
methoden an unbenannten Zahlen studiert und ausgebildet werden. Im An-
fangsunterricht aber wird man aus pidagogischen Griinden auch dabei auf
die benannten Zahlen, die ,,Apfel* des Charmidesscholiasten, zuriickgreifen,
was sicher der geschichtlichen Entwicklung entspricht. Nur in der theore-
tischen Arithmetik werden die Eigenschaften der Zahlen (gerade — ungerade,
prim — zusamiengesetzt usw.) ,,stofflos* untersucht. Hier handelt es sich
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Wosindnundie Fundstellen fiir die cinzelnen Methoden, nach
denen diese verschiedenen Zweige der Logistik behandelt und ge-
lehrt wurden? Eigene Werke tiber die Logistik sind aus klassischer
Zeit nicht erhalten. Zwei Biicher von Pappos, die das praktische
Rechnen behandelt haben sollen, gingen verloren.! Eutokios®er-
withnt die Logistik einessonst unbekannten Magnes (Magnos?),
ohne deren Studium man die Myriadenmultiplikationen und Di-
visionen nicht leicht verstehen konne (.. . olg odx ebxodov mop-
oxohovdeiv tov u? O tdv Mayvou Aovistiedy 7ypévov). Verloren
ist auch das *Quxuzériov des Apollonios von Perge, in dem?
Kreisberechnungen mit grofler Genauigkeit ausgefithrt wurden.
Voraussetzung dafiir war die Beherrschung der Rechnungen mit
grolen Zahlen (dhnlich denen der Sandrechnung des Archi-
medes) unter Verwendung von festen Regeln fiir die genannten
Operationen mit Myriaden verschiedener Ordnung. Mit solchen
Rechnungen soll auch Philon von Gadara den Kreis genauer
ausgerechnet haben. Wenigstens sagt Eutokios,* dal diese
Nachricht in den Kvpiz des Sporos stiinde. Es ist sehr zu be-
dauern, dal} all dies verloren ist; denn gerade die Kreismessung
mit den dabel notwendigen umfangreichen Berechnungen miil3te
klare Einblicke in die verwendete Rechentechnik gestatten. In
der Kreismessung fehlen bei Archimedes selbst zwar alle
Zwischenrechnungen, doch hat sein Erklirer Eutokios uns
wertvolle Beispiele fir die Addition, Subtraktion und Mul-
tiplikation von ganzen Zahlen und Briichen aufbewahrt, dic
lange als die einzigen erhaltenen Beispiele griechischen prak-

nicht um die Zahlen ,,Eins®, ,,Zwei*, ,,Drei‘ usf., sondern Objekte der Uber-
legung sind die ,,Einheit, ,,Zweiheit*, ,,Dreiheit* usw. In der Arithmetik
bedeutet 2 - 3 = 6 (8ig rerag £2¢¢), daBl die ,,Sechsheit* die doppelte ,,Drei-
heit** ist, wihrend in der Logistik die Multiplikation 2 - 3 = 6 (3ig Tpix ££),
wenn auch an unbenannten Zahlen durchgefiihrt, sich doch immer auf das
Rechnen mit wahrnehmbaren Dingen bezieht. Uber den Unterschied zwi-
schen povig und & und die Verwendung der povddeg bei Diophant s. u.
S. 454,

1 Siehe Nesselmann S. 108.

2 Archimedes III S. 258 1.

> ArchimedesIII S, 258,

* Eutokios spricht von den aristotelischen wnpix (Archimedes III
S.228); hierzu Tannery, M.sc. I, 5. 178 f.
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tischen Rechnens angesehen wurden. Fiir die fehlenden Divi-
stonen und Wurzelberechnungen bieten die allerdings im
Sexagesimalsystem durchgefithrten Beispiele in Theons (vonAle-
xandria) Almagestkommentar einen guten Ersatz, da sie Schliisse
auf die Durchfithrung dieser Rechnungen im dezimalen System
— mutatis mutandis - gestatten. Aber mit Eutokios und Theon
sind unsere Quellen fiir die Rekonstruktion der griechischen Lo-
gistik noch keineswegs erschopft. Fast alle Texte liefern Beitrige
zur Terminologie, insbesondere die zahlentheoretisicrenden
Philosophen von Nikomachos an bis zu den spiten und spa-
testen Byzantinern. Auch die Schriften der rechnenden Geo-
meter darfen nicht vernachlassigt werden. Bei Heron und seinen
Nachfolgern findet sich verstreut manches Beispiel, das einen
Einblick in die damalige Terminologic und in die Technik der
Rechenoperationen gestattet. Beste Fundgruben sind die wenigen
erhaltenen Papyri, die zuverldssiger als die von den Abschreibern
viclfach verdnderten Klassiker die alte Schreibung von ganzen
Zahlen, Briichen und Abkiirzungen wiedergeben. Uber alge-
braische Probleme geben besonders die Epigramme der grie-
chischen Anthologie und die Arithmetik des Diophant Auf-
schluf3. Daneben findet sich auch in den ,,arithmetischen‘ Bii-
chern Euklids manches Arithmetische und Algebraische in geo-
metrischem Gewand. Zwel weitere wichtige Quellen (aus dem
14. Jahrhundert) sind noch anzufiihren. Einmal die Logistik des
Monches Barlaam, von der sich Tannery?! wegen der darin
verwendeten geometrischen Beweisfithrung nichts fiir die Kennt-
nis der antiken Rechenkunst verspricht. Ein genaues Studium
dieses im Jahre 1600 von Chamber herausgegebenen und tiber-
setzten Werkes gibt aber doch wertvolle Auskunft Gber das Rech-
nen mit Brichen sowie tiber den Zusammenhang zwischen
diesen und den Logoi, so dal es nicht iibergangen werden darf.
Auch ist an Hand der Terminologie festzustellen, dal sich
hier tatsiichlich altes Gut erhalten hat, wie es Tannery wenig-
stens beil dem anderen Schriftsteller sogar aus ciner etwas spi-
teren Zeit, bei Nikolaos Rhabdas, mit Recht annimmt. Zwar
fillt dic Abfassung der beiden Bricfe, die Tannery vorziiglich
edierte,? bereits in die Zeit, in der das indische Rechnen im Vor-

I Tannery, M. sc. IV S. 71. ? Tannery, M. sc. IV 5. 61-108.
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dringen war.! Doch enthilt die Schrift altes griechisches logisti-
sches Wissen. In dem ersten Brief an Georgios von Chatzyke
(Xozlbwn), den Rhabdas — wie auch den zweiten — mit den die
,yArithmetik® einleitenden Worten des Diophant beginnt, be-
schiftigt er sich mit dem Zahlensystem, dem Fingerrech-
nen, den Grundoperationen ecinschlieBlich des Wurzel-
ziehens und gibt die auf alter Uberlieferung beruhenden Hilfs-
tabellen fir die Addition (Substraktion), Multiplikation (Divi-
sion) und Bruchrechnung. Im zweiten Brief an Theodor Tza-
buche (TZoPobyn) von Klazomenai will er dem Schiiler dreierlei
vermitteln:
. den mohitindg Aovupiopds,
. den padnpatindc royapiopds, der die ,,vier groBen mathe-
matischen Wissenschaften‘’, das Quadrivium, umfalit;
und 3. die Diophantische Mathematik.

N =

Im einzelnen behandelt er aber nur einige schwierige Beispicle
der Multiplikationund Divisionmit gemischten Zahlen,
ferner das Wurzelziehen, die Osterrechnung sowie zahl-
reiche Beispicle der ,,politischen Arithmetik®, in denen
Tannery wieder alte Probleme sieht. Als Hauptstiitze dafir,
dal} bei Rhabdas die alte logistische Tradition weiterlebte, ist
anzufihren, dal gerade diejenigen Rechenoperationen, die nach
dem neuen indischen Verfahren leichter erledigt werden kénnen,
nimlich die Multiplikation und Division mehrzifferiger Zahlen,
von ihm nicht beschrieben werden. Fiir diese wird auf die grof3e
indische Rechenkunst CIv3ued) peydin Jnoogopts) verwicsen. Die
tatsichlich mitgeteilten Rechnungen mit einfachen Zahlen sind
also sicher alte griechische Logistik.

Im folgenden soll nun in erster Linie festgestellt werden, was
tber die Terminologie und die Methoden der Grundrechnungs-
arten fiir ganze und gebrochene Zahlen sich aus den Quellen er-
gibt, nach der auf S.369 gemachten Einteilung im wesentlichen
also die Kapitel A und B.?

I Maximos Planudes schrieb seine Ungogogia etwa um 1280.

2 Fur Kap. A6 (s. S. 369) liegen bereits erschopfende Untersuchungen
vor (s. Heath 1,1 S. 425 sowie die Literatur in Rehm-Vogel S. 51/52);
s. auch u. S. 425. Eine eingehende Behandlung von Kap. C und D ist in
Aussicht genommen.
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Das Zahlen.
(Zahlen- und Ziffernsystem, Fingerrechnen, Abakus).

Die ersten arithmetischen Errungenschaften eines Volkes be-
stchen in der Schépfung eines Zahlensystems, dadurch dafl man
Mengenunterschiede bezeichnete, zuerst durch Substantivformen
(Dual usw.), dann durch eigene Zahlworter. Sie stellen ur-
spriinglich Adjektiva dar. Das ,,Vier-in-Anzahl-sein* eines Ob-
jektes war eine thm zugehorige Eigenschaft, wie etwa sein Schwer-
scin oder sein Rundsein. Je nach den Bediirfnissen wurde das
Zahlwortsystem erweitert, wobei man, um die Reihe nicht end-
los ausdehnen zu miissen, Stufen einschaltete. Auf dem Gedanken
der refativen Einheit beruht die Zusammenfassung von etwa 4, 10,
12, 60, 100 usw., Untereinheiten zu einer Ubereinheit, zu einer
neuen ,,Eins, in deren Bereich man wieder mit den alten Zahl-
wortern weiterzdhlen konnte. Das griechische System war ein
dekadisches mit den Stufen 10, 100, 1000 usw. Reste eines il-
teren Vierersystems sind nachweisbar (dxtd) als Dual., évwéx = 8
+ 1 Neues).!

Zur Durchfithrung einer einfachen Rechnung brauchte man
nur abzihlen zu kénnen (&Zapidunsig). *Aptdpelv = Zihlen und
Rechnen war urspriinglich identisch.? Zur Erleichterung der
Rechnung durch konkrete Versinnbildlichung dienten die
Finger; es konnten auch Steinchen ({7goc) und andere kleine
Gegenstinde, die auf einem Brett niedergelegt wurden, verwen-
det werden. Dabei ist es denkbar, da3 man die hoheren Einheiten
durch Steine von anderer GroBe oder Farbe darstellte. Uber-
sichtlicher wird diese Zahlenfixierung durch kolumnenweise An-
ordnung der Steinchen, d. h. durch Verwendung eines Abakus.
Wie man mit einem solchen Rechenbrett auch schwierige Ope-
rationen (Multiplikationen und Divisionen mit Briichen) durch-
fihren kann, hat Nagl in seiner griindlichen Bearbeitung des
Stoffes an Hand der {iberlieferten griechischen Abaci dargelegt.
Im allgemeinen wird sich die Praxis des tiglichen Lebens auf

! Die erst jiingst entdeckte Harappa-Kultur (etwa —3000) zeigt im MaB-
system eine Vermischung des Dezimalen mit dem Zweier- bzw. Vierer-
system.

* Vgl. die von Friedlein S. 74 genannte Stelle aus Lukian.
26
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Additionen und Subtraktionen beschrinkt haben, da ja auch die
anderen beiden Operationen leicht auf diese zuriickgefithrt wer-
den. Eine Erleichterung des Rechnens wurde durch Einschal-
tung von Zwischenstufen erreicht (5, 50, 500 usw.), deren erste
schon beim Abzihlen an den Fingern sich aufdridngte. Die Bil-
dung des griechischen dekadischen Zahlensystems liegt in vor-
schriftlicher und fiir die ersten Anfinge in vorhistorischer Zeit.
Bei Homer ist es bercits bis 1000 ausgebildet. Dagegen ist
uvplor (10 000) noch ein unbestimmter Zahlbegriff | sehr viele®,
wie auch noch 6fters éxatdy (100). Das ,,Abfiinfen*’ (repnaleodar)
in 8 412 zeigt den Gebrauch der Finger beim Abzihlen der Sece-
hunde durch den Meergott Proteus. Dall man in ecinfachen
Fillen mit Fingerrechnen auskam und nur fiir schwerere dic
Rechensteine verwendete, zeigt cine Stelle in den ,,Wespen‘‘ des
Aristophanes,! wo es heilt: xol mpdtov pev héyisul gadhes uy
Yoo, AR dmd yepds.

Nach Einfithrung der Schrift sind in Griechenland zwei Zif-
fernsysteme in Gebrauch gekommen. Das dltere ist das ,,Hero-
dianische’ System.? In ihm sind fiir die Einheiten der einzelnen
Stufen und Zwischenstufen (5, 10, 50, 100 usw. bis 50 0oo) Ab-
kiirzungen der Zahlworter verwendet. Die Eins selbst wird, wic
z. B. in Agypten, durch einen einfachen Strich dargestellt.? Die
Hauptformen sind folgende:

1
5

10

50

100
500
1000
5 000
10 000
50 000

attisch und i béotisch.

ik

PR J

| la<ag2va-
m

| X 3 X 3

1 Aristophanes, Vesp.656: Rechne zuerst ganz einfach, nicht mit Steinen,
sondern von der Hand weg.

? Nach dem Grammatiker Herodian (2. Jahrhundert n. Chr.), der das
System beschreibt.

3 Siehe Tod S. 125 ff.
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Das Herodianische System steht in engem Zusammenhang mit
der Darstellung der Zahl auf dem Abakus; die Kolumnen der
iiberlieferten Rechenbretter, z. B. bei der Salaminischen
Tafel, zeigen die entsprechenden Uberschriften. Dieses System,
das sich in Abrechnungen und Inschriften noch im 1. Jahr-
hundert v. Chr. vorfindet, wird durch das zweite, alphabetische
verdringt. Hier stehen fir

1-9: o, B, v, 3, ¢, ¢, C; n, 9 (6 = & = Vau,Stigma);
10-90: L, %, A, W, v, £, 0, T, G (90 = 6 = Koppa);
100-G00: 9, G, T, V, @, Y%, 4’! ©, D (900 =D = Sampl)

Dic Tausender wurden durch die Einer mit einem vorgesetzten
Strich bezeichnet (,z, ,B, usw.).! Zur Unterscheidung der Zahl-
buchstaben von den gewéhnlichen Buchstaben konnte noch ein
Querstrich oder Strichindex angefugt werden, z. B, 3 = ¥ oder v’.

Voraussetzung zu einer raschen Verwendung dieser Ziffern,
dic nattirlich mit ihrem Zahlwortnamen ausgesprochen wurden
(z. B. @ o [ vipveron 7 ist: & nal Sbo yiyveron tple) war die ge-
dichtnismidBige Beherrschung des ,,Eins-und-cins'* und spiter
des ,,Ein-mal-eins”. Gegeniiber dem alten Herodianischen Sy-
stem besal3 das neue den Vorteil groBler Kiirze.2 Beim Gebrauch
ist es gar nicht so unpraktisch, wic es auf den ersten Blick er-
scheinen mochte. Freilich muf3te bei Multiplikationen und Divi-
sionen mechrzifferiger Zahlen erst der Wert der neuen Einheit
(= Stellenwert) gefunden werden. Zu diesem Zweck wurde der
Begriff der ,,Wurzelzahl" (Anzahl der jeweiligen Einheit, wu9-
wiyv) geschaffen. So hat goo den Pythmen 9, wie auch go, 9ooo
usw. Die Multiplikation von goo -+ 70 erfolgt als 9 (Hekatonda-
den) mal 7 (Dekaden) = 63 Chiliaden. Die neue Stelle ergibt sich
durch Abzihlen:g an der dritten Stelle mal 7 an der zweiten
Stelle gibt 63 an der (3 + 2 — 1)ten Stelle. Fiir die Schreibung
grollerer Zahlen schritt man von 4 zu 4 Stellen vorwirts. Apol-
lonios unterscheidet einfache, doppelte usw. Myriaden, z. B.
7381 3671 6013 0000 = M’ lrra M” ey0aM* cry. Auch das Ab-

! Uber eine andere Tausenderschreibung im Pap. Vindobonensis 19 996
s. Gerstinger-Vogel S. 48.
2 Vgl z. B. 987 = D=l mit PHHHHFAAAMIL.

26*
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setzen der Myriaden durch einen Punkt ist gebriuchlich wie

&
1 507 984 = Mpv:,{nd oder 36 621 = y-,gyxa.t Ferner konnte
die Zahl der betreffenden Myriaden als Index Giber dem M ge-

Zpoe

=0

schrieben werden, z. B. M ,ewoe = 71 755 875.2 Rhabdas setzt
zur Bezeichnung der Myriaden 2 Punkte tiber den Zahlbuch-
staben. Fiir jede hohere Myriade kommen zwei weitere Punkte
dazu. So ist 50 000 = €, 7 - 10 000% = 3 Zur Bewiltigung noch
groBerer Zahlen hat Archimedes in der Sandrechnung (yapu-
uttng) ein Oktadensystem geschaffen. Die ,,ersten’” Zahlen gehen
von 1 bis 99 999 999. Die folgende Zahl 108 ist die Einheit der
,,zweiten‘* Zahlen, (108)2 die der ,,dritten‘‘ Zahlen usw. bis (10%)X,
was die Einheit der 10%ten Zahlen ist. Alle diese Zahlen bilden
die erste Periode, auf die weitere Perioden bis zur 108ten fol-
gen. Die groBte auf diese Weise darstellbare Zahl ist (108 - 1010
Archimedes beschreibt sie als al puplaxiopuptostiic meptédou
LUPLEALGLUPLOGTAY Gptdpédv pbpLat puptades; es ist eine 1 mit 80 000
Billionen Nullen!* Solche grof3e Zahlen haben freilich in der Lo-
gistik nichts zu suchen, hier endet die Zahlenreihe mit 1 Billion
= puptdnlg poptat puptddeg.’

Die Terminologie bestitigt die grundlegende Rolle des Aba-
kus. Das Rechnen ist ein Legen von Steinen (Yipovg tidévar)
= noilew, Yoot Aoyilecdur,® die Rechnung selbst heilt ¢moo-
gopta, Dall die Verwendung von Rechensteinen das Naturgege-
bene ist, zeigt die Terminologie aus anderen Sprachen, z. B. bei
den Rémern: calculus, calculare, calculum ponere et subducere.
Das Rechenbrett scheint auch {iberall da verwendet worden zu
sein, wo in den Quellen nur das Resultat bei Rechnungen steht,
die im Kopf allein nicht gut ausfithrbar waren. Ein Zitat aus

! Diophant I S. 222, 256.

2 Siehe Heath 1, I S. 39.

8 Tannery M.sc. IV S.9o. In der Schreibung der Punkte auf S. 112
(letzte Zeile) ist nicht alles in Ordnung.

4 Zur schriftlichen Wiedergabe dieser Zahl wiirde eine Strecke von 1000
Erdbahndurchmessern nicht ausreichen, wenn jede Null einen halben Milli-
meter beansprucht.

5 Uber die Ziffernsysteme s. Heath 1, I S. 29 ff. und das Buch von
Loffler.

8 Herodot II S. 30,
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Theophrast! zeigt, daB (so wie bei uns in einer Nebenrechnung)
auf einem Nebenblatt das Teilresultat gewonnen wurde, das
man dann in die Hauptrechnung (Heft, Liste, Buch) eintrug. Es
heiBt da: duéher 32 xai hoyldpevos mpbds Tive T6 Tardl cuvralat Tig
Yhpovg Swdely (= tdytota Tidévor?) xal xepdahaiov oL ouvTt Ypd-
dor ad76 elg AMbyov. Die Verwendung des Rechenbrettes oder einer
ihnlichen Vorrichtung (Knotenabakus) konnte als die Grund-
lage der modernen Positionsschreibung angesehen werden, in der
die Lage der Steinchen nachgeahmt erscheint, wenn bei den Ba-
byloniern, die das erste wenn auch noch unvollkommene Posi-
tionssystem hatten, ein Abakus nachgewiesen wire. Die Haupt-
leistung der Inder auf diesem Gebiete ist die Einfithrung der
Null, die beim Abakus unnétig war, flir die aber das Auslassen
ciner Ziffer im Schriftbild nur ein unvollkommener Ersatz war.?
In der griechischen Mathematik tritt eine Null nicht auf. Zwar
verwendet Ptolemaios das Zeichen o (= 00dév?) als Stellen-
filllung (wie schon im spiten Babylon) fiir eine fehlende Einheit
in der sexagesimalen Schreibung der Briiche, doch ist es noch
keine Zahl Null, mit der gerechnet werden kann.

Fur wodpfy, das bei Nikomachos® auch das auf dic ein-
fachste Form gebrachte Verhiltnis bezeichnet, finden sich spater
auch die Ausdriicke: depéhog und Padpov (Grundlage).t

Im Unterricht bildet die Bekanntmachung des Schiilers mit
den cinzelnen Zahlensymbolen und dem Aufbau des Ziffern-
systems den ersten Lehrstoff. Rhabdas schreibt in seinem
1. Brief:% npdtov pév padelv mdou oroiyela elow ta cupBoiidueva
clg adtiv (nimlich die Arithmetik) xal wéoov dptdudy oruaive
&xaotov udTév %. 7. A. Auch im 2. Brief® wird als erstes Kapitel
die #deorg v6v onuelowv genannt, durch die die Werte der einzel-
nen Zahlen erklart werden (Svoloa ty mocdTrTo %l 10 uéTpov Evdg

! Charaktere 24, 12 (ed. Immisch 1923 S. 35, 30).

? Bei Nesselmann findet sich an Stelle einer fehlenden Ziffer bei der
griechischen Addition ein Querstrich, Fiir diese Nulldarstellung geben die
Quellen keinerlei Handhabe.

3 Desgleichen bei Iamblichos. Z. B. 3:2 statt 6:4; hierzu d’Ooge,
S. 216.

% Bei Rhabdas S. 104.

® Tannery, M. sc. IV, S. 86.

% Ebenda M. sc. IV S. 118.
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gxaoTtov Tev aptduav). In einem weiteren Kapitel (wept g t@v
Gotdpddv dvahoyiag xul tdfews) behandelt er den Aufbau des
Zahlensystems;! hier werden vor allem umstandliche Regeln fiir
die Multiplikationen der einzelnen Stufeneinheiten gegeben.
Rhabdas unterscheidet dhnlich wie Apollonios einfache, dop-
pelte usw. Myriaden, z. B. gooo - gooo = 8100 einfache Myria-
den (,m«). In einem anderen Kapitel (Exgpocis T3 Soxtuiizob
uétpov) wird gelehrt, wie man mit den Fingern 1-9999 darstellen
kann. Doch kommt diesem eigenartigen Dokument keine Be-
deutung mehr fir die logistische Praxis zu.

Die Addition.

Bei Rhabdas wird folgendermaBen definiert:2 Die Addition
ist die Vereinigung von zwei oder drei Zahlen zu cinem Zahlen-
wert (cOvdesig uiv olv éotwv Evwoig dVo xal Tpev dpdudv g
&vog dprdpe’ mosdTyTa) oder an anderer Stelle? fiir beliebige Glie-
derzahl: givdeoig eitouy (= elt’ odv) xowwvia xol vy TOAAGY
Getdpdv elg ... nTA

Der Hauptterminus cuvtidévar weist auf das urspriingliche
Zusammenlegen der Steinchen der beiden Summanden hin. Er
blieb auch dann noch bestehen, als man lingst von der aus-
schlieBlichen Verwendung des Abakus abgekommen war. Mit
der Zeit stand wohl jedermann das Eins-und-eins zur raschen Er-
ledigung der Addition zur Verfiigung. Beim Addieren auf dem
Rechenbrett hatte man nichts weiter zu tun als die untereinander-
stchenden Summanden bzw. die sie darstellenden Marken in
den einzelnen Kolumnen zusammenzuschieben und schlieBlich
noch die GiberschieBenden Betrdge gegen grofiere Einheiten aus-
zuwechseln. Rhabdas sagt:* &vobpev tag dbo tabrag mwhevpds
vk elg Zva dordpoy mepuatdvreg (1 = mepuotavies) usw.; also die
beiden Zahlen werden beim Addieren zu einer einzigen umge-
andert. Auf dem Rechenbrett erscheint das Resultat oben am
Platze des 1. Summanden als zepdhatov (Summe). Beim schrift-

1 Ebenda M., sc. IV S. 102.
2 Ebenda S. 96.

3 Ebenda S. 118.

4 Ebenda S. 130.
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lichen Rechnen steht das Ergebnis, wenn die Rechnung nicht
im fortlaufenden Text durchgefiihrt wird, — schon mit Riicksicht
auf den vorhandenen Raum - wie bei uns unten. Die Addition
von 91 800 und 1836 sicht bei Eutokios! folgendermafllen aus:

1
M ,ze
RABYNS
b
ouoB M ,yyic.

Dieses und andere Beispiele auf derselben Seite zeigen, daf3 es
den Griechen gar nicht darauf ankam, die einzelnen Stellen
sauber untercinander zu stellen, wic man es nach Nesselmann?
annchmen muB. Die Addition (40000 4 12 000 + 1000) -
(12 000 -+ 3600 -+ 300) + (1000 4 300 4+ 23) bei Eutokios!
zeigt folgendes Bild:

ool M GXE.

Das von Nesselmann angegebene Additionsschema, das von
spiteren Bearbeitern iibernommen wurde, gibt auch nach zwei
anderen Richtungen hin ein falsches Bild. Weder wird unter die
Summanden ein Additionsstrich gesetzt, noch werden fehlende
Stellen durch einen Querstrich bezeichnet. Dies wiirde schon der
Verwendung einer Null als Fehlzeichen gleichkommen. Der
Text gibt bei der Addition 326 041 + 23 409 = 349 450 deutlich?:

&z tobtwv (unter bezug auf ’\/[,qw und M,YU{}) GUVEYETUL . . .

Px
M, 3wy und nicht wie bei Nesselmann:

8

Mco-pa

f
M,yv-
X )

M,buv.

! Archimedes III S. 234.
* Nesselmann S. 119.
3 Archimedes III S. 236.
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Immerhin ndhern sich manche Beispiele unserer heutigen Dar-
stellung darin, dafl wenigstens die Summanden auf verschiedene
Zeilen verteilt sind. Vor Eutokios ist in den Quellen etwas der-
artiges nicht zu sehen. Meist wird, z. B. bei Heron und in Pa-
pyrustexten, die Addition wie tberhaupt jede Rechnung im
fortlaufenden Text vollzogen. Beispiele: Pap. Graec. Vind.
19 996! givdes ta B xal o Lf IT (= ytveTar) 18 oder Heron? obvdeg
3 nal &v yiyverar &, Wenn statt dieser und anderer ausfithrlicher
Wendungen (xal yiyveroar pere tév B 7o 8hee I') 6 A peva vév B
zov I dpdudv arnpricay) die verkiirzten Formen ¥ xol ¥ ¢ oder
nur ¥¥ ¢ sich finden, so deutet dies auf das Vorliegen von Eins-
und-eins-Tabellen hin, deren gedichtnismiflige Beherrschung
das umstindliche Abakusrechnen oder das Herzdhlen an den
Fingern entbehrlich machte. Dies mullte auch cin Ziel des Ele-
mentarunterrichtes sein. So weisen schon Aristoteles und Dio-
phant auf die Notwendigkeit des Auswendiglernens, das den
Schiilern allerdings wenig Freude macht, eindringlich hin.? Eine
solche Eins-und-eins-Tabelle, die gleichzeitig als Subtraktionstafel
zu gebrauchen war, findet sich bei Rhabdas.

ot D
o &7
o7
o B«

ist ein Teil dieser mit abvdecig petd dompicens (Addition und
Subtraktion) tiberschriebenen Tabelle.

Derartige Hilfstabellen existierten sicher schon lange. Dies er-
gibt sich schon aus der Bezeichnung bei Rhabdas als ,,Erfin-
dung des Palamedes*. Der Name soll sicher nur die alte Uber-
lieferung zum Ausdruck bringen.? Urkundlich ist eine Additions-

1 Gerstinger-Vogel S. 22.

2 Heron IIT S. 176.

3 Siehe unten 5. 387.

* Tannery, M. sc. IV S. 110, Herrn E. Wiist verdanke ich den Hinweis
auf zwei Stellen in der Literatur, aus denen hervorgeht, dal mit Palamedes
der Sohn des Nauplios gemeint ist, offenbar also der, welcher am troja-
nischen Krieg teilnahm. Er wird deswegen gerithmt, weil er die phoni-
kischen Ziffern (Buchstaben?) lehrte und in der Lage war, richtige Ver-
teilungen der Lebensmittel vorzunehmen. Er war also des praktischen
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tabelle aus fritherer Zeit auf einem Papyrusstiick belegt, das spi-
ter zum Text des Papyrus Vindobenensis 19996 mitver-
wendet wurde, das also aus der Zeit vor der 2. Halfte des ersten
vorchristlichen Jahrhunderts stammt. Es steht dort! in derber
Unzialschrift:

A AB di 1 1 2
A BT 1 2 3
ATA 1 3 4
A A E 1 4 § usw.

Im ecinzelnen sind bei der Addition folgende Termini in Ge-
brauch:

Addition:  cbvdecig, Tpdodeots, cuyxeprialnats.

Addieren: &mmdévor, guvtidévar, Emcuvtidéval, TposTidEva, Guy-
xegaiatoly, ouyxepaioly, oOvduo Aapfdvey, Guv-
apotlew, cuvdyely, mpocuptduely, mpooTdTTEY, QIY-
VOVELL, GUILILLYVOVEL.

Summe: G POLGUES, REPIALLOY, GUYAEQUASLWLE, CUYXEPIALLOGLS,
O Guyrelevag, TO cuyxelpevoy €x Tol xe@uh., TO XUt
clvdesty, abprug, 0 Ghov, T6 gbverov, 6 dptduts Guv-
OUPOTERLY, G YEVOLLEVES.

Die Summe wird oft eingeleitet durch 6pel (zusammen) und
30U (sichel) oder, wie auch das Resultat anderer Rechenopera-
tionen, durch vyiyvesher (als Siglum: ri‘), dmofaivery, dmodtdovar
(Nikomachos), &g stvar usw. bezeichnet. Ein Pluszeichen exi-
sticrt nicht, ebensowenig wie c¢in Terminus fir Summanden.
Diese werden mit xal oder ohne jede Verbindung aneinander-
gerciht. Auch die Wendung: 76 A perd tob B ist gebriduchlich.

Dividierens kundig. AuBlerdem erfand er eine ,,Tafel“. Die beiden Stellen
sind: Schol. Eurip. Or. 432: 6 82 Hedapndng drerddy elg Tpotay 12 péyiots
awvhoz Tov “Elaquitdy dady. hpwocdvtov yip &v AOMSL xal mept thv Stavopdy
700 oitov Susyepavdvioy Te xal oTaca vt TpdToy piv T Powintx didaixg
veoppata adrobe tomy Te xal dvemiinmtov TRy Swavouny év TouTolg Empayna-
tebouto und Schol. Stat. Ach. I 93: tabulam ipse invenit ad comprimendas
otiosi seditiones exercitus. Es handelt sich in dieser verderbten Stelle wohl
um die ,,Tafel des P.“, von der Rhabdas spricht. Mit einer solchen Mul-
tiplikationstafel konnten auch die genannten Verteilungen (nach der dgyp-
tischen Methode) vorgenommen werden,
! Gerstinger-Vogel S. 14.
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Die Subtraktion

Die Terminologie der Subtraktion zeigt wieder deutlich die Ab-
hingigkeit vom Abakusrechnen. Das Subtrahieren ist ein ,,Weg-
nehmen, Wegheben*, ein ,,Hinauswerfen' des , kleineren vom
groBeren*. Rhabdas definiert:! éx80A7) 8¢ éotiv doaipeaig #TTovog
ool dmo peilovog und spiter unter Ausdehnung der Subtrak-
tion auf den Fall der Gleichheit von Minuend und Subtrahend:
apatpeats Hyovv ExPorn STav &€ dptdudv dptdpods dparpduey 7 tooug
adtols ) éndocovas.? Auf dem Rechenbrett kann die Rechnung so
ausgefithrt worden sein, dafl man beide ,,Zahlen untereinander
legte und dann in jeder Kolumne je einen Stein gleichzeitig beim
Minuenden und Subtrahenden , hinauswarf*. Spiter stand, wic
die obengenannte Tafel des Palamedes zeigt, die Subtrak-
tionstabelle (umgekehrte Eins-und-cins-Tabelle) zur Verfigung.
Nesselmann? gibt folgendes selbstgewihlte Beispiel:

Y2
M,yzr¢ 93636

f
M,yuv-9 23409

M-cx¢ 70 227.

Heath? gibt es besser wieder als

9
M,y yhre
i

M,yyuv ¥
s
M ox,

wobel er den nirgends belegten Nullstrich wegliBt und vorsichtig
bemerkt: ,,a subtraction would be represented. . . . Aber auch
bei ihm gilt das (beziiglich des Untereinandersetzens der zusam-
mengehérenden Einheiten sowie des Striches vor dem Resultat)
oben bei der Addition Gesagte; schon Friedlein® hat darauf

Tannery, M. sc. IV S. 96.
Ebenda S. 118.
Nesselmann S. 119.
Heath 1, I S. 52.
Friedlein S. 75.

1
2
3
4
5
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hingewiesen, dal} die vorgeschlagene schematische Anordnung
durch keinerlei Quellen belegt ist. Uberall da, wo eine Subtraktion
auftritt, erscheint sie im fortlaufenden Text. So steht bei Heron?
fiir die Subtraktion 169-—-129 123 TEDTH (sc. prd xol 228) Sepehe
ano &y pEY. Aovma AY wal 923. Man weill auch nichts dartiber,
welches Verfahren man einschlug, wenn eine ,,Stelle** des Minuen-
den weniger Einheiten enthielt als die entsprechende des Subtra-
henden. Auf dem Rechenbrett ergab sich sofort ein Ausweg durch
Umwechseln (Entlehnen) einer groBeren Einheit. Wie war es aber
beim schriftlichen Rechnen? Heron gibt z. B. an einer Stelle?
als Ergebnis von 6235-333 sofort 292 an. Entweder wurde wohl
die Nebenrechnung auf cinem Abakus erledigt oder man wird an
folgende Kopfrechnung denken: 625-—300—33 =325-—(25 +8)
=300—8 =1292.

Die Multiplikationen zweier Differenzen fihren beiDiophant
zu dem Terminus 2zigig flir eine abzuzichende GréBe (= Sub-
trahend) und zu der hicraus entspringenden Regel: reifrg éxi
Xetyw  molhamhactucveicr woel Omapliy, heldig Ot Eml Omophuwy
mowel 2etywy.® Dabei darf man aber noch nicht an den Begriff ciner
negativen Zahl denken, wie es auch nach der Ubersetzung von
Tannery (minus multiplicatum in minus facit plus) den An-
schein hat. In der griechischen Mathematik wird nie, auch nicht
in spitester Zeit, etwas Groferes von etwas Kleinerem subtra-
hiert.* An derselben Stelle fithrt Diophant ein Zeichen fiir die
abzuziehende Gréfe ein. Es hei3t hier: xai tHg heldews orueiov ¢
ENumeg vdTew vebov, A. Dies wird nun zum Symbol des Minus-

zeichens, z. B.2x—3 =258 A M 1.8

! Heron III S. 46.
* Heron III S. 44, ebenso S. 40: 16— 72 ; = 96i ; 110.
Diophant I S.12. In einem Scholion (Diophant II S.199) wird
(10 4 x) + (10 — x) nach der ,,indischen Methode‘* vorgerechnet; hier heif3t
es z. B, dafl (— x) + x zu x% wird: 7§ A 700 & 9°° &xi 1oy & 9", A AY @ Hier
ist — x® bereits eine negative Zahl!

* Von dieser Subtraktion spricht nur der Skeptiker Sextos Empirikos,
S. 275 ff.

> Diophant I S.94; 9 ist das Symbol des Unbekannten (dpt8ués), die
Zahlen haben den Zusatz: povddes (M). Uber A s. Heath 3, S. 71ff.

3
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Folgende Termini zur Subtraktion finden sich in den Texten:

Subtraktion: dopatpectg, &xfBoly, EhdtTwols, Omepoyh, Vpali-
peots.

Subtrahieren: olpew, dpapely, Dootpely, bmebotpely, ExPdihety
3 4 A A »
amo, mapexBardety, hauBavery €x Tvev.

Minuend: ohne eigenen Terminus.

Subtrahend: hetdng.

Rest, Differenz: 10 Aetmdpevov, 6 xoatohetmopevoy, Actodey, Sud-
otnpe, ENewlg, O Aomby, 7o Aowwd, Umepoy,
Stapopd, dmoTouT.

Weiterhin hei3t das Ubrigbleiben des Restes:
hetmeodor, dmolelmewy, xatohelmery, AaTohLTd -
vecdat, Umepéyewy, Omeppépery, upévewy (wévoust
hotmoy).

Als Siglum findet sich /™ = megleotv (?) im Papyrus Graecus

Vindob. 19 996 und im Ayer Papyrus.?

Die Multiplikation.

Der erste Zweig der Logistik, der von dem Charmidesscho-
liasten angefithrt wird, ist die Multiplikation, bei der zwei Arten
unterschieden werden, die Agyptische und die griechische.
Uber die Durchfithrung dieser Rechnungsart bei den Agyp-
tern sind wir aus den dortigen Quellen genau unterrichtet. Das
Verfahren ist noch eng mit dem der Addition verbunden, nur dal}
man zur rascheren Durchfithrung der Rechnung von stindigen
Verdoppelungen Gebrauch machte. Soll z. B. 39. 61 ausgerech-

net werden, so ergibt sich folgendes Schema:

/1 61
/2 122
/4 244

8 488
16 976
/32 1952

zusammen  2379.

1 5. 35. Vielleicht ist /= A = Aelder.
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In der ersten Reihe stehen die Multiplikatoren, in der zweiten
die Teilprodukte, von denen das erste gleichzeitig den Multipli-
kanden darstellt. Da der auf 32-61 folgende Schritt (64 <61) schon
einen Multiplikator gréBer als 39 liefert, wird hier haltgemacht.
Dann werden diejenigenMultiplikatoren, deren Summe 39 er-
gibt (also 1 -2 -4+ 32=39), mit einem Merkstrich versehen
(Kennziffern); die Summe der dazugehérigen Teilprodukte er-
gibt das Resultat. Der bei der Problemstellung verwendete Ter-
minus lautet: ,,Rechne mit 61 neununddreiBigmal.! Da die
vorkommenden Verdoppelungen bequem in einer Kopfrechnung
(oder auf dem Abakus?) erledigt werden, unterscheiden sie sich
von den schwierigeren allgemeinen Multiplikationen, so dal} es
erklarlich ist, wenn sich diese spezielle Multiplikation als eine
eigene Rechenoperation duplatio (,,Zwiefachung’) noch weit in
die Neuzeit hinein erhalten hat.?

Die Entwicklung der Addition mehrerer gleicher Summanden
zu ciner neuen Rechnungsart héherer Stufe, der Multiplikation,
ging nur ganz allmihlich vor sich; sie hat die geddchtnismiBige
Beherrschung des kleinen Einmaleins zur Voraussetzung. Bei
der Definition der Multiplikation wird stets auf den inneren Kern,
auf die fortgesetzte Addition, zuriickgegriffen. So definiert Rhab-
das — genau wie wir -2 &ptOpog dptdpov moMamhaotalew AéyeTa,
frav, Goar elotv &v adtd wovddes, Tocautdxig cuvTedy O ToRho-
mhaswlbuevos xal yévital Tig #tepog. Ahnlich heillt es bei einem
Anonymos,* der nach dem 3. Jahrhundert lebte: moAramhasioc-
whs 2ot aOvdeaig ool Tvog Sodévrog xad Etepov dprduov do-
Vévta * olovel GTav 6 Etepog TocauTaxg cuvTidEpevog ) Gmboog EoTiv
6 €repog &v TG TARYeL TBY povadwy xal Totf] Tva xate T6 TATYog T
o

ouvdicems, 6 vevbpevos Aéyetul TOMTAACLROROG ToD ETEpou xaTd
T0v &repov. Es wird also eine Zahl gemdB, zufolge einer
anderen, also so oft wie die andere angibt, addiert.

Auf diesem Gedanken der fortgesetzten Addition scheint auch

die Terminologiec der Multiplikation aufgebaut zu sein. Das

1 Oder: ,,Jege hinzu, angefangen mit 61, neununddreiBigmal®‘. Uber die
Terminologie der Agyptischen Arithmetik siche Vogel 2, bes. 5. 11-21.

2 Heath 1, I S. 53, Tropfke I* S, 70.

® Tannery, M. sc. IV S. ¢8.

4 Anonymus 1, s. Diophant 11 S. 1V und 6.



386 Kurt Vogel

hauptsichliche Fachwort ist mwoAharhasialewv, dessen Stamm der-
selbe ist wie der der Zahladjektiva duwiols, Simhdotoc. Das Zeit-
wort mhéxewy (St. mhay, plic) heillt ,,zusammenfalten®’, wokhe-
mhaotelewy wire dann ein ,,multas plicas facere'’, ein ,,verviel-
faltigen. Die Sprachwissenschaft miite entscheiden, ob nicht
vielleicht weX hinter whay steckt. Gerade das ,,Umwenden®, das
,,Herumschwingen'* (méhopor) z. B. des Mantels ruft doch dic
Falte und damit ein doppeltes Stiick hervor. Denken wir an
das ebenfalls von wéhopar abgeleitete mAédpov. Dieser schmale
Streifen, die ,,Ackerfurche’, wurde zum Lingenmal}. Wird nun
beim Umpfligen eines rechteckigen Ackers Streifen an Streifen
aneinandergereiht, so ist das Bild gerade das cines fortgesetzten
Zusammensetzens, eines Addierens aller dieser kleinen Streifen-
flachen.! Das Ergebnis der Addition durch ,,vielmaliges Um-
wenden‘‘ ist gleichbedeutend mit einem ,,Produkt’ aus Linge
und Breite. In diesem Zusammenhang ist es bezeichnend, daf
neben den quadratisch aufgebauten Ilichenmalen (z. B. ein
Plethron als Quadrat von je einem Liangenplethron Seitenlidnge)
auch rechteckige Streifen als FlichenmaBe vorkommen. So hat
Tannery bei Didymos einen ddxtulog yudulog festgestellt, der
in einem Rechteck von 1 Elle Liange und 1 Zoll Breite bestand.?
Auch andere Termini sprechen fiir diese Erklirung der Multi-
plikation. Das Multiplizieren ist ein &mavehopfBavery, also ein
»,Wiederholen*. Die Wendung mwotelv dpduov éni twa zeigt,
dall eine Zahl auf oder an die andere gelegt oder ,heran-
geworfen** (moupafdirew) wird. Uberall steht demnach die geo-
metrische Vorstellung im Vordergrund, die sich auch auf die
rein arithmetischen Ausdriicke tbertragt, wie es z. B. auch die
Termini fir die figurierten Zahlen (dninedog dptduds, Erepoufinns
gotdpdc) erweisen.®

Bei Homer findet sich noch kein Zeitwort fiir vervielfiltigen.
Dagegen kommen dort die multiplikativen Zahladverbien auf

1 7adZ, vom gleichen Stamm ist ,,Fliche*.

2 Uber die Landelle bei den Agyptern s. Gerstinger-Vogel S. 52. Die
Fortfithrung dieses Gedankens fiihrt zu SchichtkérpermaBen, die in der ba-
bylonischen und griechischen Mathematik nachweisbar sind.

3 Auch in der babylonischen Mathematik ist das Produkt eine ,,Fliche®
(a-5a). ’
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-wig (tetpdnig usw.) sowie die Zahladjektiva (Surholg usw.) vor.
Bezeichnend fiir die oben geschilderte ,,streifenmiBige® Multi-
plikation ist das zweimal verwendete terpadeiupvos, aus vier La-

gen bestchend, also ,,vierfiltig*.?

Beispiele fiir die Durchfithrung einer Multiplikation nach der
igyptischen dyadischen Methode sind mir in der griechischen
Mathematik nicht bekannt. Sie wurde im Unterricht wohl auch
bald durch die nicht so umsténdliche griechische Methode ersetzt,
die freilich eingehend gelibt werden multe, wihrend die dgyp-
tische Multiplikation fur jemand, der die Addition beherrschte,
selbstverstindlich war. Die Notwendigkeit eingehender Ubungen
auch in der Multiplikation hebt Diophant hervor, wenn er
sagt:? xohds odv Eyen Evapybuevey Tig meuypateiung cuvdécel xul
ggarpéoel ol mollamhuctaouols . . . yeyuuvdsdor. Hauptsichlich
handelte es sich dabei um die Beherrschung des kleinen Einmal-
cins, dessen Kenntnis besonders bei mehrzifferigen Faktoren
Voraussetzung war, wenn man nicht bei der Bildung jedes Teil-
produktes zu ciner Nebenrechnung auf dem Abakus oder auf
cinem Beiblatt seine Zuflucht nehmen wollte. In einer Stelle bei
Aristoteles wird dies treffend illustriert.® Er spricht davon, dal
ein Redner auf die hauptsichlichsten Einwinde geriistet sein
miisse. Wie ein Geometer die Elemente und ein Rechner das
Einmaleins, so miisse auch ein Diskussionsredner die ¢py«l und
die wgotdoets sofort zur Hand haben. Der Text lautet: wzipatéov
0t nal elg

" pd of
el & mheoTants duminmTovsy ol (Ahot) Abyor xatéyew * (omep
iq

vop &y yewpetple mpd €pyou 10 mepl To gTouyEle veyvpvdedur ol v
aptdpols T0 wepl TOVC XEQAALGULOVG ;;po,«upmb Eyey péya
Stapéper mphe TO %ul TOv FAAGY dptduly YVOGHEY TOAAATAXGLODULE-
vov, Opotmg %ol 2v 70lg Abyolg 10 TphysLpoy elvan Tepl TO.g Gpy g %ol
TOG TPOTAGELS A0 6TOUuTog EEeniorasdut. Der Kommentator Alex-
ander erklirt die Kopfrechnungen, von denen Aristoteles
spricht und die fur die anderen Multiplikationen nitzlich sind,
als die Multiplikationen im kleinen Einmaleins. Aus ithnen kann
man die grofieren Multiplikationen herleiten. Er sagt: xegaits-

! Homer O 479 und y 122.

* Diophant I S. 14.

¥ Aristoteles, Top. VIII, 14 (ed. Wallies S. 1806); hierzu Alexander
5. 580.
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povg 808 Aéyet [P AptoTotédnc] Todg TéY TpdTMY GptdLdv TV utypet dexd-
Sog moMhamhactaopole * ud yap T7c Tepl ToOT®Y yupvastug kol ol TéV
botépwv nal petlévov xal dpolwy adTols TOANNATAAGLUGLOL KOUT. LETH-
’ .« 2 A \ ~ A 7 ! [X$ 4 e A
Bagw yvwpilovrat * dmo yap 70U ,, 8l 8bo téooapa’’ yvwplletal 6 ,,81g

? i o 3 I 7 %3 At A ? ’
AL KXL O, ELXOGAKLE X U KAl O ,,SLO'.V.OGLOVTOO{LQ X TETPAALGY L~
L& g €

ao' ol EEfg dpolwe. Also aus 2.2 =4 folgt fiir dic ,,ihnlichen*
Zahlen 2-20=40, 20-20== 400, 200*20= 4000 usw.!

Zur Erleichterung der Rechnung standen auch Einmaleins-
tabellen zur Verfigung, wie sie ein Fragment des Britischen Mu-
seums zeigt, das auf das zweite Jahrhundert zurtickgeht, aber
auch ilter sein kann.? Bei Rhabdas finden sich ausfithrliche
Einmaleinstabellen vor, die als {npogopwxd * ebpepa Hohapsndoug
bezeichnet werden (s. o. S. 380). Den Anfang bilden die Einer-
multiplikationen (Gpyh T&v and povados ueypr pvptddog amAGY
moAamAnstacp@dv). Zuerst wird 1 (o) mit allen 37 Buchstaben-
ziffern

« By declmn d
t x A pvEaoTw g
PG TV QYYD
< I?) 2 18 /€45 ,C i ,1(.} und &

kombiniert, was die Produkte von 1.1 bis 1.10000 ergibt.
Dann folgt 2 - 2 bis 2 - 10 000 usw. bis 9 . g bis 9 . 10 ooo. In den
nichsten Tafeln kommen die Multiplikationen der Zehner, der
Hunderter und der Tausender bis zu 10 000. 10 000 = 100000000
(= & & &). Uberall steht der Multiplikator in der ersten, der Mul-
tiplikand in der zweiten, das Produkt in der dritten Kolumne, also
z. B.: 100 . 400 = 40 000, also ¢ v §.

Bei Nikomachos stehen Tabellen, in denen die Zahlen glei-
cher Eigenschaften zusammengestellt werden, z. B. die durch ;3
teilbaren Zahlen. Sie lassen sich auch als Einmalcinstabellen ver-
wenden. Eine von ihnen enthilt das Einmaleins von 1.1 bis
10. 10:®

1 Uber die muduéves s. 0. S. 375, 377.
2 Tropfke I* S. 143.
¢ Nikomachos 1, S, 51.
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Aus den erhaltenen Texten sicht man allenthalben, wie bei der
schriftlichen Durchfihrung einer einfachen Multiplikation die
betreffende Tabellenzeile — entweder aus der Tabelle entnommen
oder aus dem Gedichtnis heraus - in die jeweilige Rechnung
tibertragen wurde. So heif3t es z. B, bei Rhabdas retpdug &
5 g, meviduic 73 7 B oder vereinfacht & ,a ,9 (9 * 1000 = go00).
Diese verkiirzte Form steht auch bei Heron, z.B. v'{xa
(3 -7 = 21), wihrend sonst im allgemecinen die vollstindigen
Wendungen: & A &ni t& B yivovrae C u. a. vorherrschen, wie bei
Archimedes, Heron, im Papyrus Gr. Vind. 19 996 usw.

Die uns erhaltenen Beispiele mehrzifferiger Multiplikationen
zeigen neben der Verwendung des Einmaleins ein zweites
Hauptmerkmal der griechischen Multiplikation. Es besteht
darin, daB im Gegensatz zu unserem ,,indischen‘* Verfahren bei

27 d
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der hochsten Stelle begonnen wird. In,,Heron‘s Geometrie® wird
das Produkt 14 23/33 - 14 23/33 gerechnet als 14 - 14 4+ 14. 23/33
+ 23/33 - 14 + 23/33 - 23/33. Ebenso® 44/5.44/5 = 4-4
+ 4-4/35 + 4/5 - 4 + 4/5 - 4/5 oder mit verschiedenen Faktoren:3
433/64-762/64 = 4.7+ 4-62/64 + 33/64-7 + 33/64 - 62/64.
Auch bei Eutokios stehen zahlreiche Beispiele. Von den 3 neben-
cinanderstehenden Multiplikationen 306 - 306, 153 -153 und
265 . 265% lautet die letzte folgendermalen:

¢

7o 3¢ ofe 263
¢ml ofe 265
6
MM,B,a 40 000 12 000 1000
a also:
M,B, 577 12 000 3600 300
JOUTHE 1 000 300 2§
610l Mewe zusammen 70 225.

Das Beispiel zeigt, daB die Berechnung in der Reihenfolge:
(200 + 200 + 200 . 60 4 200 - 3) + (60200 + 60 .60 + 60-3)
4+ (5.200 -+ 5.60 4 5. 35) also von links nach rechts vor sich
ging.® Man hat auf die so gerichtete Multiplikation dic bekannte
AuBerung Herodots (11, 36) bezogen, in der erzihlt wird, daB3
die Griechen im Gegensatz zu den Agyptern von links nach rechts
,rechnen'': ypdppote yedgovst, xel hoyilovrar fpoiat "Erkryves
pev dmd TAV dptotepdv Enl T defik pépovtes Ty yelpa, AlybmTion 88
&md Tév defidv éml v dptorepd. In diesem Fall kann man an eine
Abakusmultiplikation analog dem Eutokiosbeispiel denken, wo-
bei der Multiplikator in die auf der Salaminischen Tafel seit-
lich befindliche Kolumnenreihe eingetragen gewesen sein kann.
Nagl hat die wahrscheinliche Ausfithrung einer solchen Multi-
plikation vorgerechnet.® Da aber von einem dgyptischen Abakus
nichts Sicheres bekannt ist, kann Aeyilovrar ¢7goist auch lediglich

1 Heron IV S. 322,

2 Ebenda IV S. 256.

3 Ebenda IV S. 266.

¢ Archimedes III S. 234.

5 Nagl S. 48.

$ Ebenda S. 56 f.; Heath 1, I S. 51 ist anderer Ansicht.
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,rechnen‘ bedeuten, und dann bezieht sich die Stelle wohl nur
auf die verschiedene Schriftrichtung.

Nesselmann und andere! setzen unter den 2. Faktor sowie
vor die Gesamtsumme wieder Querstriche, die sich aber in den
Texten selbst nicht vorfinden.

In der geschilderten Weise sind bei Eutokios noch folgende
Beispiele ausgefiihrt:

571 . 571 153 - 153 (dreimal)
591 1/8 . 591 1/8 1162 1/8 . 1162 1/8
1172 1/8 - 1172 1/8 2334 1/4 - 2334 1/4
2339 1/4 - 2339 1/4 1560 - 1560
780 . 780 (zweimal) 1351 . 1351
2011 . 2911 3013 1/2 1/4 . 3013 1/2 1/4
1823 - 1823 240 - 240
1838 1/9 1/11 . 1838 1/9 1/11 1007 - 1007
66 .66 (zweimal) 1009 1/6 . 1009 1/6
2016 1/6 . 2016 1/6 2017 1/4 . 2017 1/4.

Dabei ist itberall zu sehen, dal3 der Rechner das Einmaleins be-
herrschte bzw. in Tabellen nachschlagen konnte.?
Multiplikationsbeispiele mit gebrochenen Faktoren, die weiter
unten besprochen werden sollen, finden sich besonders im Papyrus
Akhmim und bei Rhabdas. Im tbrigen beschrinkt sich der
letztere in seinem ersten Brief auf die einfachen Multiplikationen,
d. h. auf solche mit Faktoren, die nur mit einer Buchstabenziffer
geschrieben werden koénnen. Fiir solche hat er auch die genannten
Einmaleinstabellen aufgestellt. Im AnschluB daran heif3t es nun:?
zol obtw @év 6 amholg ylvetol ROMATAXGLOGUOS, 0 3¢ Stmhols xal
Toumholg %ol 6 éméxewva TodTov Sk wedbdou mpofaiver Tivde, Hv Ev T
Hepl moMhamhasiacpod Adyw i *Ivdiniic Meyddne Yrpogopiag
axptidc peteddov eloy cagéstata. Der Hinweis auf die bessere
Eignung der indischen Methode zur Bewiltigung der ,,mehr-
fachen®, d. h. der mehrzifferigen Multiplikationen und die Tat-
sache, daf in den Briefen des Rhabdas auf diese neue Methode

! Nesselmann S. 116; Heath 1, I S. 571,
2 Archimedes I11 S.250; hier sieht man z. B. bei der Multiplikation

11 11 . . ] . .
3013 == 3013 =~ die Kenntnis des Einmaleins mit 13.
24 24

3 Tannery, M. sc. IV S, 114.

27
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nicht eingegangen wird, ist ein Beweis fiir das Vorliegen echt
griechischer Kenntnisse bei den von ihm tatsidchlich beschriebe-
nen anderen Rechenoperationen. Daraus ergibt sich der Schlu83,
daB man Rhabdas zum Studium der alten griechischen Logi-
stik mit heranzichen darf.

Die Untersuchung von DMultiplikationen mit Sexagesimal-
briichen sowie die Multiplikationen von Briichen und das diesen
entsprechende ,,Zusammensetzen'* der Adyo. wird unten bei der
Bruchrechnung durchgefithrt werden. Die Multiplikationsbei-
spiele bei Maximos Planudes in dessen ,,groBer indischen
Rechenkunst' gehoren nicht mehr zur griechischen Logistik,
wenn auch meist noch die alten Termini vorliegen.

Zu der Beherrschung des Einmaleins kommt noch als grund-
legender Faktor der griechischen Multiplikation die Bestim-
mung des Stellenwertes. So zerfallt die Multiplikation in zwel
Teile; erstens in die Multiplikation der ,,Wurzelzahlen* (alle
die genannten ,,dhnlichen Zahlen 2, 20, 200, 2000 usw. haben
denselben mudpfv)t und zweitens in dic Einreihung an den rich-
tigen Platz der Reihe 1, 10, 102, 10% usw. Hieriiber schreibt Ar-
chimedes? im uay.p.
vov. el o aotf}pwv aw

ng: yehoLov O Eott xal tHde yiyvwerdpe-
T8 1oved0g GVIAOYOV EAVTOV TOAAATAUGLY-
Lovrl Tveg dARdIoUG Cov &% TU; adTic dvahoylug, & yevbpevog éo-
GelToL é/ Tog adThg dvohoyiag dnéywv and piv Tob petlovos TGV woA-
AT GLEEaVTOY GAASA0VE, BG0UEC 6 EAATTOY TGV TOAETALGLLELVTOLY
Gnd povados dvdioyov Gréyet, o O& tdg povadog dpéfer Evi Ehdx-
Tovag, 7 860g EoTiv 6 aptduos cuvapotépwy, obg ATELOVTL IO Lovd-
So¢ ol moMamhaotaiovreg ahhziovg, d. h.: , Es ist auch nitzlich,
folgendes zu wissen: wenn Zahlen von der Einheit an in einer
geometrischen Reihe angeordnet sind und einige (= zwei) aus
derselben Reihe miteinander multipliziert werden, so wird das
Produkt zu derselben Reihe gehéren, und zwar steht es von dem
groBeren der beiden Faktoren so weit ab, wie der kleinere der
Faktoren von der Einheit im Verhiltnis absteht; von der Einheit
wird es um eins weniger abstehen als die Summe der Zahlen (an-
gibt), um die beide Faktoren von der Einheit abstehen.” Zum
Verstindnis dieser Stelle ist zu beachten, daBl der Grieche bei

L Siehe oben S. 375.
2 Archimedes II 5. 240.
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dem Abzihlen des ,,Abstandes‘ eines Gliedes der Reihe das An-
fangsglied mitzahlt.! In der Reihe 1, a, zf, a3 aﬁ, as, ab, a7 . ..
1 2 3 4 5 6 7 8
hat z. B. a® den Abstand 3, a5 den Abstand 6, was unserer Nume-
rierung der Glieder entsprechen wiirde. Dic Regel besagt dann,
daB das Produkt a%.a% (= a7) auch ein Glied der genannten Reihe
ist, und zwar hat es von a® denselben Abstand wie a% von 1, nim-
lich 3; ferner hat das gesuchte Produkt von 1 einen Abstand, der
sich hier aus 6 + 3—1 = 8 errechnet. Das Resultat ist also a’. Mit
dieser Regel war man in der Lage, nach der Multiplikation der
mudpéveg das Resultat richtig in die Potenzreihe von 10 bzw. von
60 einzureihen.?

Ein Apollonios-Kommentar von Pappos gibt iiber die
Multiplikation der mudpévec und die dann noch notwendige Ein-
ordnung an den richtigen Platz seines Myriadensystems ein-
gehende Auskunft.? Es soll z. B. 200.300.2.3.4=A.B.T".A.E
berechnet werden. Als Produkt (cvepedc) der muduéveg ergibt sich
2.3.2.3.4=144. Da 100.100=10 000 (nach Archimedes: Ab-
stand von 1 ist 34 3—1) ist, folgt als Ergebnis 144 einfache My-
riaden = 1 440 000 (dmA&v obv wvptddwv pwd Eotlv 6 &x <oV
ABTAE o7epete). In einem anderen Beispiele wird das Produkt
aller Zahlenwerte der Buchstaben der Verse: *Aptéptdog seite
%pdrog EEoyov Evwéa xolpor und Mivw dewde deo Anpfitepos dyiao-
%gpmov bestimmt. Imletzten Fall sind die Wurzelzahlen: 4,8, 5, 1, 5;
1,51,4,5:,951;438,4,83,51,7,2;1,33,1,72118§,
7, 4. Thr Produkt ergibt: 2 1849 4402 3600 0000, also 2 . 10000*
4 1849 . 10 000® + 4402 - 10 000% + 5600 . 10 000!, Dies muB
jetzt noch mit 10 000® . 100 multipliziert werden, da das Produkt
der in den Zehner- und Hunderterzahlen enthaltenen Potenzen
10* ergibt. Das Ergebnis ist demnach:

218 . 10 000 (Myriaden 9. Ordnung) + 4944 - 10 0008 (Myriaden
8. Ordnung) + 256 . 100007 (Myriaden 7. Ordnung).

Es ist nicht unméglich, da die in der verlorenen Logistik des

1 Vgl. 8 Tage = 1 Woche, quinze jours = 14 Tage.
*Z.B.20-300; 2+3 = 6; 10+ 100 = 1000; also 20 * 300 = 600O.
8 Pappos I S. 2-29.
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Magnes?! enthaltenen Myriadenrechnungen sich mit demselben
Problem befassen.

Nach all dem, was wir aus den Quellen in Erfahrung bringen
konnen, besteht wohl das Wesen der griechischen Multipli-
kationsmethode gegeniiber der dgyptischen in der Bildung
von Teilprodukten (in der Reihenfolge vom Groflen zum Kleinen,
also von links nach rechts) nach dem Schema: (a; 4-b; 4-¢; ...)
c (ag+by + ¢y +..) = aja, + a;by + ajc, ... 4 bja,
4+ byby 4+ bycy -+ ... Ay 4 by 4 cycp L .., wobei auller der
Beherrschung des kleinen Einmaleins (oder der Verwendung der
entsprechenden 1 - 1-Tabelle) die genaue Bestimmung des Stellen:
wertes eine Hauptrolle spielen mubBte.

Die bei der Multiplikation auftretenden T ermini fullen haupt-
sichlich auf zwei Gedanken: Entweder nechmen sie Bezug auf
das oben geschilderte wiederholte Aneinanderlegen der ecinzel-
nen Summanden oder sie kniipfen an die Geometrie an, wobei
sich ,,Seite, Rechteck, Quadrat, Wurfel’* usw. zu Fachwortern
fiir ,,Faktor, Produkt, zweite und dritte Potenz‘ usw. heraus-
bilden. Folgende Termini finden sich in den Texten:

Multiplikation: morhamhactacwbs, ToAAThaGIaGL;, TOMTALGLAG-
ubs, mupaloht;
speziell: Simhuslucts, Simhaciacude, SimhactéTrs.
Multiplizieren: moAhamhactoly, morvmhacralely, woMomhactaley;
mit Akkusativ: ént, petd, did, wpds; GUETONAXTALGLY -
Cew, Emoverapfdvew ént, guvtidévar, cuvdyety, Emipe-
TEELY, RUTUUETPELY;
allgemeine Wendungen: apudpelv éxi, wotely dpdpdv éntl wwve,
viyvesdur ent Tiver;
ént ohne Verbum: b 8¢ énl t63e, Tl ént 1]
speziell: verdoppeln usw.: Simhasidlew, OSig yevouevos, <pt-
mhactalew, tetpumhactaley, mevranhactdley;
ins Quadrat erheben: ddvacYor To A 29° tavtd;
in die 3. Potenz erheben: »0Bov molhamhocialew.
Multiplikand: 6 rolamhasalopevos.
Faktor: ol moramhagialovteg dArZhovg, whevpal, eddelo duvipet
O Y OPLov, T SuVEPEVY TO YOPLOY.

1 Siehe oben S. 370 und 4063,
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Produkt: 76 ywbuevoy (8% 100 wodlhamAaoLaapol), 6 Yevouevos, xe-
) b
7 A A e e \ 3 7 z € 14 L] A
odhatoy, T0 cuvtedodevoy, 6 VTt dpLtduas, To U, 6 YT
A A L 3 7 e Iy ’ .
xol B mepleybuevos dptdupos, o €2, yoptov;
4 € ! 3

-
ab = &ninedog morumhaciuopbs, Erepopnuns dptduds;
a.b = éninedoc;

2 / 3> ’ 7 3 ’ k)
a? = tetpdywvos dptdbs, TETPAYWVOG LoOTAZVEOE dotd-
pée, 10 & adTob TETPAYWYOY, TO ATh, 6 dws, ShvapLs,

3 A 3 / € 3I¥ 3 ~ 4 Ip .

a® = grepets dptduae, [6 € adtdv orepets] wofos;

a" = grepede dpdpds, 6 €L adtdv crepede.

Fiir die niederen Potenzen hat Diophant besondere Namen:
AY = dbvaprg, KY = xifoc, AYA = Suvapodivays,
AKY = Suvapdunfos, KYK = xupéxufos.

Produkt als Vielfaches: moihamidciog, SimALGL0g, TRITALGLOS.

Ferner sind hier noch zu nennen:

Die Zahladjektiva: gmrobs.

Die Zahladverbien: éref, dig, <plc.

Die Division.

Bei der methodischen Einfiihrung der Division wird nach mo-
derner Auffassung grofles Gewicht auf die Unterscheidung zwi-
schen Teilung und Messung gelegt. Bei jener wird eine be-
nannte GroBe in eine bestimmte Anzahl von Teilen mit gleicher
Benennung eingeteilt, wahrend bei einer Messung ein Vergleich
zwischen zwei gleichbenannten GroBen angestellt wird. Wollen
wir ctwas {iber die Bezichungen dieser beiden Divisionsarten er-
fahren, so missen wir auf die beim Auftreten einer Division vor-
liegenden psychologischen Vorginge ecingehen.

Treten Teilungsprobleme auf, was in jedem geordneten Wirt-
schafts- und Staatswesen beim Verteilen von Lebensmitteln, Land,
Beute, Erbschaften usw. schon frith anzunehmen ist, so liegt es
nahe, vorerst praktische Durchfithrungsmethoden mit den be-
reits geldufigen Rechenoperationen auszubilden. Erst viel spéter
konnte ein selbstindiges Verfahren mit eigener Terminologie
geschaffen werden. Ein sofortiges Teilen in eine beliebige Anzahl
gleicher Teile ist eine schwere Aufgabe. Wie soll man z. B. einen
Stab rasch in § oder einen Verpflegungsvorrat in 27 gleiche Teile
teilen? Konnte oder wollte man nicht schon vorher die genaue
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GroBe des zu teilenden Gegenstandes durch Ausmessen oder
Auswiegen feststellen, so blieb nichts tibrig, als nach dem Augen-
maf die Teilung vorzunehmen. Sehon der Sattpés bei Homer,
der jedem seinen gebithrenden Teil Fleisch vorzuschneiden hatte,
mubBte secine Kunst (attpocivy) wohl verstehen.! Nur eine Tei-
lung macht eine Ausnahme, nimlich die Halbierung. Es ist
verhiltnismaBig leicht, mit dem Augenmal} die Mitte anzugeben
und hier den Gegenstand ,,abzubrechen’* oder, wenn ein Falten
mdglich ist, ihn in der Mitte umzubiegen. So ist es erklirlich,
wenn die Einteilung antiker MaBle vielfach auf dem dichoto-
mischen Prinzip beruht (1/2,1/4, 1/8, 1/16 . ..), das sich in den
Noten der Musik bis auf den heutigen Tag erhalten hat.

Schwieriger wird schon die Teilung durch 3; soll man aber cine
sofortige Teilung in 5, 6, 7 usw. Stiicke vornchmen, so fiithrt das
Problem auf Schwierigkeiten, denen mit anderen Mitteln zu
Leibe gegangen werden muf.

Was muf} z. B. geschehen, wenn 135 Niisse unter 5 Leute ver-
teilt werden sollen? Bei dieser als T eilung auftretenden Division
135 Niisse: 5 kann ein sofortiges Zerteilen nach dem Augenmal
nicht statthaben. Macht man aber aus der Teilung eine Messung,
indem man jedem der 5 Empfinger zuerst eine Nul} gibt, dann
wieder eine und so fort, bis der Vorrat erschépft ist, so wird
durch Abzahlen der Zahl, welche angibt, wicoftmal jeder eine
NuB bekommen hat, also durch die Messung 135 Niisse: 5 Niisse,
die Aufgabe leicht erledigt. Das Resultat 27 sagt uns, daf jeder
27mal je eine Nuf, also im ganzen 27 Nisse, erhalten hat. Es ist
klar, da3 ein gewandter Verteiler, um rascher fertig zu werden,
auch 2 und mehr Niisse, soviel er eben {ibersehen kann, auf ein-
mal austeilt. Die Durchfithrung der Division geschicht also hier
als fortgesetzte Subtraktion einer benannten Zahl von einer
gleichbenannten groBeren bis zum Erschopfen des Vorrates.
Stellen wir uns auf die Seite der Empfinger, so zeigt sich die bis-
herige Subtraktion als die Addition 5-4+54+5-45..5, dic zu

1 2 3 4 27
Ende ist, wenn der Gesamtvorrat bei den Empfingern sich be-
findet. In dieser additiven Weise erledigt die agyptische Divi-

1 Uber den sagenhaften Palamedes, dem man nachrithmte, daB er
schwierige Verteilungen zustande gebracht habe, s. oben S. 380.
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sion das Teilungsproblem. Es hei3t dort: Rechne mit 5 so lange,
bis du 135 findest.

Sowohl die Terminologie als auch die praktische Ausfithrung
der Division bei primitiven Vélkern bestétigen die oben gemachte
Feststellung, daf3 die Division hauptsichlich als Messung er-
ledigt wird; auch ein Versuch, den man mit Kindern in einem
Alter vornehmen kann, in dem sie noch nie etwas von dem Vor-
handensein zweier Divisionsarten gehdrt haben, wird dasselbe
zeigen. Man kann eben nicht anders dividieren als auf die ge-
schilderte Weise. Zwar kann man vereinfachende Algorithmen
bilden,! letzten Endes geht aber jedes Verfahren, auch unsere
heutige Methode, auf diese subtraktive Erledigung hinaus. Nur
niitzen wir die Kenntnis des Einmaleins aus und nehmen mog-
lichst viel auf einmal weg, wobei auch die in der dezimalen Schrei-
bung liegenden Vorteile die Rechnung wesentlich verkiirzen.

Bei der Division ergibt sich eine Schwierigkeit dann, wenn die
Verteilung mit einem Rest endigt, der auch noch zu verteilen ist,
Hat man 18:7 zu berechnen, so erhilt jeder der Empfinger 2.
Bei der noch fehlenden Division ,,des Kleineren durch das Gro-
Bere** 4:7 entsteht der ,,Bruch‘, und zwar ist der ,,Stamm-
bruch® (hier 1/7) Trager der weiteren Rechnung.? Jede der 4
Einheiten wird in 7 Teile geteilt. Ein solches Siebtel bildet eine
ncue Einheit, von der jeder Empfinger noch 4 bekommen kann.

Der Begriff des Bruches ist so enge mit dem der Division ver-
bunden (uépog und peptlew), daBl z. B. die Babylonier (bzw. Su-
merer) diese als Bruchrechnung erledigten.® Auch bei den Grie-
chen steht statt ,,Dividiere m durch n* hiufig: ,,Nimm ein n-tel
von m‘, so daf3 die Ansicht entstehen konnte,* dal3 diese {iber-

! Der Babylonier rechnet 3A/s5 als 3A . 1/5, wobel der Bruch 1/5 vermit-
tels einer Tabelle in die sexagesimale Entwicklung o; 12 iibergefiihrt wird,
was aus der Division eine Multiplikation mit dem reziproken Wert macht.
Aber eine Verteilung ist es immer noch, nur wird jetzt zuerst unter die Emp-
fanger 1 A verteilt, wobei jeder A/s erhilt; der ganze Anteil ist demnach 3A/5.

* Die agyptische Mathematik unterscheidet zwei Arten der Division, die
Division des GriBeren durch das Kleinere und die des Kleineren durch das
GréBere. Auch in der griechischen und indischen Literatur kann man die
gleiche Gliederung feststellen.

3 Siehe FuBin. 1.

' Friedlein S. 79.
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haupt nicht den Begriff des Quotienten, sondern nur den des
Bruches gehabt hatten.

Inwiefern entspricht nun in der griechischen Logistik der quel-
lenmiBige Befund den geschilderten psychologischen Vorgingen?

Wenn noch Diophant erklirt,! dal3 die Division jedem klar
ist, der die Multiplikation beherrscht (%ol Tév ToAAaTRALGLAGULEY
cot cagnicdevrwy, gavepol elow ol pepiopol . . L), so dirfen wir
nicht erwarten, daf3 sich schon bei Homer Termini fiir diese
Rechnungsart gebildet haben. Es finden sich nur die allgemeinen
Ausdriicke fiir ,,teilen®, ,,zerschneiden’’ (daiewv, dutlewy, Sronpelv).
Die spiteren wichtigen Fachworter pepilew, upépog sind noch
nicht entwickelt. Nur der diesen zugrunde liegende Stamm
MEPQ kommt bei polpz und dem dazugehdrenden Verbum
(Sreporpiizo, Epuope, elpopro) vor. Man sicht hier wieder die Ver-
teilung als Grundlage der Division; denn die poipa ist der An-
teil, der jedem beim Zumessen, beim Verteilen der Brote, des
Essens (hier auch 3aic von 3dailew), des Lebensloses zugeteilt
wird, und zwar so, wie er es gerechterweise verdient (vgl. merere
und dr-dpeiperar).? Auch perpelv = ,,messen’’ bzw. petpeicdar
= ,,sich zumessen lassen’ ist eng mit dem Gedanken der Divi-
sion verbunden. Der Teil, der durch die Teilung des Ganzen ent-
steht, also der Stammbruch, muf} seinerseits wieder das Ganze
messen. Euklid hat dies folgendermallen ausgesprochen:® péoog
¢otl pévedog peyédoug w0 Ehucoov Tob petlovog, GTav xatapered) To
peilov. Bei Diophant heilt die Division iiberhaupt nur pergrsis.
So soll in eciner Aufgabet x2—6: x durch x dividiert werden. Der
Text sagt: 7 pérpnoic " petpel P& %ot D& A M gu. Es milt
(dividiert) also x die Differenz x2——6% x nach je (x— 6i) Teilen.
An anderen Stellen ist perpet ausgelassen. Es heiBt z. B> nur: 7

0 -~ . . . n
péronots - 5% vard 54 A M 3. Wihrend bei der vollstindigen Fas-
sung Heiberg mit ,,dividit A secundum B tibersetzt, heil3t es
bei der Division (x2—14x): x ,,factores, x et x—14"‘. Dies ist

! Diophant I S. 14.

2 Homer p 322 = Gratvorar.
3 Euklid V. Buch, Def. 1.
4 DiophantIS. 310, 312.

5 Diophant I S. 404, 406.
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mathematisch freilich richtig, da die Multiplikation identisch
ist mit einer Umkehrung der Division, aber der Text spricht aus-
driicklich von einer Messung (pétpnotg).

Die Division wurde also als ,,Messen‘, als ,,Vergleichen' emp-
funden, wie es in den Worten avtiouyxpivery und év guyxploet bei
Nikomachos! zum Ausdruck kommt. In der einen Stelle heil3t
es: yph avTisuyxplvew Tovg Tpotedévtog Gptduols xal Tov Ddrrove
ard Tob petlovog del doalpely, Godxnig Suvatov. Wir sehen also ein
ganz dem unseren entsprechendes Verfahren, wenn man von der
Ausniitzung der dezimalen P051t10nsschrelbung absieht.

Rhabdas gibt auch eine klare Definition der Division. Er

sagt:? peplopts 3¢ Eomwy, brav [J,ch:OV teg Gprdpdv Tweds aptdpdv oro-
mopey Tt Exdoty wovadt t6l, wap’ dv pepioplg yivetar, EmiPdaiiet. olov

<7 1

Groy whv 13 Eml Tov v peptlovies onomdyey Tl axoccrq povedt Toh ¥
dmBdnie © Embadhovot 8¢ & povddeg, émerdy xal tpig <& 8,18, Das
Teilen ist also wirklich ein ,,Zuteilen‘, ein ,,Zumessen‘‘. Es wird
bestimmt, was jeder Einheit des Divisors (= Zahl der Emp-
finger) zukommt, zufillt, wobei das Vertcilen ,,iiber eine be-
stimmte Anzahl hin'' (rapd, wpbe, eig, éxl mit Akk.) erfolgt. Auch
fiir die Division des Kleineren durch das Grofere wird dieselbe
Definition gegeben und als Beispiel 4:16 angefiihrt? (¢lov érav
wov 8 éml 1ov 1g pepllovres, oxonduey, 7t pépog wovddog Exdoty T0b
1€ émPdrier). Man mufl dabei sehen, ndmlich durch Vergleichen,
welcher Teil von 1 auf jede der 16 Einheiten trifft. (EmfBadder 3t
tétupTov, ERel TETPUALS T O, Lg)

Die des ofteren — wie eben bei Rhabdas — am SchluB3 der Di-
vision durchgefiihrte Multiplikationsprobe zeigt den engen Zu-
sammenhang der beiden Rechnungsarten. Die Division wird so-
gar als Addition bzw. Multiplikation aufgefal3t, was dem addi-
tiven dgyptischen Divisionsverfahren entspricht. Im Pariser Co-

dex 453 heilt es in dem Kapitel: ©i 61t pepronédcd folgendermaBen:

! Nikomachos 1, S. 34, 39.

* Tannery, M. sc. IV 5. 98,

3 Bei der Division 12:6 = 2 sagt der Grieche 12 in 6 (Anteile eingeteilt)
gibt 2. Wir sagen meist: 6 in 12 (geht) zweimal,

* Die dritte Divisionsart: Gleiches durch Gleiches (&nd {owv elg loovg) wird
rasch abgetan. Rhabdas (5S.100) sagt, weil sie klar sei . . . xal ol vymid)dy
Eyouaty &1L TOY VoDV,

® Anonymus1, s. Diophant II S. 10f
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ToUTto 3 fv 1O Aeydpevoy &t 00dEv Erepdy dott TO peploat 3 T edpely
Twa apLdpdy Og ouvtedels Eml oV map® v yivetow 6 pepiopde, olov 6
% bg ebpnron (es handelt sich um 100:5 = 20), éxnl Tov € wotfjoor
dpethet 70 Tob peptlopévon mANYog. Spiter heillt es weiter: dHote St
grothoat 8t pédhov peptlewy Tt mpdTepov dmoPAémet elg T0 Padog
THe yevésewg Tob pélhovrog pepilecdar © Ay vap 6 moMamAuotdong
Tov péMhovra peptlectat 7 véveotg adtel. Oder mit anderen Worten:
man sicht zu, ob man nicht den Dividenden als Produkt, dessen
einer Faktor der Divisor ist, darstellen kann. Die Kenntnis des
Einmaleins wird auch hier wieder wesentliche Dienste leisten.
Die fiir die Feststellung der einzelnen Zweige der griechischen
Logistik so wichtige Charmidesscholionstelle spricht von den
sogenannten griechischen und 4dgyptischen Divisionsmethoden
(CEXapiral xal Alyvmrioxal xehodpever uedodot év peptopols). Wor-
in besteht ihr Unterschied ? Fiir die d4gyptische Divisionsmethode
sehen wir vollkommen klar. Es finden sich ndmlich in den Quel-
len zahlreiche Beispiele, die erkennen lassen, dal3 dort die Di-
vision noch das war, was sie nach ihrer geschichtlichen Stellung
sein muf3te, ndmlich eine Multiplikation, die als Addition unter
Verwendung dyadischer Schritte durchgefiihrt wurde. Das oben!
gegebene Multiplikationsbeispiel 39 . 61 sicht in seinem Schema
genau so aus wie die Division 2379:61. Nur ist jetzt die Frage-
stellung geindert in: Wie oft mul} ich 61 addieren, um 2379 zu
erhalten? Beim Ansetzen der dyadischen Teilproduktenreihe

/1 61
/2 122
4 244
8 488
16 976
/32 1952

muBte nur vor der Zeile abgebrochen werden, die ein Teilprodukt
groBer als 2379 ergeben hitte. Weiterhin miissen aus den vorher-
gehenden Teilprodukten (in der 2. Kolumne) diejenigen aus-
gewiahlt werden, deren Summe den gegebenen Dividenden ergibt,
hier also die aus Zeile 1, 2, 3 und 6. Die Summe der zugehérenden
Multiplikatoren — durch den Merkstrich gekennzeichnet — er-

1 Siehe oben S. 384.
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geben den gesuchten Quotienten. Dabei verwendete der dgyp-
tische Rechner, um rascher die ,,zu findende‘* Zahl zu erreichen,
auch manchmal Zehnerschritte, wie z.B. bei der Division
1120:80 in der Aufgabe 69 des Papyrus Rhind, dic folgende
Ausfiihrung zeigt:

1 8o
/10 800
2 160
/4 320

Eine solche Division entspricht also ganz einer vom Standpunkt
des Empfingers aus betrachteten Messung 1120a:80a = 14mal.
Schwicrigkeiten ergaben sich erst, wenn die Division nicht auf-
ging. Doch auch dies wurde vom Agypter durch Erweiterung der
1. Kolumne auf Bruchteile erledigt.

In den griechischen Quellen finden sich leider keine Beispiele,
die dieses agyptische Schema aufweisen. Doch ist nicht daran zu
zweifeln, daBl im Charmidesscholion diese Methode gemeint ist.
Bei der in den Texten zutage tretenden Ubung, meist gleich das
Resultat anzugeben, 148t sich die Rechentechnik in diesem
Punkte im einzelnen nicht verfolgen. Die notwendigen Additio-
nen wird man in einer Nebenrechnung (Abakus) oder bei der in-
zwischen erworbenen Kenntnis des Einmaleins groBenteils auch
im Kopf ausgefithrt haben. Dal} in den Erklirungen der Division
aber der dgyptische Standpunkt zutage tritt, haben wir oben! ge-
schen. Ein weiterer Beleg hierfiir ist eine andere Stelle des Pariser
Codex 453, in der es heiBt:2 tolto yap Téhog tol pepiowol, 76
ebpely dptduby Tve 85 ToAhamwAacLalépevog frorouvTidépevog
¢l wov map’ By yiveTar 6 pepropds, movhoet T0 ToU pepilopévon AT Sos.
Ahnlich bei Barlaam:?® v 6twolv map” 6Tiodv pepodf morfjoet
70005tov §oov 10 pepilov (Divisor) molhamhacidfov wotioet t6 pept-
Copevov. Den engen Zusammenhang von Division und fortgesetz-
ter Addition (Multiplikation) sehen wir auch bei dem Gebrauch
der multiplikativen Zahladverbien in Divisionswendungen (z. B.
Sty téuvew) sowie bei dem Terminus wapafBors, den wir als Fach-
wort der Multiplikation oben gesehen haben. Da die geometrische

Siehe oben S. 399.
Diophant II S. 11.

1
3 Barlaam II. Buch Satz 29,
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Idee des Rechtecks zugrunde liegt (mapafdriery = langsseits
legen, nebeneinander aufschichten, dann vergleichen), so ist scine
Verwendung auch als Terminus fiir die additiv ausgefiihrte Di-
vision verstindlich. Der schon mehrfach herangezogene Pariser
Codex schreibt hieriiber:? xodetrar 8¢ (ndmlich die Division)
Taptk Tolg YewpETouls TopuBoA? ywelov © To yap Soddy ywelov mopo-
Barhetou, ofov, el TOyo0L, 70 T&Y p p(= povadwv) wapd Twva, Oréou
Tov E dotdpdy, xol moler Tov % dptdudy mhdTog yvbpeavoy Tol ywplov
Fiv 8 6 % 6 Emlyrodpevog dg xal ebpyyron #dm. Sua yorp TodvToU & pepto-
©og TAVTEABS AvEQPIVIT,.

: Nebenstehende Figur machtdenVorgang klar.
I — Gibt man der Fliache 100 die eine Seite 5, dann
—— ist nach dem Nebeneinanderlegen der 20 Fli-
chenstreifen zu je 5 X1 FL-E. die ganze Fliache
iiberdeckt, so daB die Breite (whdroc) das Ergeb-
nis der Division 100:5 darstellt.

Das Nebeneinanderlegen einer Gréfe, bis die
— andere gegebene Grofe erreicht ist, und das
Vergleichen der beiden ist ja gerade ein ,,Aus-
messen’’, das wir als Grundidee der Division erkannt haben.

Was unter der griechischen Division zu verstchen ist, die zu
der dgyptischen in Gegensatz gestellt ist, wird rﬁrgends explicite
erklirt. Von Rhabdas erfihrt man nur, dal} die leichten und
einfachen Divisionen in seinen Lehrbriefen vorausgesetzt wer-
den. Fir die schwereren wird dhnlich wie bei der Multiplikation
auf die ,,indische‘‘ Methode verwiesen. Also gab es jedenfalls auch
eine griechische Methode alter Tradition, die in den einfacheren
Beispielen zutage treten muf3. Tatsdchlich zeigt z. B. die Aus-
fithrung der Division 72:13,% daB3 das subtraktive Verfahren ver-
wendet wurde. Es heif3t hier: of (= 72), & wope tov 1y (13) pept-
Coueve, ExPdddopey € (= mevrantg) adtdv xal pévovsty { (= 7)
%.7.h. Da auch wir 5. 13 von 72 abzichen, so scheint mir der von
Rhabdas genannte Vorteil der indischen Methode im wesent-
lichen in der Ausniitzung der Positionsschreibung und in der Ein-
fithrung des in den Hauptpunkten auch heute noch verwendeten
Schemas zu bestehen. Denn die 3 Grundgedanken, nimlich

! Diophant II S. 11.
2 Tannery, M. sc. IV S. 148,

Breite 20
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1. Vergleich von Dividend und Divisor und dadurch Bestim-
mung des Teilquotienten,
2. Multiplikation von Divisor und Teilquotient,
3. Subtraktion des Teilproduktes vom Dividenden,
waren auch fiir die griechische Division dieselben. So zeigt es
auch das grofiere — allerdings im sexagesimalen Bruchrechnen
ausgefithrte — Beispiel, das uns in dem Ptolemaioskommentar des
Theon von Alexandria erhalten ist.! In ihm wird 1515°0" 15"
durch 25%12"10" dividiert. Der Text heillt: Z670 %ol dvdmai So-
Yévro dprdpdv pepioor mopd e polpag (bei Halma polpac, desgl.
viele Drucknachlissigkeiten) xoi wp@dto xal debrepo €5nxocTta.
"Eotew 6 dodels dptduds,agie «1e”, nol déov Eotw peplont adrov ént
Tov e B V7, ToutéaTy ehpsly mosduig Eotiv 6 we 1 V) vt aqpen €L
Die ohne Schema nur im fortlaufenden Text durchgefiithrte Be-
rechnung entspricht folgenden Einzeloperationen:

1515°20'15" :25%12 10" = 60°7"33""
—1500 (= 60°.259)

15° = goo’
4+ 20
—920'
— 720" (= 60°. 12")
200’
— 10 (=60°.10")
190
—175 (= 7 -259
15" = goo”
+ 15”
915"
— 847 (=7 12)
— 831"
— 707 (=710
829'" 50"’
— 825" (= 33" - 259
450" = 290"
— 396" (= 33" - 12)

! Theon von Alexandria S. 118 f,
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Hier wird die Rechnung abgebrochen, der Quotient ist also nur
annihernd (,,0¢ &yytota’)60°7' 33" . Eine Multiplikationsprobe bil-
det den Schlul} dieses cinzigartigen Divisionsbeispicles. Das Ver-
fahren beginnt mit dem ersten Abschitzen von Dividend und
Divisor, indem 1515°20" 15" versuchsweise durch 60° geteilt wird
(peptlouey adTév mpdTov maps Tov £). Halma ubersetzt: ,,nous
mettons 60 pour quotient.” Der Text zeigt aber, dall nicht
1515:25 = 60, sondern die Umkehrung 1515:60 = 25 genom-
men wurde. Da 1515:61 = 24 ergibt, ist 61 zu groB. So wird
auch die Wahl von 60 begriindet: éretdfmep 6 mepl Tov & brep-
wimter. Bel den spiteren Abschitzungen heil3t es dhnlich: yivera
& peptopog wepl Tov §, bmepminter yap wepl tov 4. Dann wird der
Reihe nach 60°-25° 60°.12°, 60°.10” vom Dividenden abge-
zogen (xol agorpobuey e&nxovrants Tov xe %l Tov 1 xal €t tov V),
weiterhin der neue Teilquotient 7 ermittelt und das Verfahren
wiederholt. Die bel dieser Division durchgefiithrten 3 Schritte
(Abschidtzen, Multiplizieren, Subtrahieren) sind dieselben wie
in dem genannten Beispiel! bei Rhabdas und entsprechen ge-
nau dem avrieuyxpivery und doorpelv 6caxtg duvatov bei Niko-
machos. Auch Barlaam? spricht es in dhnlicher Weise aus. Er
sagt bei der Division A:B = I':éodng Eveatt exPoielv 76 B ano
765 A tocabTar poigue (= Einheiten) xelchwoayv ev 76 I

Sonst ist in der mathematischen Literatur wenig iiber die Aus-
fithrung der Division zu erfahren. Wo solche auftreten, ist meist
das Resultat sofort angegeben, so daf3 sich nicht sagen 1}, ob
ein additives oder subtraktives Verfahren eingeschlagen wurde.

Haufig wurde auch aus der Division eine Bruchrechnung ge-
macht. Statt 40 durch 8 zu dividieren heiBt es® Mxf¢ tév @ 70
&vdoov. Besonders zahlreich sind die Beispiele aus dem Papyrus
Akhmim. In Nr.gsteht fiirg 1/3:11 7év 8+ 76 1e/’. Das Resultat
wird sofort mit den Worten é¢ elvon v xf" E¢’" (= 1/3, 1/22, 1/66)
angegeben. Dall umfangreiche Tabellen fir diesen Zweck zur
Verfilgung standen, zeigt die hiufige Bemerkung év mola $7p0
= in welcher Tabelle kommt die zu teilende Zahl vor? In Auf-

1 Siehe S. g02.

2 Barlaam II. Buch Satz 38. Ahnlich bei Maximos Planudes (S. 19):
ToGHxg & EAdTTew dmd Tl petlovog dpatpelodur SbvaTat.

3 Heron IV S. 210. '
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gabe Nr. 18 soll 1/187 von 6 1/15 1/40 ausgerechnet werden. Aus
einer Tafel wird 1/15 1/40 als 1/120 von 11 entnommen. Bel der
weiteren Ausfithrung werden die Ganzen auf den ,,Hauptnenner*
gebracht, so dal3 das Problem der Bruchrechnung zuzuweisen
ist.1

Aus dem geschilderten gesamten Quellenbefund halte ich es
fur gesichert, dall man unter der im Charmidesscholion genannten
griechischen Divisionsmethode — im Gegensatz zu der additiv
durchgefiihrtenigyptischen — das mit der Subtraktion arbei-
tende Verfahren zu verstehen hat. Bei der Bildung der Teil-
produkte und woh! auch beim Abschitzen standen, soweit das
Kopfrechnen nicht ausreichte, Einmaleinstabellen und vielleicht
auch der Abakus zur Erledigung der Nebenrechnungen zur Ver-
fiigung.

Zusammenstellung der Fachwoérter.

Sie nehmen meist Bezug auf das Vergleichen, das gegenseitige
Verhalten. Weitere Ausdriicke verwenden den Begriff des Teilens
= Auscinandernchmens, oder sic sind auf geometrischer Grund-
lage aufgebaut.

Division:  pétpners, oyéois (vgl. Adyos), moapafory, weptoude,
Dividieren: petpsziv, petesiv vmd (z. B. tetpadoc), Jewosiv xal
¢ ) )

!

Yewpely, avriovyxplvety, mapaBdihety TL mpbde T, elvat
&v, pepilety v mopa T, wpbde, ént (Akk.), éri (Dativ),
b ~ 7 3 ’ 3 ~

elg; dwnpely mapd, elg, mpos; elg n-tel woetv (z. B.
ERdope) Tov peptopty, Aaplavey 10 T, yoptletv e
nur iz:n etz m.

-
;-1
.

s,

Halbieren: 8téyew diya, Satpelv péoov, duydlew.

Dividend: 6 uepilipevos dptdpdg, t6 peptlopevov.

Divisor: 6 gpudpic Tl peplopol, 6 aptdpdg wop’ v 6 peptopls
vivetat, 6 peptoubs, o pepllov.

Quotient:  pétpov, ©0 mrhixov, peptopds, 6 Ex tob peptopod, 6 drd
Tob peptapod, 6 amolalvev dotdpog Ex Tol peplouod,

’ . ’ € 3 : .

pepos, durch yivetor oder @g etvar eingeleitet.

1 Siche unten S. 433.

9

pids
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Die Bruchrechnung.
Allgemeiner Uberblick.

Bei der Behandlung der Division war oben schon angedeutet
worden, daB3 eine Teilung, die nicht ohne Rest aufgeht, auf den
Begriff des Bruches fithrt. Solche, eine weitere Teilung der Einheit
verlangenden Aufgaben sind schon fiir die frithesten Zeiten anzu-
setzen. Die endgiiltige Erledigung dieses Problemes, die allen
Vélkern viel zu schaffen machte, brachte die erste dem Altertum
vollstindig gelungene Erweiterung des Zahlbegriffes tiber die
bisherige Beschrankung auf die positiven ganzen Zahlen hinaus
mit sich.

Soll eine Groleneinheit, z. B. ein Tag, cine Elle, ein Brot aus
den Bediirfnissen des tiglichen Lebens heraus in eine bestimmte
Anzahl gleicher Teile zerlegt werden, so kann die Aufgabe rech-
nerisch eigentlich schon durch Definition erledigt werden, indem
man fiir diesen Teil eine eindeutige Bezcichnung schafft, also
einen Namen festsetzt. So entstchen die MaBuntereinheiten.
Durch diese gestaltet sich die Lésung des in Frage stchenden
Problems (Teilung des Kleineren durch das GréBere) sehr ein-
fach. Da namlich der benannte Dividend 1 jetzt in kicinere Unter-
einheiten zerlegt ist, ist eine gewohnliche Division des GréBeren
durch das Kleinere entstanden,® die in einfachen Fillen ohne
Rest (oder unter Vernachlissigung des Restes) aufgeht, beson-
ders wenn ein praktisches Verhiltnis zwischen Einheit und Unter-
einheit gewihlt wurde.2 Das Umrechnen der Maf3einheiten beruht
auf der grundlegenden Idee der Relativitdt zwischen Einheit
und Vietheit, die sich fiir die babylonische, dgyptische und grie-
chische® Mathematik quellenmiBig nachweisen 1d8t. Durch sie
wird die Rechnung mit den Teilen zu ciner Rechnung mit ganzen
Zahlen einer anderen Grofenordnung.

Eine Ubertragung derselben Denkvorginge auf unbenannte
Zahlen gibt dem Rechner das Mittel an die Hand, in analoger

1 Maximos Planudes sagt S.17: érel & pepildpevog petlow elvar deeiret
705 wup’ Gv peptiletot.

2 Die hauptsichlichsten Reduktionszahlen waren 2, 4, 8 usw., dann 10,
100 usw., 6, 12, 60 usw. Auch 7 kam vor (bei den Agyptern).

3 Theon v. Smyrna S. 18, Zur ,,Relativitit* s, Vogel 2, S. 8 ff.
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Weise Untereinheiten einzufithren, die allerdings nicht wie bei
den Mallen normiert sind, sondern der jeweils vorliegenden Rech-
nung angepalit werden. Es ist zu erwarten, dall in dem Namen
cines solchen Teiles die Anzahl der Teile sowie der Hinweis auf
die Entstechung (Durchfithrung einer Teilung) zum Ausdruck
kommt. Der grundlegende Bruch 1/n, den wir als Stammbruch
bezeichnen (Zihler 1 und Nenner n) hei3t bei den Griechen pépog,
poptov oder vorerst auch potpe. Er bildet den Triger der gesamten
Bruchrechnung. T6 téraptov (sc. pépog) entspricht unserer Wort-
bildung das Viertel (= der vierte Teil).

Das Rechnen mit Briichen verdankt so scine Entwicklung
hauptsichlich dem Rechnen mit MalBuntereinheiten. Ein schénes
Beispiel fiir den Ubergang von konkreten Briichen (TeilmaBen)
zu den abstrakten zeigt die babylonische und die romische Mathe-
matik, wo die urspriinglichen ,,Gewichtsbriiche auch auf die
Teile anderer GroBen tibertragen werden.?

Handelte es sich nicht um die Teilung einer Einheit, sondern
waren mchrere Gegenstinde zu verteilen, die vielleicht bei einer
Division als Rest tibrigblieben, so geniigten die Stammbriiche,
um den jedem Empfinger zukommenden Teil festzusetzen. Die
Aufgabe 3:7 wurde so zu der Einheitsteilungsrechnung 1:7 4
1:7-41:7. Das Ergebnis war dann 1/7 + 1/7 4 1/7 = drei Sieb-
tel, in unserer Symbolik als allgemeiner Bruch 3/7 geschrieben.

Die einzelnen Kulturvélker erledigten das Bruchproblem in
verschiedener Weise. Die Babylonier verwendeten im Anschluf3
an den Aufbau ihres MaB- und Zahlensystems Sexagesimal-
briiche, die vieles mit unseren Dezimalbriichen gemeinsam haben
und die heute noch in unseren Zeit- und WinkelmaBen (Minute
und Sekunde: [primae] minutae [partes] und secundae [partes])
fortleben. Die Rémer gebrauchten die unbeholfenen Zwélfer-
teile der Asrechnung. Die Agypter verstanden es meisterhaft,
die bei solchen Divisionen des Kleineren durch das GroBere sich
ergebenden Summen gleicher Stammbriiche in eine nach ab-
nchmenden Stammbriichen geordnete Reihe ungleicher Stamm-
briiche zu verwandeln. Der Grund, warum eine Darstellung wie
z.B.7/1zals1/13 +1/134+1/13 4+ 1/13 4+ 1/13 + 1/13 + 1/13 (die

! Thureau-Dangin I Kap., tiber die romische Asrechnung s. auch
Vogel 2, S. 22,

28
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gelegentlich auch vorkommt) zugunsten der Form 1/2 + 1/26 zu-
ricktreten muBte, scheint neben der noch unentwickelten graphi-
schen Symbolik die beabsichtigte Ubersichtlichkeit und Ab-
schiitzbarkeit des Resultates gewesen zu sein. Fir eine solche
Darstellung muBte man 2/13 als Summe verschiedener abneh-
mender Stammbriiche zerlegen konnen. Zur Erleichterung sol-
cher Rechnungen wurden Tabellen ausgearbeitet, deren ilteste
die berithmte 2/n-Tabelle des Papyrus Rhind ist, in der alle diesc
Zerlegungen fiir ungerades n = 3 bis n = 101 aufgefiihrt waren.
Wie man die vorliegenden Zerlegungen erhielt, die mit der Zeit
als Norm unter der Menge aller moglichen Zerlegungen bevor-
zugt wurden, steht nicht vollstindig fest.! Doch scheint dabei der
Begriff des Komplementbruches, dessen Bedeutung fiir das
Altertum Sethe? eingehend untersucht hat, eine wesentliche
Rolle gespielt zu haben. Zu 1/7 ist 6/7 der Komplementbruch, zu
1/n gehort (n—1)/n. Da 1 = 7/8 4 1/8 ist, ist 1/7 = 1/7 von
7/8 -+ 1/7 von 1/8 oder 1/8 4- 1/56; 2/7 ist demnach 1/4 + 1/28,
wie es auch tatsichlich in der Rhind-Tabelle steht und auch spi-
ter in dgyptischen und griechischen Beispielen vorkommt. Dies
ist ein Zeichen dafiir, daB3 die Agypter nicht nur in der Stamm-
bruchdarstellung des allgemeinen Bruches, sondern auch in der
Einzelausfiihrung dieser Zerlegungen maBBgebend waren. Hieraus
ergibt sich auch klar, was der Charmidesscholiast unter der
Zerlegung der Briiche versteht, nimlich eben diese Umwandlung
des allgemeinen Bruches 1/n+1/n4-... 4 1/nin die absteigende
Reihe 1/a + 1/b + ... 4+ 1/d (a{b{...d). Eine besondere Eigen-
timlichkeit der dgyptischen und babylonischen Bruchrechnung
ist die Tatsache, daB auch 2/3 (16 diworgov) als Stammbruch gilt.

Die Einfuhrung der Stammbriiche wurde auch dadurch be-
glnstigt, daB die Aufstellung eines Symboles fiir die neuen ,,Zah-
len* besonders einfach war. Ein diakritisches Zeichen geniigte,
oder wie es bei
Diophantheiitgleichnamigen (= épowpov) — Stammbruch
1/n zu machen: Der Agypter schrieb iiber der Zahl die Hiero-
glyphe ro = Teil (o, hieratisch zusammengezogen zu @). Bei
den Griechen wurden ganze Zahlen und Briiche unterschieden

um aus der ganzen Zahl n den dazugehérenden

! Siehe Vogel 2, S. 173.
2 Siehe Sethe S. 103ff. und Vogel 2,.5. 178 ff.
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entweder als n () und n’ (") oder als n” und n”. Auch andere
Darstellungsformen kommen vor, wobei aber zu beachten ist,
da3 die Abschriften der Klassiker der Mathematik erst aus einer
so spéten Zeit stammen, daf3 ein Beweis fiir die frither geltende
Schreibung sich fast nur auf die erhaltenen Papyri stiitzen kann.
Hier findet sich neben der Stammbruchschreibung aber auch
schon sehr frith die Schreibung als allgemeiner Bruch (z. B.

7
6

stindig aber die Stammbruchform wihrend der ganzen Lebens-
dauer der griechischen Mathematik nicht zu verdringen vermag.

Wenn bei den lberlieferten Beispielen allgemeine Briiche we-
nig auftreten, sondern meist nur die ihnen dquivalenten Stamm-
bruchsummen, so darf dies nicht zu der Ansicht fithren, daB3 der
allgemeine Bruch nicht bekannt gewesen wire. Denn eine
Moéglichkeit, verschiedene ungleichnamige Stammbriiche in einem
logischen Verfahren unter Umgehung des allgemeinen Bruches
zu addieren, gibt es nicht. So muBte bei der Addition von Briichen,
die der Scholiast des Charmides ausdriicklich als ein Aufgaben-
gebiet der Logistik bezeichnet, erst durch Einfithrung eines
»Hauptnenners' das Resultat gefunden werden. Spiter konnte
freilich ein solches wohl durchdachtes Verfahren zu einem me-
chanischen Rezept zurechtgemacht werden, das fiir die Praxis
geniigte; genau so haben auch heutzutage viele, die z. B. die al-
gebraischen Regeln richtig handhaben, keine Ahnung mehr von
den logischen Gedanken, aus denen sie entstanden sind. Daran,
daf3 neben der Stammbruchrechnung auch der allgemeine Bruch
in der griechischen Arithmetik bekannt war, ist kein Zweifel. Seit
Euklid finden sich fiir die beiden Brucharten die Termini pégog
und pégn, als ,,Teil’ und ,,Teile aller GréBen (nicht bloB der
Zahlen) voneinander deutlich unterschieden vor.

Es erhebt sich weiterhin die Frage, ob ecigentlich die Griechen
den Bruch als eine ,,Zahl* auffafiten,! da sie doch sonst nur die
natirlichen (ganzen positiven) Zahlen als solche ancrkannten,
ob sie also den Begriff des abstrakten Bruches hatten. Dazu
ist in erster Linic zu sagen, daBl von einer modernen Definition
als Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechenregeln zu behandeln

6 . . .
= unscr»7), die seit Archimedes an Boden gewinnt, voll-

1 Siehe u. S. 452.
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ist, keine Rede sein kann. Eine solche Definition wird dem Nicht-
mathematiker gar nichts sagen. Fiir diesen ist auch heute wie
damals der allgemeine Bruch wirklich eine natiirliche Zahl, die
nur in einem anderen Bereich abgezdhlt wird, in einem Bereich,
dessen Ausgangseinheit der zugehorige Stammbruch ist. Wollen
wir dagegen einen beliebigen Bruch als eine Zahl in die Zahlen-
reihe einordnen, so miissen wir ihn in einen Dezimalbruch ver-
wandeln oder ihn als Punkt in die Zahlenreihe zwischen die gan-
zen Zahlen stellen und dadurch geometrisch festhalten; in ihn-
licher Weise sind auch die irrationalen Zahlen leicht faBbar. Uber-
tragen wir aber die fir die ganzen Zahlen entwickelten Rechen-
methoden auf Briiche, multiplizieren wir also z. B. 6 mit dem
Multiplikator 5/7, wihrend doch eigentlich nur die Anzahl der
bei der Multiplikation vorkommenden gleichen Summanden
durch eine ganze Zahl angegeben werden kann, dann ist aus dem
Bruch eine abstrakte Zahl geworden. Wenn in gleicher Weise der
Grieche seine Rechenoperationen auf die Briiche tbertrigt und

1. . o p .
z. B. ; einhalbmal nimmt (fuiedxis fpieu), so bezeugt dies be-

reits das Vorhandensein des abstrakten Bruches.

Eine eigenartige Wandlung im Gebrauch der Briiche ist her-
vorzuheben. Wihrend sich in der ,,vorwissenschaftlichen’ Zeit
das Rechnen mit Briichen fiir die Zwecke des tdglichen Lebens
entwickelte, wofiir sie auch stindig in Gebrauch blieben, ist ein
solches in der wissenschaftlichen Mathematik, z. B. in den Ele-
menten des Euklid, vollstindig ausgeschaltet, so dal} sogar die
Ansicht entstehen konnte, die Griechen hitten Briiche iiberhaupt
nicht gekannt. Es ist richtig, daB in den wissenschaftlichen Wer-
ken die Briiche moglichst ferngehalten wurden, einmal da — wie
es Junge! ausdriickte — die Vornehmbheit der ganzen Zahlen ein
philosophisch begriindeter Glaubenssatz war, aber auch wohl
hauptsichlich deshalb, weil gleich mit dem Auftreten des Irratio-
nalen (z. B. im Verhiltnis von Quadratseite und Diagonale) sich
die Unméglichkeit zeigte, diese neuartige Gréfe in ciner wie bis-
her exakten Weise zahlenmiBig zu erfassen. Dies fithrte zu einer
Bevorzugung der A4you (Zahlenverhiltnisse), die einen Ersatz fir
den allgemeinen Bruch boten und deren Verwendung durch dic

1 Junge 2, S. 253.
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geniale Eudoxische Verhiltnislehre auch auf das Irrationale
ausgedehnt wurde. Hand in Hand damit ging die vorldufige Ver-
drangung des rechnerischen, d.h. logistischen Elementes aus und
ein Hervortreten der geometrischen Arithmetik in der wissen-
schaftlichen Mathematik. Die Briiche selbst horten aber niemals
auf, nur blieb ithre Anwendung auf die Logistik beschrinkt. Was
in der Praxis des Rechnens der Bruch 5/6 war (ta wévre pépy sc.
von 6 bzw. 7o wévte Ty EE wepdv), figuriert in der Wissenschaft
als ein Omempepys Abyog bzw. dptduds 5: 6. So war auch z. B. in
dem gmpdprog hdyog 1 1/3 vier gegeniiber drei der éxitpitog dptdpis.
Schon die Namen sowie die von den Theoretikern gegebenen Defi-
nitionen zeigen, dafl man letzten Endes doch an das Zerlegen einer
ganzen Zahl und an das zugehorige pépiov bzw. die zugehorigen
uépn dachte, was wieder die Kenntnis des Bruches und den grund-
legenden Gedanken der Relativitit von Einheit und Vielheit zur
Voraussetzung hatte. Im Gbrigen hat auch der Logos seinen Zah-
lenwert, seine mosdtrg bzw. mRhxdTyg,t woraus seine Verwandt-
schaft mit einem Bruch hervorgeht.

Mit Archimedes, also gar nicht so lange nach Euklid,

1 Urspriinglich scheint man einen klaren Unterschied zwischen dem ,,Wie-
vielsein® (mosdtrc) und dem ,,WiegroBsein® (mqixétng) gemacht zu haben.
Die mosétng bedeutet die Menge (m2#%0c), die Quantitit, den Zahlenwert
einer ganzen Zahl oder eines rationalen Verhiltnisses. Da, wie wir sehen
werden, die Logoi in engster Beziehung stehen zu den Briichen, so ist es
nicht verwunderlich, wenn bei Heron (z. B. IV S. 256) auch der Bruch
4 4/5 eine moocdétre hat. Demgegeniiber bezieht sich die umfassendere =7-
nrdtng auf das nicht immer rationale Verhiltnis von Grofen (peyédn) oder
auf diese GroBen selbst. Der Fuf}, die Elle, die Strecke haben eine mniwéwys
(z. B.Heron IV S. 116), Euklid spricht im Buch V Def. 3 von dem Ver-
hiltnis zweier Grofen (Mdyoc Eoti 300 peyedav Opoyevdy 1) ®atd THAMXGTHTE ROl
6yéatc; vgl. das Scholion Euklid V' S. 285: mriwébeng yop wépug 700 dneipon
cuveyolc xal mocdTrg To0 Srwptopévou). So duBert sich auch Proklos (S. 33)
und Iamblichos (2, S. 30), daf} zu der Arithmetik das wésov, zur Geometrie
das wriixov gehore. Spiter wurde dann dieser terminologische Unterschied
nicht mehr aufrechterhalten. Eutokios gibt dem Logos einen Zahlenwert,
der bei thm nicht mehr mooétqg, sondern wraxbrrg heilt. — In anderer Be-
deutung findet sich bei Barlaam manchmal (Buch II, Satz 13) die Wen-
dung méoov xal fAixov, wobel unter méoov das Wieviel, der Zahlenwert des
Bruches, niimlich der Zihler, und unter fiixov die Grde des Bruchteils, also
der Nenner, verstanden wird. Sonst spricht aber auch er von dem Zahlenwert
(madndbTng) des Logos (Buch V Def. 1; siehe S. 450ff.).
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tritt wieder eine Wandlung ecin. Wie der gréfite Mathematiker
des Altertums sich nicht scheute, mit dem ,,vorwissenschaftlichen‘’
mathematischen Experiment! oder mit Approximationen fir
die irrationalen Quadratwurzeln zu arbeiten, so hat er auch
die bei den Philosophen bisher verpénte Logistik in den Be-
reich der Wissenschaft gezogen und wieder die allgemeinen
Briiche verwendet. Etwa seit dieser Zeit ist auch eine neue Sym-
bolik in der Darstellung des allgemeinen Bruches durch senk-
rechte Anordnung von Nenner iiber Zihler nachweisbar. Freilich
wird spiter wieder unter dem Einfluf3 der neupythagoreischen
Philosophie neben der geometrischen Arithmetik die Logosrech-
nung in den Vordergrund gestellt, in dem sie bis zum Ende der
griechischen mathematischen Literatur und weiterhin in der
abendlindischen Mathematik bleibt. So verwendet der Barlaam,
der am Abschluf3 der griechischen Mathematik steht, noch aus-
giebig die Logoi, fir die er alle notwendigen Rechenregeln
aufstellt. Und doch ist bei ihm, z. B. in den Kapiteln Giber die
Briiche (die unter Verwendung von Verhiltnisgleichungen be-
handelt werden) an allen Ecken und Enden deutlich zu sehen,
daf} er doch eigentlich an die Briiche denkt und das Rechnen mit
ihnen beherrscht. Besonders mul} hervorgehoben werden, dal
fir ihn jeder Adyoc einen Zahlenwert hat, der durch Division be-
rechnet wird, wodurch allein schon der innere Zusammenhang
mit dem Bruch hergestellt ist.

Im folgenden sollen die Briiche in den verschiedenen Perioden
der griechischen Mathematik untersucht und die Beweise fiir dic
aufgestellten Behauptungen erbracht, die einschligigen Termini
aufgezeigt sowie die quellenmiaBig nachweisbaren Methoden der
Bruchrechnung behandelt werden.

Der Stammbruch.

Der hauptsichliche Terminus fiir den Stammbruch, den
Trager der gesamten Bruchrechnung, ist pépog, also ,,Teil*
schlechthin; er muf} in dem Ganzen ohne Rest aufgehen, wic es

1 Siehe seine Ausfihrungen in der Methodenlehre (godog), Archimedes
II'S. 426 ff.
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die oben gegebene! klassische Definition von Euklid schon aus-
spricht, die sich durch die ganze griechische und mittelalterliche
Mathematik hindurch verfolgen 146t. Noch Barlaam setzt den
Satz als Definition 1 an den Anfang des 1. Buches seiner Logi-
stik, das von der Addition und Subtraktion der Briiche handelt.
Ein aus der Verhiltnislehre Ubernommener Ausdruck fiir den
Stammbruch ist das dmomohharidotoy, das ,,Untervielfache, das
sowohl im Ganzen wie im Vielfachen enthalten sein muf3. Té wok-
ramhaatov peptlopevoy mopa T6 dmomolhamhdatov poipug (hier =
Ganze) wotet sagt Barlaam im Satz 34 des 2. Buches. Ein Syno-
nym zu pépos ist wéprov.? Besondere Bezeichnungen existieren
noch fur den Stammbruch mit geradem oder ungeradem Nenner
(pépos dprrevupoy und weprrravupoy® sowie filr den nach der ent-
sprechenden ganzen Zahl benannten Stammbruch. So gehort zu
7 das pépog duavupoy (auch mopmwpov) 1/7. Barlaam definiert:*
TV pépog Tapmvupoy ovopsletar &’ dpetduol Og TooubTag EyeL wove-
dug, GGdnLg adTO 76 pépog natawetoel 16 6hov; da 7 sicben Einheiten
hat, geht 1/7 in 1 sicbenmal, also ist 1/7 das zu 7 wepavopoy uépos.
Schon Diophant verwendet diese Bezeichnung auch in bezug
auf die Unbekannten und ihre Potenzen. Er sagt:® domep 3t wav
apthpdv te opdvone phpte mapopolws xahettar Tolg dptduols, Tl
wev Tolo 70 Tpltov, Tob 8% wéoowpr TO TéTwpTov, 0lTwg nal TGV VIV
enovopaseviov dotdudv ¢ dudvupa whole xhgdfoetur mapouwolng
Tolg aptdpoais” tol pév dptdpol (x), 70 dptduoctov (i), g 3 Suvdyems
(%), 76 Suvapoatdy, (10) PN
=

Eine iltere Bezeichnung fiir ,,Teil’ und ,,Stammbruch’’ ist
poipo. Es heifit z. B. bei Homer:® wapgynrey 8¢ mhéev v tév
3o porpdev, Tprrarn 8 €t wolpe Mhewwron d. h. 2 Teile (= 2/3) der
Nacht sind vorbei, der dritte Teil bleibt noch {ibrig. Barlaam
gibt eine Definition der potpa: mavtdg dplopévon peyédovg mporTy

! Siehe oben S. 398.

* Bei Diophant I S.6; bei Barlaam, bei Rhabdas. Uber ein verloren-
gegangenes Buch liber die Briiche (v& Mogtxotiza) siche Diophant II 5. 72.

¥ Barlaam I. Buch, Def.5 u. 6.

! Ebenda I. Buch Def. 3.

® Diophant I S. 6.

" Homer K 253 f.



414 Kurt Vogel

eic loa 6oadnmoToby Sraipeats, els potpag Méyerar eivae.! Dabei ist ein
wichtiger Bedeutungswandel eingetreten; denn diese polpat, die
hauptsichlich als Teile der Peripherie oder des Durchmessers
(bei Ptolemaios auch tpfuate®) auftreten, werden namlich far
die weitere Einteilung als Einheiten (unsere ,,Grade’’) aufgefalt,
wie es in der Fortsetzung der Barlaamschen Definition zum
Ausdruck kommt: xal & pév amidde ol Bhov, THY Lolpoy XoAé:
wéen 3t nol pépos ta Thg polpag, # TO T¥¢ polpas. Also die Einheit
heillt jetzt potpe, der allgemeine Bruch und der Stammbruch
sind die Teile oder derTeil der potpe. Hier ist deutlich die Rela-
tivitit zwischen Einheit und Vielheit sichtbar, die schon bei dem
ersten Auftreten logischer Unterteilungen in Erscheinung trat
und die erst das Rechnen mit Briichen ermoglichte.

Die griechischen Namen fiir die einzelnen Stammbriiche wer-
den wie im Deutschen unter Verwendung der Ordnungszahl-
worter gebildet, wenigstens vom Nenner 3 aufwirts. Das Wort
fiir 1/,, das auch sonst eine Sonderrolle spielt, ist dltestes Sprach-
gut (#prou = sémi = ahd. simi). Die Bezeichnung <6 <pizov
uéoog, 70 Téraptov pépog oder to teTupTrpbpovd zeigen an, dall das
Ganze in 3, 4 usw. Teile eingeteilt ist. Diese Abzihlung durch dic
Ordinalia ist fiir den Aufbau einer Bruchrechnung von aus-
schlaggebender Bedeutung. Wenn 1/4 als der vierte Teil bezeich-
net wird, so miissen 3 andere vorhergehen, das Viertel mul3 also
das letzte in einer Gruppe von 4 gleichartigen Gliedern sein.
Wird nun dieses Viertel von der Einheit 1 genommen, so ist offen-
sichtlich, daB3 eben diese 1 in eine Vielheit von 4 Untereinheiten
geteilt wird, deren GréBe man dadurch bezeichnet, dall maneine,
und zwar die letzte der vier nennt. Ein Viertel ist also urspriing-
lich der letzte von 4, cin Finftel der letzte von 5 Teilen usw. Hier-
aus erklirt sich einmal die hervorragende Rolle, die der Stamm-
bruch im ganzen Altertum spielt. Weiterhin ergibt sich aber auch,
dal} die dem Stammbruch 1/n vorhergehenden (n—1) Teile zu-
sammengehéren; sie bilden den zum Stammbruch gehérenden
Komplementbruch, der jenen zu der Einheit erginzt. Der
sprachliche Befund, der besonders fur dic dgyptische Mathe-

1 Barlaam Il Buch, Def. 1.
2 Ptolemaios I S. 31.
8 Aristarch S. 352.
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matik von Sethe! eingehend klargelegt wurde, bestitigt dies
alles einwandfrei. Hervorzuheben wire nur noch, daf3 auch fiir
die babylonische Mathematik dasselbe gilt. Auch hier ist z. B.
igi —-6- gala der Teil,? der die Gesamtheit der 6 Teile ,,vollmacht*.
Die Bezeichnung 2 Drittel ist also urspriinglich sinnlos, da unter
3 GréBen nur eine die letzte, die dritte sein kann. Erst als man
den Stammbruch als eine kleinere Einheit und somit als Anfang
ciner neuen Reihe von natrlichen Zahlen einer kieineren Ord-
nung auffaBte, hat sich aus der naturgegebenen Stammbruch-
rechnung, die nur Stammbriiche und Komplementbriiche kannte
und ausdriicken konnte, die umfassendere Rechnung mit all-
gemeinen Briichen entwickelt.

Bei der schriftlichen Wiedergabe der Stammbriiche wird ur-
spriinglich der vollstindige Name in Worten gegeben. 1/100 ist
bei Archimedes® 16 éxatostov pépog, 1/200 = Suaxoctostov é-
oz, dann auch ohne pépog:1/3 = 76 Tpitov, 1/42 = 76 tecoupa-
rocthduov. Diese umstindliche Schreibung wird durch Verwen-
dung der Buchstabenziffern vereinfacht, denen noch bei Dio-
phant die grammatikalischen Endungen angehingt werden. So
Ist 1/3 = 76 ¥ uépos oder nur 7o v”. Am hiufigsten findet sich
aber zur Stammbruchbezeichnung der Strichindex: 1/3 =+,
1/4 = &' (schon seit Archimedes). Diophant gebraucht auch
das Zeichen % . Er schreibt:* &Ze. 8¢ éxactov adtdv (sc. puepbv) éni
76 700 Hpwvipou getdpod enueiov ypappny 7 Steetéhhovsay 76 eldoc.
Also 1/3 = v7, 1/16 = 1c7.5 Auch die Schreibung mit einem
Doppelindex (¢ = 1/7, %" = 1/9) kommt vor, aber erst seit dem
Auftreten der allgemeinen Briiche. Hier blieb der Gebrauch des
einfachen Index fiir die Zihler vorbehalten, wodurch diese als
ganze Zahlen erscheinen, was sie ja auch - allerdings in ecinem
anderen Bereich - tatsichlich sind.

Auch sonst sind die Briiche in Gegensatz gestellt zu den ganzen
Zahlen, die 624xknp0c® und céog (Gpduds) heilen.” Andere Wen-

Sethe S. 91 ff.
Thureau-Dangin S. 27.
Archimedes I1 S, 230.

Diophant I S. 0.

® Ebenda I S. 300, 164. Auch i-z 57, ;ﬂ =AY 7 (IS, 160, 380).
% Diophant IS. 306 und Apollonios (Eutokios) 11, S. 218.

” Rhabdas S.148.

1
a
3
1
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dungen sind: dptdpodc mAhpne nal woptov, wolpar xal Aewta,! wo-
vadeg %ol Aemwta.? Dieser Gegensatz kommt auch deutlich bei der
Verwendung der Zahlensymbole zum Ausdruck, z. B.:

A =yY =31/3

Y9 =31/9
g8’ =61/4
g = =7351fs

7ove”’ =81/156

Fiir den speziellen Stammbruch 1/2 existiert eine Reihe von
Sigeln; hauptsichlich wird verwendet: £3 und £’% oder .7}
dann aber auch:

¢’ (halbe Obole?)
DIG
7

7I

gs
@ ?

Bei Diophant wird 1/2 auch wie die allgemeinen Briche,
niamlich als &’  dargestellt.

Der allgemeine Bruch.

Unser allgemeiner Bruch m/n wird, wenn wir von der mathe-
matischen Definition (Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechen-
regeln verkniipft ist) absehen, in doppelter Weise definiert. Ein-
mal als das m-fache des Stammbruches 1/n und dann als m:n,

—

was aus der ersten Erklarung hervorgeht; denn (11 +51 +,31\_ o

+i):n=l/£+1,/2+lﬁ£‘+---+1,/£‘= m -+ 1/n. So ist es auch

m 1 2 3 m

bei den Griechen. Der allgemeine Bruch ist einmal eine Summe
g

gleicher Stammbriche (also m - 1/n), wenn es heillt: 6 &x cuv-

Archimedes III S. 260.
Heron IV S, 236.

Michig, Pap. 621, S, 329.
Diophant IT S. XLIII; Ar-
chimedes I, S.242. .

Heron V S. CXXII.
Hultsch I S.173.
Nesselmann S.112.
Rhabdas 5. 148.
Diophant II 5, XLIIIL

G e w
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ovhpmy 6660v3nTeTody popley cuyxreiwevov. An anderer Stelle® wird
das Ergebnis der Subtraktion 2/3 — (1/9 + 1/11) als =&v pc <o
6%’ (= 1/99 von 46) bezeichnet; hier ist also der allgemeine Bruch
46/99 als das Resultat der Division 46:99 aufgefal3t, was fiir die
Zcit der reinen Stammbruchrechnung noch die Zerlegung in eine
Stammbruchreihe verlangte. Dagegen ist z. B. 3/5 als ~pto mépnto
bei Archimedes® bereits der wirkliche allgemeine Bruch, in
dem der ,,Zihler" 3 eine ganze Zahl vorstellt, mit der Objekte
eines anderen Bereiches, die Finftel, abgezihlt werden. Wenn
man meist noch die Darstellung in einer abnehmenden Stamm-
bruchreihe verlangte, eben die im Charmidesscholion genannte
Swripestg Tév poplewv, so hat das seinen Grund in dem Wunsche,
sich cine gute Vorstellung von dem Wert des Ergebnisses zu ver-
schaffen. Auch uns sagt die Stammbruchsumme 1/10 + 8/100
<4~ 7/1000 + 5/10 000 = 0,1875 mehr als der allgemeine Bruch
3/16, fur dessen Vorstellung man auch erst an die Entstchung
aus einer Teilung durch 16 und an die an einem solchen Teil
vorgenommene Multiplikation mit 3 wird denken miissen. Die
hierdurch erreichte Abschitzbarkeit* und Ubersichtlichkeit ist
wohl ein Hauptgrund - neben der naturgemidfBen Entwicklung -
dafiir, daB sich die Stammbruchdarstellung so hartnédckig erhalten
hat, als lingst schon der allgemeine Bruch geschaffen war.®

Daf} das Vielfache eines Stammbruches identisch ist mit einer
Division, deren Ergebnis der zugehorige allgemeine Bruch (bzw.
cine gemischte Zahl) ist, der seinerseits wieder in eine Stamm-
bruchsumme aufgeldst werden kann, zeigt genau eine Stelle bei
Rhabdas.® Hier steht: zai yivovran goc (576) ERdopa wév EB36umv
(Siebtel von Siebteln) %ycuv tecoupuxootoéwara (49tel) wepile
ol Ta @oc el Ta pF (= 576:49) xal woobot govadug o xal AL pd*
(11 37/49), drwa yivovron pépog povadog ey, B %ol pGc” (= 2/3
1/12 1/196). Dal} der allgemeine Bruch nicht erst eine byzanti-

! Barlaam I. Buch, Satz 7.

? Papyrus Akhmim, Aufg. Nr. 7.

3 Archimedes II S. 192.

. . R 100 N a5 s LB
Z.B.ArchimedesIlI S.236: 1—(2 +4+04)_04 It

5 Siche Vogel 2, S. 181 ff.

% Rhabdas S. 120.
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nische Errungenschaft ist, beweist die Stelle bei Archimedes.
Auch Pappos, der sonst die Briiche meist mit den Aéyor um-
schreibt, driickt 2/5 und 4/3 eines rechten Winkels als allgemeine
Briiche aus. Es heillt da:! ] yovia Sbo méuntwv dpdic und éxatépn
76y 910 ETA EAT teacdpnv mépmtov dpdije éotiv.

Nach der schon mehrfach genannten Definition von Euklid
wird eine GroBe (bei Nikomachos auch eine Zahl) dann pépy
(Teile) einer anderen genannt, wenn sie in dieser nicht enthalten
ist. Dabei wird im allgemeinen kein Unterschied gemacht zwi-
schen pépn a) als Summe verschieden benannter Stammbriiche,
z. B. 1/3 + 1/135, und b) als Summe gleichartiger Stammbriiche,
z. B. 1/5 + 1/5 = 2/5. Mépy ist also nach b) Terminus des all-
gemeinen Bruches, in den ja die Stammbruchreihe a) verwandelt
werden kann. In beiden Fillen ist pépn die Mehrzahl eines
Stammbruches uépoc. Nur Barlaam unterscheidet genauer.?
Den Fall a) heiBt er érepdvupa pépy, den Fall b) cuvavopa péen.
Unsere aus Ganzen und einem allgemeinen Bruch bestchende
gemischte Zahl ist fiir Rhabdas dpWpol €yovreg pépn povadog
ral wopLa3

Sollte ein allgemeiner Bruch korrekt benannt werden, so muflte
man (bevor man sich an die ursprunglich sinnlose, aber als sym-
bolische Abkiirzung mathematisch gut brauchbare Bezeichnung,
z.B. 2/5 = 2 fiinfte Teile, gewdhnte) entweder die Entstchung des
Bruches selbst schildern oder den allgemeinen Bruch durch addi-
tive, subtraktive oder multiplikative Verkniipfung von Stamm-
briichen, zu denen auch 2/3 gehoérte, darstellen, wie es sich aus
zahlreichen Problemstellungen der dgyptischen und griechischen
Mathematik ergibt. Im Papyrus Rhind bedeutet der Text der
Aufgabe Nr.28: ,,2/3 hinzu, 1/3 hinweg" = (x + 2/3 -x) —
(x +2/3.%)-1/3 unser 5x/3— 5x/9.% Bei Aristarch® wird

Pappos IS. 418,

Barlaam I. Buch, Def. 8 und 9.

Rhabdas S. 124. Auch Jemva heillen die Briiche, z. B. Heron V
S.254. Rhabdas$S. 130, Anonymus 2, S. XIV,

4 Eine Besonderheit der Problemstellung ist, dafl bei allen solchen Auf-
gaben der betreffende Stammbruchteil immer von dem ganzen vorhergehen-
den Ausdruck genommen wird. Diese ,,Schachtelung‘ findet sich auch sonst
in der antiken Mathematik.

5 Aristarch S. 352.

W e =
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29/120 als 1/4 — 1/30 - 1/4 (¥haccov tetopTrpopion 76 10D TeTapTy-
woplou TpLaxoat@) bezeichnet, und in einer noch ausfithrlicheren
Weise beschreibt Archimedes! den allgemeinen Bruch durch die
Angabe seiner Entstehung. Ein Winkel groBer als g9/20 ooo
Rechte heiit hier: petlov %) w8 dpddc Swupedeisas el Suspdpua
7ohtwv 9 pépex oder ein solcher grofer als 1/203: petlwv otiv )
Supedetcas Tég dpdic elg 6 xul ¥ TovTwy Ev uépog, wobei auch wie-
der — wie oben bei Diophant — der Stammbruch als allgemeiner
Bruch mitdem Zihler 1 aufgefalitist. Da Archimedesschon die
{ibertragene Bedeutung des Stammbruches als beliebigen - nicht
mehr nur letzten — Teil der Einheit kennt und daraus cine For-
mulierung fir den allgemeinen Bruch gewinnt, zeigte das ge-
nannte Beispiel 2/5. Andere Wendungen bei Archimedes: <&
Svo mepmtapdore,® an der gleichen Stelle <ple wéprm<a, ferner
10/71 = d¢xa &fdopnrostépova.® Diese mit Worten umschriebene
umstindliche Bezeichnung findet sich noch bei Rhabdas, ein
Zeichen dafir, daB er wirklich alte Tradition vermittelt. Er
schreibt fiir 14/42: Jdexatécoups tecoupuxroctddva, fur 26/5:
népmre 2.t Gerade hier zeigt die Darstellung von 26 als xg, dal
dic Zahler ganze Zahlen sind, mit denen die Fiinftel abgezihlt
werden.

Der nichste Schritt zu einer vereinfachten Darstellung ist er-
erreicht, wenn statt der Zahlwérter auch fiir den Nenner die
Zahlensymbole verwendet werden, wobei der Nenner vor oder
nach dem Zihler stehen kann. Beispiele sind:

Swva=6/4

I

Wy T w7 1
oo ohS L 18342/121

Vxy® = 50/23
T bt = 18/42°
Nachdem hier die Kasusendung als Index dem Zahlensymbol

des Nenners angehiingt ist, ist die Lesung eindeutig; wird da-
gegen nur der Strichindex verwendet, so kénnen leicht Unklar-

1 Archimedes II S. 232.

* Ebenda II S. 192. Aus mépnto wogrx ist bereits mepnrapdpre geworden.
? Ebenda 1 S. 236.

* Rhabdas S. 120 und 124.

® DiophantI, S. 328; 306; 56; Rhabdas S. 1z0.
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heiten entstehen. Man kann 300 wé bei Aristarch?! sowohl als
24-1/45 wie als 2/45 auffassen; Tod bei Archimedes? soll 10/71
bedeuten, kénnte aber gerade so gutals 104-1/71 gelesen werden.
DaB 8 ' 4/13 (und nicht 4 1/13) sowie % o’ 9/11 (und nicht
9 1/11) heiBen soll, kann nur der Zusammenhang ergeben. Noch
groBer wird die Verwirrung, wenn die Querstriche und Strich-
indices fiir Ganze und Briiche nicht unterschieden oder falsch
gesetzt werden. So kommt vor 8 = 1/4,218 = 1/144 v’y = 31/3,
iy = 1/13,5 X' = 1/32.% Hier scheint die unklare Schreibung
mit den beiden Strichen von dem Doppelstrich ** herzuriihren, der
in spiterer Zeit zur Bezeichnung des Nenners verwendet wurde
(s. u.) und der, wie z. B. in dem berthmten Niirnberger Ptole-
maios-Codex aus dem Besitz des Kardinals Bessarion (nach-
malig im Besitz Regiomontans), auch in die Mitte tGber die
Zahl statt als angehiingter Exponent gesetzt wird (z. B. X3 = ag").

Diophant vermeidet Unklarheiten, indem er auch manchmal
den Nenner mit den Worten év popte oder popiov einfiihrt, So z. B.:

47/90 = M pZ &v poplep povddos g»
3x/(x—3) = 57 &v pople 5 AM ¥ '
2xd/(x2 —2)3 = AY AB &v popte 16 dnd AV A MB x0Bo
8/(x* + x) = M7, poptov AVg 5.7

Ebenso heiflt die Gleichung x = 65/12768% bei Diophant: +i-
vezan 6 5 popton fY. M ,B0Ey, . Wird noch weiter abgekiirzt?, wic
bei 3x/(x— 3) = 5y op. 5% A M7, so ist wop geradezu zu einem unse-
rem Bruchstrich entsprechenden Symbol des Nenners geworden.

Wihrend diese eindeutige aber doch umstindliche Schreibung
hauptsichlich beil zusammengesetzten Nennern vorkommt, findet
sich in dem é&ltesten Diophant-Codex aus dem 13. Jahrhundert

Aristarch S. 386,
Archimedes I S. 242.
Papyrus Ayer S. 36.
Berliner Papyrus 11529, Aufg. Nr. 2.
Michigan Papyrus 621, S. 3209.
Tebtunis Papyrus 87, S.391; weiteres hierzu siehe Gerstinger-
Vogel S. 49.
? Diophant I 5. 60, 286, 442, 240.
8 Diophant I S.186.
2 Ebenda I S. 288.

- B TR TR
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eine senkrechte Anordnung des Nenners iiber dem Zihler. Bei-
ued 1878 uTTd

v’ 484 oy’
schon recht vollkommenen Darstellungsform des allgemeinen
Bruches brauchte man nur Zihler und Nenner zu vertauschen,
um die indische Schreibung zu erhalten, aus der dann unter Hin-
zufiigung des Bruchstriches die unsere geworden ist. Tannery,
der in seiner Diophantausgabe konsequent den Bruchstrich
setzt, der seit Leonardo von Pisa im Abendlande nachweis-
bar ist, bemerkt dazu:? De transversa linea inter numeratorem
et denominatorem vix quicquam diiudicari potest. Ad libitum
librarii tum addita tum neglecta videtur, sicut supra numeros
integros. Auch in manchen Aufgaben Herons? findet sich diese
,indische'* Bruchschreibung. Da man aber aus den Codices
nichts iiber die im Original tatsichlich angewandte Form des
Bruches schlieffen kann, wiirden wir iber diesen Punkt im un-
klaren bleiben, wenn nicht ein Papyrus aus dem 1. Jahrhundert
n. Chr. weitere Beispiele brichte.t Den Bruchstrich kennt der
Papyrus aber nicht. Woher dieser stammt, ist nicht bekannt. Ich
halte es fur moglich, daB der Strich Giber dem Zihler nichts an-
deres ist als der Querstrich, der die ganzen Zahlen von den Buch-
staben unterscheidet, was genau dem Wesen des Zihlers als einer
natiirlichen Zahl in einem anderen Bereich entsprechen wirde.
Vielleicht mu3 man auch die Entstehung der neuen Schreibung
aus der Exponentenschreibung in Betracht zichen. Sie ist bei dem
Diophant-Codex A nur einmal® nachzuweisen (15/4 = te9), wih-
rend sie in dem erst von Planudes redigierten Codex stindig
verwendet wird. Eine Verschiebung des ,,Exponenten‘‘ iiber den

?
spiele: 65/9 = &, 58/484 = 1 In dieser

Zihler bewirkt sofort die Form i, die bis auf die Vertauschung

von Nenner und Zihler vollstindig mit unserer Schreibung tiber-

! Ebenda I S. 272, 306.

* Ebenda I1 S. XLV.

® HeronllIIS.46,48u.p.; imKenyon-Pap.1I, Nr. CCLXYV, 4osteht fiir
100 pyen
128 p ’

4 I)

s. Heath 1, I. S. 44.

apyrus Vindobonensis 19 996 (ed. Gerstinger-\"dgel). S.s1f.
® Diophant I S.78; II S. XLIV.
29
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einstimmt. Nétig war der Bruchstrich nicht unbedingt, da ja eine
Verwechselung zwischen Zahlen und Buchstaben nicht eintreten
konnte. Die genannte Schreibung wird sogar fiir den Stammbruch

verwendet. So ist bei Diophant 1/3512 = (P;B.l Die Auffassung

eines Bruches als Darstellung der in einem anderen Bereich ge-
zihlten Ganzen steht im Einklang mit der Ubung, als Zihler
selbst wieder eine gemischte Zahl anzuerkennen. Es wird z. B.

1 O .
1834 -/121 als pxot  ,qwA3L’ bezeichnet, was der Rechner dann

noch zu 7338/484 = g;;i) erweitert.?

Ein anderes Mittel, die allgemeinen Briiche eindeutig wieder-
zugeben, war die Wiederholung des Nenners:

2fs=¢ B shz=cguwy  6/7=c(¥
oder mit Kasusbezeichnung: 24/7 = {{* %53
Manchmal wird auch der Deutlichkeit halber das Vorhanden-

sein von Briichen im Gegensatz zu den Ganzen durch povadeg
— 2ewta hervorgehoben:

12 12/13 = povades 1S zal Aswra vy vy B4

In spiterer Zeit® wurden die Nenner durch Doppelschreibung
und Doppelindex von den Zihlern unterschieden:

21/5 =¢€” &' no 4fs =& &' €.
Derartige Schreibungen finden sich vor allem in byzantinischer
Zeit;8 auch Hultsch hat sie in seiner Heronausgabe iibernommen.
Hervorzuheben ist noch das zur Vermeidung von Mil3ver-
stindnissen gechandhabte Verfahren,” die Briiche in Doppel-
schreibung zu geben, einmal als allgemeinen Bruch und dann

1 Diophant IS. 256.

2 Ebenda S. 306.

3 HeronlV, S. 238, 236; Heath 1,I 5.43; Rhabdas S. 120.

1 HeronlV, S, 236.

5 Es ist nicht erweisbar, ob diese in den Heronischen Codices schon vor-
kommende Schreibung aus der Zeit Herons selbst stammt.

¢ Heron IV S, XIV

7 Auch fir die babylonische und spiitagyptische Mathematik sind Dop-
pelformulierungen der Resultate — allerdings in anderer Weise — erhalten.
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als Stammbruchsumme. So steht bei Heron! § " &' (21/31/15)
frov B wal € € B (2 2/5); ebenso® 142/3 1/33 = 14 23/33. Bei
Eutokios findet sich® ~pia tétapza (3/4), Tovtéomy fuiou xal Té-
TapTov (1/2 1/4). .

Eine besondere Rolle spielte der ,,Stammbruch® 2/3, der, ob-
wohl er ,,in der Einheit nicht enthalten* ist, doch als pégog galt.
Fiir diesen ersten Komplementbruch (z& %o pépn) gab es zahl-
reiche Symbole, bei denen urspriinglich die Zahl 2 den Haupt-
bestandteil bildete:

B B B

Spiter scheint aus B" ¢’ und #’ dann o), - und 4, Y, 3, 2
entstanden zu sein. Die Form ¢ hat Tannery auch fir den il-
testen Codex des Diophant nachgewiesen.® Im 4. Jahrhundert
findet sich F und F’®. Die spitere byzantinische Form ist o, «F
(=« oder L +¢) ", v'.® Eine singulire Schreibung ist #.7

Allméhlich verschwindet die Sonderstellung von ; als Stamm-

bruch. Schon Diophant hat 300 7pire und Planudes erklirt
ausdriicklich: 8bo wplzo & Eo7L Stporpov.

Ein besonderer Terminus fir den Zihler des allgemeinen
Bruches ist fiir die altere Mathematik nicht nachweisbar, wahrend
der Nenner von Diophant mit demselben Namen wie der
Stammbruch (péprov) bezeichnet wird. Die Darstellung des Bru-
ches 5/8 durch 2 poptov 7 (vgl. 0. S. 420) ist nichts anderes als ,,5 mit
dem Nenner 8. Einmal werden einige Zahlen mit demselben

Nenner behandelt.® Es heilit da: 'ilﬁ’?- M,c7 uoptov 05 adob . .
ore . o (ST O
MY . M,T7 woptou 703 adrol .70 8¢ pdprov M MY -MY-Mawxd;
also: 17 136 600/163 021 824 und 8 517 600/163 021 824 sind die
»Zahlen 17 136 600 bzw. 8 517 600 mit dem Nenner (= pépiov)

Heron IV S, 322,
Archimedes III S. 124.
Heron IV S. 23506.
Diophant II S. XLIII.
Pap. Michigan 621, S. 329.
Heron V S, CXXII,

Heron V S, CXIX-CXX.
DiophantI8S. 186.

@ A @ G o @ oty e

29*
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163 021 824. Eine andere Stelle! besagt: Zav ¥éhyg adrodg eivon
gvdg poptou: ,,Wenn du willst, daB3 ein gemeinsamer Nenner vor-
handen ist.“ In einer anderen Aufgabe? werden die Briiche
3x/x — 3 und 4x/x — 4 addiert. Es heiBit da: of 5 7ol pépovg &xi
T evodAdE pbpra morhamiaciecdvcovrar; also ,,die x des Bruches
(uépos ist hier allgemeiner Bruch!), werden mit den Nennern ab-
wechselnd oder wie wir sagen ,,iibers Kreuz" multipliziert.? Es
heiBt dann weiter: olov 5 ¥ érl 0. 700 £xépou (sc. uépoug) whpta TouT-
éomuéml 5@ AM 8.4 Da ja uépog und péprov Synonyma sind, wih-
rend aber hier péoos den Bruch, pégier den Nenner bedeutet, so
sicht man, daB8 die Ausdrucksweise noch recht unentwickelt ist,
zudem auch noch pépoc bzw. péen als Nenner vorkommt:® <&
uéen meog dAnie. Meist wird in einem solchen Fall gleich der
spezielle Nenner angegeben: afpw 7o ty*® = ich beseitige die
Dreizehntel. '

Die spiteren Bezeichnungen sind klarer. Hier ist der Nenner
die Zahl, nach der der Bruch benannt ist, z. B.:

3 ’3 p = 2 3 o \ . - ) IC -

Gptdpe &g’ ob o péen dvopdlera,

6 dptduds &g’ ol . . . mapovousleTon

Getdpls v T2 pépry mapdwupa,’

oV HReVL pLobvte TG popley gpLdudy,
[ 3.4 I\ 3 & ; _N‘ ’ 8

ol Gpdvupot gprdpol Ty pwoplwv.

Wenn Rhabdas?® beim Bruch 2/6 sagt, daB er den 2 Einheitenden
Namen 6 gibt (xal »xed& tag 300 povddoc Gs arnd tol ¢, Exta ddo),
so erinnert dies nicht nur an die lateinische Bezeichnung als ,,de-
nominator’, sondern auch an die Agytische Ausdrucksweise:

1 Ebenda I S. 284.

2 Ebenda I S. 288.

3 Tannery tbersetzt nur dem Sinn nach: numeratores in denominatores
invertendo multiplicabuntur. Chamber (5. 20): yixstinés.

4 D. h.: namlich 3 x mit den Teilen (= dem Nenner) des anderen (Bru-
ches), das ist mit x—4.

5 Heron IV S. XV; ebenso 81 3o o 2emra (S. XIV) und <o péey
8¢ drrnrev (S. XVII). Vgl auch S. 439.

¢ Diophant I S. 206.

7 Barlaam I. Buch Satz 7, 2 und 3.

8 Rhabdas S. 150, 124.

% Ebenda S. 102.
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Nij$ 2 hnt 7 = ,,benenne 2 nach 7%, die schon in der 2:n-Ta-
belle des Papyrus Rhind sich findet und die auch sonst haupt-
sichlich bei der Teilung des Kleineren durch das Gré3ere vor-
kommt, die ja mit einem allgemeinen Bruch identisch ist. Beson-
ders deutlich driickt dies Planudes cinmal aus.! Er sagt an

einer Stelle, in der I/a + b alsa + berechnet wird, dal3 er

dem Rest b den Namen 2a gibt, (xul 7o avanoketcp{)ev (b) dvbpale
76 vbpatt To5 dnd Tob Simhaciucuol Tig whevpds (= 2a) 7ol Te-
~poryvou detdpel). Eine weitere Umschreibung des Nenners ist
6 aloTotyos gptduic.?

In spiter Zeit finden sich auch Bezeichnungen fir den Zdhler.
Dieser ist entsprechend der Auffassung des allgemeinen Bruches
als Summe gleicher Stammbriiche: 6 dpupos Tl whndovg <év
woptwy.® Dasselbe zeigt eine andere Stelle,? in der nach dem Er-
gebnis der Multiplikation zweler gleicher algemeiner Briiche
gefragt wird (oxédoactar whoov xal fhixov 6Tl ©0 yevouevoy). In
der Antwort heiBt es nun, dall die ,,Menge®, also der Zihler
chenso wie der Nenner ecine Quadratzahl sein mul3: @A7%0g woiel

-

GUVOVOLGY Leptv %ol toomAndEs TeTpaymve At ol THpmYLOY
amod TETPOYMVOL dptdLol.

Einen Spezialfall der allgemeinen Briiche stellen die Sexagesi-
malbriiche dar. Sie sind babylonischen Ursprungs und wurden
von der griechischen Astronomie etwa um —200 iibernommen;
sie fanden auch sonst Verwendung, wie es u. a. ein Quadrat-
wurzelbeispiel bei Theon zeigt. Ptolemaios, ferner sein eben-
genannter Kommentator,dannBarlaamund MaximosPlanu-
des sind die Hauptquellen, aus denen wir Niheres erfahren. Es
war schon die Rede davon, daBl die Grade (polpat, Tufuoto) ur-
spriinglich Teile darstellten, die dann zu Einheiten wurden. Pla-
nudes geht bei der Erklirung der diesbeziiglichen Rechen-
operationen von dem Tierkreis (Lodtaxdg xdxhog) aus. Es ist <o
{odwov = 30 poipur, der ganze Kreis also 360°. Die weiteren Teile

1 Maximos Planudes S. 30.

* Barlaam II. Buch Satz 2 u. 11.

Barlaam I. Buch Satz 7.

1 Ebenda II. Buch Satz 14.

®Theon von Alexandria, S.185f.; Tropfke II® S. 1711f.
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schreiten nach Sechzigerschritten fort, die alle Aémra heillen.
1 polpa == 60 Aemrd: mpddta (erste Teile), 1 Aentov mpdTov = 60 deb-
TEPH AETTL (zwc1tc Tcile) usw. Die Beispiele 47%42' 40" = porpdv
pl up'w”, 67% 55" wnpatoy EC Y ve'’) zeigen, dal die Angabe
des Nenners durch dlC Indexschreibung ersetzt ist, wpéTa ="',
Sedtepa ="', Tpire ="', zétapra = """ usw. Die Grade sclbst
werden vorerst noch nicht bezeichnet. Barlaam (III, Def. 1)
definiert folgendermnBcn' g Wi polpas el Eqnovta lox Suupe-
Detong, 7o towabro whota, wp&TO AemTd Aéyetal. dedTepov 3E AemTOv
76 705 mptTov E5NxoaToY, el Tpitov 16 Tob Seutipay, nal EETg ouolns.
Eine Fortfithrung dieses Prinzips nach der anderen Seite hitte
ein vollstindiges Positionssystem geschaffen, da der Ubergang
von den Ganzen zu den Brichen (das ,,Sexagesimalkomma‘")
sowie der Stellenwert aus den Indizes ersichtlich ist. Die Zu-
sammenfassung von 6o Graden zu eciner Sexagena erfolgte
nachweislich erst im 13. Jahrhundert.! So ist 227 o15 = 1'"* 3" 3
33°. Wenn man so auch die Null entbehren konnte, die Uber-
sichtlichkeit wurde doch wesentlich dadurch erleichtert, dall man
einen Platz frei lieB oder durch das Fehlzeichen ausfiillte. Es ist®
0%2'7"0" 4" = odBepla polpx, Sbo mphita, &mvd debrepn, 0Dy
Tplrov, wéocupa wéroprte (sc. &nuoctd) = powpév o B o7 8.

Es ist anzunehmen, dal} die konsequente Durchfiihrung des
sexagesimalen Prinzips, das bei den Babyloniern noch mangel-
haft war,® sowie der Gebrauch des Abakus mit seiner dezimalen
Einteilung unser modernes indisches Positionssystem entschei-
dend vorbereitet hat.

Die Grundlage fur jedes tiberlegte — nicht mechanisch algorith-
misierte — Rechnen mit Briichen ist das klare Erfassen der Re-
lativitdt zwischen Einheit und Vielheit. Sollen Briiche ad-
diert werden, so bringen wir sie durch Erweitern auf einen Haupt-
nenner. Dieser gibt an, in wieviele Teile die bisherige Einheit zer-
Tropfke I¥ 5. 61ff,; Thureau-Dangin S. 74.

Vgl. Heath 1, 1S. 45.

Es fehlten die ,,Indizes’’, so dal3 der Stellenwert nicht eindeutig war,
desgleichen in dlterer Zeit das Nullzeichen. Auch die indische Schreibung
war noch unvollkommen, da hier das Positionssystem auf die Ganzen be-
schrinkt blieb, wie umgekehrt das griechische (astronomische) Sexagesimal-
system auf die Briiche. Erst mit der Einfithrung der Dezimalbriiche ist die
héchste Vervollkommnung erreicht.

[ SIS



Beitrige zur griechischen Logistik 427

legt werden muB}. Eine solche Untereinheit ist der Anfang einer
ncuen Zahlenreihe, in deren Bereich die Zihler als natiirliche
Zahlen auftreten. Schon oben sahen wir, wie die potpe (Teil) zu
ciner neuen Einheit wurde. Besonders deutlich wird dies von
Rhabdas dargelegt bei der Betrachtung der gemischten Zahl
82/31/41/156. Er sagt:! mwdhwv dpotmg dvohde xol t¢ tob 7 petlove
pépn elg 70 wapoxsipevoy adtols Eoyotov woptoy, Erep Eotly pyve’’. &t
yolv pvs’” ) povas. Also 1/156 ist jetzt die neue Einheit; kurz vorher
ist bei 5 2/3 1/33 1/110 1/330 jetzt 1/330 7 povds, 1/110 7 TpLds,
1/33 % dendg, 1/5 7o &g, 2/3 7o ox. Auch im Bruch 2/6 bezeichnet
cr die 2 als povades, denen er den Namen Sechstel gibt. Ubrigens
war den Griechen die Relativitit schon von den ganzen Zahlen
her geldufig, wo auf dem Abakus die Eins je nach der Kolumne,
in der sie stand, die verschiedensten absoluten Werte hatte. Bei
Iamblichos® werden ausdriicklich 10, 100, 1000 als die Einheiten:
deutepwdovpivy, Totwdovpévy, Tetpmdoupévy povds bezeichnet.
Das Verfahren des Erweiterns besteht fir Ganze in einem
Auflésen = dvedew in die entsprechenden Teile; soll ein Stamm-
bruch auf ecinen groBeren Nenner gebracht werden, so ist der
neue Zihler gleich dem Erweiterungsfaktor. In einem Beispiel
bei Rhabdas werden Ganze zu Briichen erweitert. Es heil3t
hier:3 dvedbew Fuactov ThY dptdpdv elg T0 mapaxeipevoy adtd pépog,
Fyouv Tov € elgmévte Oe 6 €7, nal yivovrat pot ta She peta Tob )
néumre %2 usw. In cinem anderen Beispiel® soll 3 1/3 1/14 1/42
in 42tel umgeformt werden. Der Text sagt: avdivcov glg 76 &o-
yotov whptov (1/42) »al wo pwetlover pepn (1/3 1/14), Hryovv elg 70 teo-
Gupu6eTHAVOY T0 TptTov xal 70 18" xul yiveTon 70 pév tpitov dexa-

oy

’ I3 . s x re , . \ \ ’
T¢660p0. TeaGupuX0cTOdVY T T0 3E 18, Tpla T el TO TECCULAROGTO-
Svov, &v * dmep vivovraon 6uol 1f Teccapaxosthdve (nun wird zu 3/7
. \ \ ~ s ) Yo v o7 [ =
gekiirzt) ol o wpele povddog elg LT, xal yivovtal peta T&Y ToL@v
ERSGumy T Gha L% %3, Schon bei Heron ist das gleiche Verfahren
200}
bekannt.® In dem Beispiel 6 1/4 -4 1/8 -2 1 das auch in dem
)
Pariser Codex 3878 angefiihrt ist, heil3t es: & ¢ & ciz vérooto
a0/ s G f

1 RhabdasS. 122.

2 Tamblichos 1 S. 88.

3 Rhabdas S. 124.

1 Itbenda S. 120 ff.

5 Heron V S. 94.
S Heron IV S. XVIIL.
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(6Y in Viertel) usw. Im gleichen Codex! wird auch 24 zu Funf-
teln erweitert (mwevrdxig & %8 ° yivovrar px’) sowie 3 1/3, 4 1/4,
51/s, 21/4, 41/5, 6 1/7 und 9 1/8 zu Briichen umgeformt. Im
ersten dieser Beispiele wird das Verfahren als Methode des Dio-
phant bezeichnet.? Wenn dies auch nicht woértlich zu nehmen
ist, so steht doch fest, dall Diophant sie beherrschte. Denn wenn
er es versteht, 3x/x—3 und 4x/x—4¢ auf den Hauptnenner (x—3)
(x~4) zu erweitern, so ist wohl kein Zweifel, daB3 er auch die
Stammbriiche oder erst recht die Ganzen erweitern kann. In einer
anderen Aufgabe3 werden 57/12, 17/5 und 92/12 zu 6otel gemacht.

M b4 € Y ~ > 14 ll’ I3 \ £ ¢ 1
Eshei3t da: 57w 6 pev o (= mpdtog dotdudg) vi, 6 82 B L, 6 d& v

é{b “wad gav FéAng adrole elvan evog poplov, mavra elg £, Eotan {6 o)
orte, 6 B% 69, 6 Y vE. In einem anderen Fall4 sollen bei den Brii-
chen 1834V5/121, 469%/121 und 14%,/121 die Briiche im Zéhler
beseitigt werden, was durch Erweitern mit 4 (auch 2 hitte ge-
niigt) geschieht. Im Text steht: xot éqv &v droxinpors Yhys tva uy
70 L' &mitpéyy, el 8% Eufode. Rhabdas® erweitert 122 14/42 zu
245/84: Sk yobv 10 §', Simhactdlew ta pxB S, nal yivovrar poe udx-
¢t teoouporootédua AL Oydonxostotétapta. Das Erweitern
mit 2 ist also ein Stmhasialey von Zihler und Nenner. In dhnlicher
Weise wird rpimhacidlew, terpomhacialety, mevramhactalen® ver-
wendet. Auch aus den Ausfithrungen Barlaams? siecht man, wie
er Briiche gleichnamig macht. Dabei tritt 6 cbotoryos aptdpis als
Name fiir den Hauptnenner auf.® Auch das Rechnen mit Sexa-
gesimalbriichen erfordert die Kenntnis des Erweiterns, wie es z. B.
aus dem Divisionsbeispiel bei Theon ersichtlich war. Planudes?
spricht davon, daB eine aus der héheren Stufe entlehnte (= Javet-
Cew) 1 Sechzig bedeutet (g onuaiver YO = 60).
Ebenda IV S. XIV.
Vielleicht ist auch die ganze Aufgabe a:
Diophant I S. 284.
Ebenda I S. 306.
Rhabdas S. 126.
Ebenda S. 150.
Barlaam I. Buch, Satz 11 {f.; II. Buch, Satz 1 ff.
Siehe S. 425. Beli Barlaam II, 11 bedeutet odotoiyoc apitdupéc nur
Nenner. In einer anderen Bedeutung (s. unten S. 442) steht es in III, 3
(xavdw &n mapaTypTicews).

% Planudes S. 235.

b

2 gemeint.
c

® 9 B o e W o M
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Auch fiir die umgekehrte Operation des Kiirzens, das in der
Division von Zihler und Nenner durch die gleiche Zahl be-
steht, finden sich einige Beispiele. Schon bei Aristarch werden
die adyor gekiirzt:! 1958:20250 wird zu 979:10125 (ol t& Huloy,
ToutéoTw, 979:10125). Diophant? veriandert 11007/726 durch
mavTev 60 t6 éxtov in 1834 Y4 [121. Ausfithrlicher ist wieder Rhab-
das?® in seinen Erklirungen. Der Zweck des Kiirzens ist bei ihm
die einfachere und klarere Darstellung (8w o edhnmrdTepov xal
cugéorepov). Er kiirzt 18/42 in 3/7, ohne niher anzugeben, wie er
den fraglichen Faktor findet: ¢AX Emetdy) ta vy wfp® tple motolowy
EB3opo aoplnue to uf* xel xpatd (behalte) vo. % Gleich darauf
erhilt er fiir 2/3 1/5 1/33 1/110 1/330 den Bruch 300/330, worauf
er fortfahrt: tadto 8¢ oxomd €av ddvapat tva weploticw elg pweld-
YoV poplev TochTrTo ol edploxe 67t wotolor déxe Evdérarta. Hier
fiigt er noch zum Beweise hinzu: A yap TA% wowelow &viéxatov &v,
dhote dmo TodTou 87hov tu T T mowelot T évdénata. Die Elftel sind
richtig als die ,,groBeren’" Briiche bezeichnet. Im nichsten Ab-
satz kiirzt er 144/156 elg dheymtépoy mocbdtyTa, ndmlich zum Bruch
12/13, in dem die Zahlen kleiner sind.

In dem Charmidesscholion sind als besondere Zweige der Lo-
gistik die Addition und die Zerlegung der Briiche (cuyxe-
guhaiwatg und Suripesic) aufgefithrt. Bei der ersten Operation
handelt es sich darum, eine Stammbruchsumme zusammenzu-
fassen. Zur Erleichterung der Rechnung werden Hilfstabellen
(V7pot) verwendet. In einer Aufgabe? soll von 2/3 die Summe 1/4
1/44 subtrahiert werden. Im Text wird gefragt, in welcher Ta-
belle 1/4 1/44 vorkommt (év mola Yfpw & wd'"). Die Tabelle gibt
1/4 1/44 = 3/11 (v08 ¥ 76 w’). Das Ergebnis der Subtraktion
5111/—3 wird noch in einer Zerlegung (Siaipesic) zu 1/3 1/22 1/66
umgewandelt, was sich an den tatsichlich erhaltenen Tabellen
verfolgen 1a6t. Aus einer im Papyrus Akhmim erhaltenen Tafel

41/3

entnimmt man 4/t1 = 1/3 + 1/33, also ist Pl 1/3 1/33 1/33;

! Aristarch S. 398. Uber die gekiirzte Form des Aéyog s. 0. S. 377.
*Diophant I S. 306. .

* Rhabdas S. 120.

*Pap. Akhmim Aufg. Nr.g.
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aus einer 2:n-Tabelle (z. B. der des Papyrus Rhind) ersicht
man 2/33 = 1/22 + 1/66, so daB3 dann das Endergebnis entsteht.

Von den erhaltenen Tabellentexten ist die des Papyrus Akh-
mim (etwa 6. Jahrhundert) die umfangreichste.! Sie enthilt die
Stammbruchentwicklungen fiir die allgemeinen Briiche m. —111.
Dabei lauft n von 3 bis 1o firm =1, 2, 3,...9, 10, 20, 30, . . .
Qo, 100, 200, ... 900, 1000, 2000 ... 9000, 10 000. Wihrend
n = 2 fehlt, weil wohl die Mediatio leicht im Kopfrechnen durch-
fithrbar war, ist noch eine 2/3-Tabelle vorhanden, die ebenfalls
fiir m = 1 bis 10000 die 2/3-Werte enthiilt. Von n = 11 bis
n = 20 lduft die Tafel nur von m = 1 bism = n. Eine ganz dhn-
liche Tafel ist im Papyrus Michigan 6212 (4. Jahrhundert) er-
halten. Sie beginnt bei den Siebteln und endigt bei der Uber-
schrift dvweanardéxato, also bei den 19teln. Beide Tafeln zeigen
nur geringe Abweichungen, z. B. 2/3 1/10 1/30 = 1/2 1/4 1/20
u. a., die meist darauf zurtickzufithren sind, dal3 in der einen
Fassung das Bestreben zutage tritt, den groBtmoglichen Teil 2/3
aus dem allgemeinen Bruch berauszuzichen. Der erste Brief des
Rhabdas enthilt ebenfalls dhnliche Tabellen fiir n = 2 bis 10
und m = 1 bis 10 sowie eine 2/3-Tabelle und eine hierzu inverse
3/2-Tabelle, die mit <& dxepaiodigotpe yivovtar 8¢ dvristpdons®
tberschrieben ist. Die gleichen Normalzerlegungen wie der Pa-
pyrusAkhmimundder Michigan-Papyrus621 zeigen Bruch-
stiicke einer 7tel- und 11tel-Tabelle etwa aus + 600? sowie solche
fiir 15tel und 16tel ebenfalls aus byzantinischer Zeit.® Daf3 diese
Tabellen auch noch fiir héhere n bearbeitet waren, zeigen Frag-
mente fiir n = 23, 31 und 498 sowie Aufgaben bei Proklos,
Heron usw., in denen solche Umwandlungen vorkommen. Eine
Aufgabe des Papyrus Akhmim? zeigt, dal aus einer U¥oog dic
entsetzliche Stammbruchreihe 1/10 -+ 1/11 - 1/20 + 1/22 - 1/30

1 Pap. Akhmim S. 24 {f.

2 Pap. Michigan 621 S. 330.
3 Rhabdas S. 113 1.
4
5
8

London Papyrus 2241 Nr.24-26.
Thomson S. 52; hierzu Sethe S. 70.
Fiir 25 u. 49 im London Papyrus Nr. 2241 Nr.27; fiir 31 in Coptic
Ostraca Nr. 480 (S. 46, 78; hierzu Sethe S. 71).
7 Pap. Akhmim, Aufg. Nr. 12.°



Beitrige zur griechischen Logistik 431

+1/33 +1/40+ 1/44 +1/50+ 1/55 + 1/60 + 1/66 + 1/70 + 1/77
4+ 1/88 + 1/90 + 1/99 - 1/100 + 1/110 als 1/110 von 6o 1/10 1/30
entnommen wurde.

Die griechischen Bruchtabellen stammen offensichtlich von
den dgyptischen ab, mit denen sie inhaltlich, sogar in den Einzel-
heiten, in hohem Grade tbereinstimmen. Ein solches aus demo-
tischer Zeit stammendes Fragment?! enthilt die Zerlegungen fiir
n=7bisn=15 und m=1bisn. Die 2:n-Tabelle desPapyrus
Rhind, der ausdem17. Jahrh.v.Chr. stammt, enthilt die Stamm-
bruchreithen fiir ungerades n = 3 bis n = 101, allerdings nur
fir m = 2. Auflerdem existieren in der dgyptischen Mathematik
auch noch 1/n-Tabellen, wie die ,Lederrolle’ zeigt.? Sie enthilt
die Zerlegungen fiir n = 2 bis 16, dann n = 20, 30, 32, 64 sowie
dic triviale Zerlegung 2/3 = 1/3 + 1/3. Die Entstehung einer sol-
chen 1/n-Tabelle 1af3t sich aus dem Komplementgedanken er-
kliren.® Nimmt man den xten Stammbruch von 1/n, so ist dieser
1/xn, der zugehodrende Komplementbruch (x — 1)/xn. Ist ferner
x = n -} 1, so entsteht die Zerlegung:

(1) i/n=1/n+1)+1/(n+41).n|.

Mit dieser Formel ergibt sich bereits eine grofle Anzahl brauch-
barer m/n-Zerlegungen. So ist 1/2 = 1/3 + 1/6 oder 1/3 = 1/4
-~ 1/12,1/5 = 1/6 4 1/30 oder in griechischer Index-Schreibung:

3" =6 + 30'. Hieraus folgt sofort:
2/s =3 +15
3/5 =3 +6 415 430 =2" 4+ 10
4/s = 2" +6 4+ 10 + 30" = 2/3 4 10’ + 30" usw.
Desgleichen ergibt sich in einer anderen Reihe 15" = 18 + 9o’

(aus ,,dreimal* 5" = 6"+ 30") oder auch 15" = 20" + 60" (aus fiinf-
mal: 3" =4 4-12"). Bei ungeraden n der Formel (1) entsteht die
N 41 n- 1)n
L0t o
2 2
pyrus Rhind nachgewiesen ist. Die dort vorliegenden Zerlegun-
gen, die auch weiterhin in der griechischen Mathematik erhalten
Siehe Revillout S, LXIX ff,

Siehe Glanville, Vogel 1.
Siehe oben S. 408.

1
2:n-Zerlegung 2/n = 1f , dic auch im Pa-

1
2
3
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blieben, wurden eingehend untersucht.! Es ergab sich dabet, dal
die Wahl des ersten Stammbruches der Reihe ohne ein erkenn-
bares Bildungsgesetz erfolgte, wihrend dann die folgenden Glie-
der einer eindeutigen Methode sich fiigen.

Alle diese Tabellen waren fiir das praktische Bruchrechnen von
groBer Bedeutung, besonders bei der Swuipestis (im Pap. Akhmim:
yoptopos) des allgemeinen Bruches (oder auch eines Stamm-
bruches; hierzu s. u.) in eine Stammbruchreihe. AuBer ihnen
standen aber noch eine Reihe von ,,Formeln zur Verfligung,
mit denen man umgekehrt wieder Tabellen berechnen konnte.
AuBer der obengenannten Formel (1) finden sich im Akhmim-
Papyrus noch weitere, die Baillet? untersucht hat.

(2) ist eine Zerlegungsformel, die nach einer subtraktiven Me-
thode arbeitet. Sie heil3t:

m m-—n, n,
(2) .
n; n, n; n, n, n,

Es soll nach ihr 66/550 entwickelt werden.® Zu diesem Zweck
wird 550 in Faktoren zerlegt (10.355, "&Aoc’: 11 .350) also
66 _66—s554s55 it 55

1 1
66/550_5.55_ 10.55 10-5_5+1675'§—§5+’1o'

In einer anderen Aufgabe? soll entwickelt werden. Da

—76 6
6460 = 85 . 76 ist, wird gerechnet —8—_:;326 = 238? . 7—67— 837-)76
6
s —{—i. Da das Verfahren nur zum Ziel fiihrt, wenn die
85:76 ~ 83
Differenz m — n, in n;. n, enthalten ist, so wird beim nichsten
Schritt das Produkt g5 . 68 genommen, also:

163 —68 68 1 1 1 1
e = R
95 - 68 95-68 835 68 95 83
oder geordnet 1/68 + 1/85 4 1/93.

1 Die Arbeiten bis 1929 wurden aufgefiithrt bei Vogel 2 S.1321f.; s. bes.
S. 173 ff. Uber die Bruchzerlegungen bei Heron siche Tannery, M. sc. II
S. 137 ff.

2 Papyrus Akhmim S. 38 ff.

3 Ebenda Aufgabe Nr. 12.

* Ebenda Aufgabe Nr. 21.
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Die nachste Formel ist

|
m 1 1
L S :
(3 ny - n, ny -~ n, ny + n,
n-- =2 gt
m m
Beispiel: 2/35 = ! — + ! =1/30 -+ 1/42.1
PR s T s |
2 7
oder 3/110 = ! = 1——1/0—{—1/ 2
3 B 10+ 11 10411 7 77
10 . — 11.
3 3
Die nichste Formel, in der noch ein Faktor k auftritt, lautet:
m 1 1
@ R T —
n,.n, nl-k—nl +ny (nz-kljlj_ nz) Tk
m m
In einem Beispiel, dessen erster Teil die subtraktive Zerlegung
8
verwendet,® wird B umgewandelt in:
11+ 120
1 12 1 12 1 1
. L . il
. 12-11 +“120 12 11+ 120 99 12+ 90 99 90
28 28

Fiir solche Zerlegungen, die in zahlreichen weiteren Beispielen
vorkommen, wird das Synonym ywptopés fiir Swalpesic gebraucht.
Auch die Aufgabe, einen Stammbruch in eine vorgeschriebene
Anzahl von Stammbriichen zu zerlegen, wird so bezeichnet. Es
liuft dies auf die Herstellung einer 1/n-Tabelle hinaus. Eine Auf-
gabe? heiBit: yopiz (= ydoroov) % elc y(ubpra), also: 1/22 = 1/x
+ 1/y + 1/z. Der Rechner erweitert 1/22 zu 5/110. Nach (2)

! Papyrus Akhmim, Aufgabe Nr. 23; vgl. hierzu die 2:35-Zerlegung
im Papyrus Rhind.

* Ibenda Aufgabe Nr. 38.

3 Ebenda Aufgabe Nr. 18,

* Ebenda Aufgabe Nr. 16.
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1 —2 2 3 :
L3 - =:_———‘r—- d( ‘h 3 = e
wird 5/110 110 T zes ann nach (3) 116 .. 10+ 11
3
I LI :i-}-»l—; die Gesamtlésung ist deshalb: 5/11¢
10+ 11 70 77

= 1/55 + 1/70 - 1/77. In anderen Aufgaben wird ein Stamm-
bruch in 4,6, ja sogar 8 Stammbriiche zerlegt.

Auch aus anderen Texten ersieht man den Gebrauch von Zer-
legungstabellen.So ist bei Rhabdas 7/13=1/2--1/26,37/49=2/3
+1/12 - 1/106, 104/143 = 2/3 +1/18 +1/420 +(1/420) +1/2574.
Bei Eutokios? wird 15/64 sofort als 1/6 4 1/15 angegeben.

Bei der cuyxegoudatiwete, also bei der Addition der Stamm-
briiche, handelt es sich um die umgekehrte Verwendung der Ta-
bellen, wodurch man das auf dem Hauptnenneralgorithmus auf-
gebaute Erweitern (nebst nachfolgender Addition ganzer Zahlen
eines anderen Zihlbereiches) vermeiden konnte. Barlaam?3 be-
handelt die Vereinigung von Stammbriichen zu einer Summe in
dem Kapitel: 70 309¢v A7 dog Etepwvdpwy uzpdv avuriout el cuv-
ovope uéen. Hierbel ist fur das Resultat auch wieder ein Stamm-
bruch zuerstreben:* Grav pépog pwépet cuvdels orémrwpar el yiver:
g€ adtév pépos. Sollen zwei allgemeine Briiche addiert werden, so
wird am besten jeder von ithnen zuerst in einer Sixigesig in lauter
Stammbriiche zerlegt, die dann ihrerseits wieder in einer cuyxe-
cahaioais zusammengefaBt werden. In diesem Verfahren wird
aus 2/7 + 3/11 die Reihe 1/4 + 1/28 + 1/4 + 1/44 = 1/2 + 1/28
-+ 1/44. Das Hauptnennerverfahren gibt dasselbe Ergebnis:
22 +2'= B _ 38i/2 _*——4?/2 . -+ 9 . Der letzte Summand

77 77 77 2 154
18 18— 11 11 1 1

wird noch umgeformt in: 108 =0 s 44- + ol

Dafl man aber auch die allgemeinen Briiche direkt addieren
konnte, zeigt das oben schon behandelte Beispiel von Diophant,’

Rhabdas S. 148, 121, 123; bet Tannery 1/2374.
Archimedes III S. 236; 1/960 ist vernachlassigt.
Barlaam II. Buch Satz 1.

Ebenda 1. Buch Def. 4.

Diophant I S. 288.

L
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dessen vollstindiger Text folgendermalen lautet: &tav yop defion

~ ’ 3 = - O, X \ S =t

cuvdelvar pople, otov * 5y (wop F& AMYy (z 33) nolg 90 pop O
x —

5 \ \

ARS ( , oL D 1ol pépoug &l Ta EVohAeE LopLe TOANGTALGLAG-

\

Vcovrar, olov 5 *_{ il 7o 100 Evépou ubpa 1ovTéaTy &l 57 A M 8, xal
7oA of 58 &ml Ta pbpre Tl Erépov, Eml 57 AMY . obtwg Emolncey 7
ahvdeory AYL A S%8 (= 7x%—24%) poplov <od Omd 56 woplwy,
routéort AV M A ST (= x2 + 12 — 7).

Das Schema beim Addieren von Sexagesimalbriichen ni-
hert sich unserem dezimalen darin, daf3 hier — ganz wie bei den
Potenzen von 10 - die Potenzen von 60 untereinander angeord-
net werden, was beim Rechnen mit den gewohnlichen Briichen
ohne Vorteil fiir eine raschere Ausfithrung gewesen wire. Wir
diirfen hier auch Maximos Planudes, den Verkinder der
neuen indischen Rechenkunst, zu Rate ziehen. Denn in dem Ka-
pitel: Heol 105 Lepdraneh xdxhou vermittelt er altes Wissen, das mit
dem Buchtitel: Wrgogopio xat” *Ivdobe nichts zu tun hat. Er ver-
langt, daf3 die Zahlen in cine Kolumne geschrieben werden sollen
(vpdpew nuzd suazoryiay).! Uberschreiten die Einheiten der ein-
zelnen Kolumne die Zahl 60, so werden die grofleren Einheiten
durch eine Division mit 60 herausgezogen (avaf:B&lew, porpalew).?

Wie die Additionstabellen® gleichzeitig als Subtraktions-
tafeln Verwendung fanden, so kénnen auch die Stammbruch-
tafeln in dieser Umkehrung gebraucht werden. Aus 1/2 = 1/3
<+ 1/6 ergibt sich sofort: 1/2—1/3 = 1/6 und 1/2 — 1/6 = 1/3.
Verschiedene Regeln fiir das Subtrahieren von Briichen gibt wie-
der Barlaam.? So spricht er aus, daf3 zwei Stammbriiche, deren
Nenner (ebotoiyor gptduot) unter sich prim sind, kein Stamm-
bruchresultat ergeben. Auch weill er, daB die Differenz zweier
Stammbriiche, deren Nenner zwei in der Zahlenreihe aufein-
anderfolgende Zahlen (ol &pel¥c dptdpot) bilden — z. B. 1/2 und
1/3 oder 1/3 und 1/4 - als Summe einen Stammbruch ergeben,
dessen Nenner das Produkt der beiden alten Nenner ist, also
1/3— 1/4 = 1/12. Gerade dies ergibt sich aus der subtraktiven

! PlanudesS. 24.
*Euklid V, S. 322
3 Siehe oben S. 380. 1+ Barlaam I. Buch Satz 21-27.
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Umkehrung unserer Formel (1): T e L. Die

n+1 (n+1)n’
erhaltenen Beispiele aus Heron und Rhabdas bringen sofort
das Endergebnis, ohne dal3 man feststellen kénnte, ob es in einer
Kopfrechnung oder unter Verwendung einer Tabelle gefunden

wurde. Beispiele sind:

3—1f12=2+42/3+1/4;
[to4 + 1/2 + 1/7 + 1/14 + 1/21] — [21 + 1/2 4 1/3 + 1/12]

=82+ 1/2 4 1/3 + 1/84;%

64— (40 + 4/5 + 4/25) = 23 + 1/25.2

Dagegen ist aus dem Papyrus Akhmim das Verfahren der
Stammbruchsubtraktion ersichtlich in den Aufgaben Nr. 6, 7,
8,0, 12, 14, 13, 25, 20, 30, 31, 32. In Nr. 31 z. B. wird gerechnet:
/2 +1/3 + 1/42 —(1/6 + 1/66) = 6/7 — 2/11 = 66[77 — 14/77
= 52/77. Das Ergebnis ist also hier: wév v 0 ol”’. In der Aufgabe
Nr. 8 wird das Resultat 2'/5/11 noch in 1/6 1/33 1/66 verwandelt
(6g elvan "2y ES).

Bei der Multiplikation zweier oder mehrerer Briiche oder
gemischter Zahlen kénnen die beiden im Charmidesscholion ge-
nannten Methoden (die dgyptische und die griechische) verwen-
det werden. Doch ist auch hier wieder, wie bei der Multiplikation
von ganzen Zahlen, kein Beispiel der recht umstindlichen gy p-

tischen Methode erhalten. Die Rechnung 2 ; 218_ -6;— hitte

folgendermaBen ausgeschen:

1 6l
2
/2 13
1 1
2 34
1 11
1.
/4 2 8
1 111
/28 7 143
usam 111111d d +1 1 [ s ol |
Z men € — = — -~ i
E 78143(0 ) ° 8 56 7 4241428

1 Rhabdas S. 126. 2 Heron .IV S. 372. 3 Heron IV S. 304.
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Dagegen sind fiir die griechische Multiplikation von Brii-
chen oder gemischten Zahlen Beispicle bei Heron, Eutokios
und Rhabdas erhalten. Man machte von zwei verschiedenen
Methoden Gebrauch.

Die erste entspricht dem griechischen Multiplikationsver-
fahren fir ganze Zahlen, wobei wieder von links nach rechts die
Teilprodukte gebildet werden. In der &lteren Zeit wird alles im
Text ohne Anwendung ecines Schemas ausfithrlich beschrieben.
Eine von den zahlreichen Multiplikationen bei Heron (4 33/64
. 762/64) lautet folgendermalBen:! molvmhasidlovror 3¢ abrwg -

8C % - (aus dem 1 X 1:,,4- 7 = 28") * nal verpdaug & EREYEY
607 ES'EY (4 - 62/64 = 248/64) * »ul Ay ES'ED Tdv Emtd povadwv
67 EY EY (33/64 - 7 = 231/64) " nal Ay eEvnooTotéTapTa THY E5v-
wovtodto £0'88° Bus EXES vav £8" EY (33/64 . 62/64 = 2046/64
- 1/64 ywipeve xol tabte £8 ES haw nal eEnrovtaddo E8'ES wav £8'EY
(= 31/64 + 62/64 . 1/64) = 6uob povddeg %) eEnxodroTétupta mEv-
TanboLo dény xal e€nnovradio EY EY tav £ E8 (= 28 + 510/64
4 62/64 . 1/64) ywbueve xol talta povddeg Emte. E£nx0GTOTETOETY
E@ ral EEnrovtadlo E8'EY tdv EX'EY (= 7 + 62/64 + 62/64.1/64)
Frou T8 Ehat novddeg he ENEY EB wal BB EYEY <av EYEY (= 35 62/64
+ 62/64 . 1/64). Bei dieser umstindlichen Berechnung fillt auf,
dall im Endergebnis die 64tel von 64teln nicht (wie es Heiberg
tibersetzt) zu 4096teln zusammengefal3t werden, sondern daB die
Entstchung der Teile in der gewihlten Form deutlich sichtbar
bleibt; diese Ausdrucksweise ist uns aus der muslimischen und
mittclalterlichen Mathematik gelaufig. Andere Beispicle hierfiir
gibt Heron: 1/5.1/5 (Heiberg: 1/25) =€ 70 ¢ oder 2/5. 1/3
(2/25) =P e'e z@v e bzw. 800 ¢ 10 .2 Dagegen fithrt Rhabdas
die Berechnung des Nenners noch weiter durch.® So ist: éxtoxts-
whot @F &ydonuoctotérapta TGV Oy S0NK0GTOTETAPTMY, TOLTEGTLY
Lve® (70 560/84 - 1/84 d. 1. 7056tel); oder? €BSopa T@V ER3bpwv
fyouv tescopouxkoctoéwata. Hier wird auf die Berechnung des
Nenners durch Multiplikation noch besonders aufmerksam ge-
macht: morramhootalo xol 6 T €9 goautd, kol yivovrar wd.

! Heron IV S. 260.
? Ebenda IV S. 256 u. 258.
3 Rhabdas S. 126.
* Ebenda S. 1z0.
30
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In einer weit iibersichtlicheren schematischen Form sind uns
Multiplikationen gemischter Zahlen bei Eutokios erhalten. Sie
werden nach der Reihenfolge (a; + by + ¢y + ...) « (ag -+ by
4 ¢y .. .) = (a8, + a;by +ajc, + . . .) 4 (bjay 4- byby + by

o)+ (cqas 4 by 4+ ¢4 + . . ) + (...) durchgefiihrt. Das
Beispiel 3013 1/2 1/4. 3013 1/2 1/4! sieht folgendermalen aus:

L. R AR
2, éxl,yiy L9
Y/ B
3-MM,% ,ap v = 9000 000-}-30000-+9000--1500-750
(= 3060 - 3000 + 3000 . 10 -~ 3000 - 3
1 1
-+ 3000 . 2~+3ooo-4)
4.1\’:1 oke B L' =3oooo+100—!—30-}—5—1—2;(:10-3000
—}—10-10—1—10-3—}—10-;-}—10-;)
5. LR a L Ly =9000—{—3o—{—9—5—1; +;~1¥(:3'3000
+3-10+3-3+3-3 +3-)
6. e EZ L S =1500+5+1;--{-i+§(= 3000
1 1 11,1 1
+2"10+2"3+2'2+2"4
bl SV I AEN e 1 11 1,1, 1
7 uv@LquLg—7go+22T24+8—{16 ~4.3ooo
1 1 T O
Tyt 3ttty
[ ~m7] AT Oy 1
8. 0ot M ,Lymd g = 9082689 16

Hier mufite bei der Multiplikation der Ganzen wieder die Stel-
lenregel verwendet werden. Ein Untereinandersetzen der Posten
erfolgte nicht; es wire auch nur fir die Ganzen moglich gewesen.
Man sieht ferner, daB bei den Additionen Kopfrechnungen in
weitgehendem MalBe durchgefithrt wurden.

! Archimedes III S, 250.
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Die zweite griechische Methode, Briiche oder gemischte
Zahlen zu multiplizieren, besteht darin, dal3 die beiden Faktoren
zuerst in aligemeine Briiche verwandelt werden, die dann ganz wie
in unserem Verfahren nach der Regel: ,,Zihler mit Zihler und
Nenner mit Nenner behandelt werden. Sie heil3t fiir die Nenner:
o pépn mpos FAhnhet

Rhabdasspricht von einer ,,wunderbaren‘‘ Methode, die meist
noch unbekannt sei:? &yé 3¢ ool dpdiveg bmodelfn Yavpasioy Tiva
mepl TebTou pEYodov xal Toig éhhote, Gg &y olouat, dyvesToy.

Doch stammt sie sicher nicht von thm, da sie im Pap. Akhmim
belegt ist und auch an anderer Stelle modmhustacpts Yovpdotos ohv
Tolg pet udTdv hemrols genannt wird.? Das Beispiel 3 1/3.4 1/4
- 5 1/5 wird folgendermaBen beschrieben: xol 2évopey ofitwg “dud
7o éruxohoudolbvra remre mohvmhootdlerg &v ExacTov Enl péposg ob-
g o'y Sk to o vivovzon U (sc Drlttel), 7o &8 Sk w0 & ~i-
vovton 1L, wal o €'e” ylvovton xg * el tobg TotodToug detduads Ted
arrrrovg (also Regel: Zihler mal Zi hlcr) dexanig v W go
(10. 17 = 170) * xol Tedto &xl 7o %’ yivovrar ,dux’ (170 . 26 =
4420). elxo 8V @2Ahprwv ta 2emwre (Nenner mal Nenner) v 8 18
(34 = 12), nul zoite wevtdng & (12 - 5 = 60) T&v yolv ,dux
w5 & hafow Ezee w0 Lomodpevoy, xal Eot 16 £ oy o (4420/60
== 73 2/3). Ein weiteres Beispiel an der gleichen Stelle ist:
21/4-41/5.61/7-91/8; ferner bei Heron* 71/7.41/5-2 1/9 und
61/4-41/8-21/3; diesauch im Pariser Codex 387.5 Rhabdas
fithrt einige z. T. schwierige Aufgaben vollstindig durch. Diese
1\Tultlpl1k'1t10nsmcthodc (rrzpl TGV TOMATAAGIEGLEY TGV E76vTwY
peon povadog xul wopta)S wird als edpfyavos uédodog bezeichnet.? Die
Beispiele sind: (3 1/3 1/14 1/42) - (3 1/3 1/14 1/42), dann (5 2/3 /3
1/331/1101/330) - (82/3 1/4 1/156) und (5 1/5 - 71/7) - (9 1/6 1/18).
Bei der 2. Aufgabe z. B. wird die Stammbruchreihe 2/3 1/5 1/33
1/110 1/330 in den allgemeinen Bruch 300/330 verwandelt, der

1 Siehe S. 424; vgl. Rhabdas S. 124.
2 RhabdasS. 1z20.
* Heron IV S. X1V.
Heron V S. 96, 941.
® Ebenda IV S. XVII.
Rhabdas S. 124.
“ Rhabdas S. 120.
30*
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zu 10/11 gekiirzt wird. Aus dem 2. Faktor macht Rhabdas
8 144/156 = 8 12/13. Die weitere Rechnung ist nun: 5 10/11
- 812/13 =65/11+116/13 = 7540/11 - 1/13! = 7540/143 = 7540:
143 = 52 104/143 (= VP ol pd ExaT06TOTEGCRPANOGTOTPLTR, BTV
motobat pépn wovddos st uxd’’ (und’’) xal Bood” .. ) =752 2/3
1/18 1/429 1/429 1/2574. Bei der Multiplikation® 122 15/42 . 144/42
wird der Doppelbruch beseitigt, indem 12214/42 zu 245/84 er-
weitert wird. Es heilt jetzt weiter: ¢ avayxfs(!) odv dimhactdlen xal
7o oS uB* (144/42) el yivovron 78 * Gy (288/84). Wir sehen also,
wie hier beim Multiplizieren iberflissigerweise ein gemeinsamer
Nenner hergestellt wird, was zudem noch als ,,notwendig* be-
zeichnet wird.

Auch der Papyrus Akhmim enthilt ein groBeres Beispiel fir
die Multiplikation nach der zweiten Methode, womit nachgewiesen
ist, dal Rhabdas auch in diesem Punkte alte logistische Tech-
nik vermittelt. Es soll hier® 1 2/3 1/11 1/22 1/66 mit 1 1/2 1/29 1/58
multipliziert werden. Zuerst wird fiir die Stammbruchreihen das
Aquivalent 9/11 bzw. 16/29 aus Tabellen entnommen. Die wei-
tere Rechnung ist dann: 1 9/11 - 1 16/26 = 20/11 . 45/29, worauf
nach der Regel: ,,Zdhler mit Zihler, Nenner mit Nenner' dic
Produkte 20 . 45 = goo und 11 . 29 = 319 gebildet werden.

Das Multiplizieren von Sexagesimalbriichen konnte nach der
obenbeschriebenen ersten griechischen Methode vollzogen werden.
So wire 37%'55" - 37%'s5" = 37°.37° + 37°- 4" + 37°. 55"
43704 4 455 55370 55 4 4 55T 55T
Bei einer solchen Anordnung hitte man sich aber einen Vor-
teil, die Kolumnenschreibung gleicher Potenzen von Sechzig,
entgehen lassen. Es scheint, dal3 schon in dem Originaltext dieses
Beispieles bei Theon ecine dhnliche Gruppicrung cingehalten
wurde. Zwar werden die Rechnungen immer noch umstandlich
im Text Wort fiir Wort beschrichen, so dall man die schemati-
schen Anordnungen, wie sie Halma (und nach ihm Nessel-
mann und Friedlein) gibt, als Zusitze spiterer Abschreiber
ansehen kénnte. Doch gerade bei dem genannten Beispiel wird
im Text (wenigstens in dem zu Rate gezogenen Niirnberger

1 &vdénara 6V TELORALOERITOY FTOL EXUTOGTOTECGRPAROGTOTELTA.
2 Rhabdas S. 126.
3 Pap. Akhmim Aufg. Nr, 25.
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Codex)! durch die Wendung &g dmovéyparmtor auf ein Schema
hingewiesen, das dann allerdings nur mit Abweichungen dem
von Halma angegebenen entspricht. Es steht dort statt:

379 4 55" auf fol. 72 verso des gen. Codex:2
nur AC 8 vé
37° 4 55" A 8 vE
1369 148 20335” otES oy Bhe  dE yiE
148 16 220" piry — ¥ %

L1117

2035 220" 302 Brg .~
2) o > 7i

’ 111 1t

1375 4 14”7 10 25

Wir schen die Angabe der Benennungen (Indices) iiber den
Zahlen, vor allem aber fehlt die SchluBaddition (mit Strich), die
nebst den noch nétigen Umwandlungen wieder im Haupttext
vollzogen wird. Aullerdem stehen die aus den einzelnen Teil-
produkten entstandenen Summen (z. B. 14816"7220""") nicht
in jedem Fall in derselben Zeile, sondern man sieht z. B. bei der
4. Zeile an der Summe 14816”7220, dal der jewelils freie Platz
ausgeniitzt ist. Wenn also auch schon das Bedtrfnis nach tber-
sichtlichen Gruppierungen nachweisbar ist, so kann doch von
einer konsequenten Durchfithrung noch keine Rede? sein. Ein
anderes Beispiel bei Theon zeigt dies ebenfalls. Es soll 103%53’
23" mit 48°31"35"" multipliziert werden. Das zur Erginzung der
Rechnung im fortlaufenden Text beigegebene Schema zeigt die
folgende von der anderen ganz verschiedene Form:

PY & iy | ous | ey | JExEe |y |,
A7 A ve Brp | ude i | JAGEE
/6'-’98 |

Das Ergebnis ist (in unserer Anordnung):
4944" 3193" 5665
2640" 1705" 3025’
1104/1 71311/ 12651111

5043 35" 15" 397 15
1 Norimb. cent. 5, 8 app. 2°.
2 Richtungspfeile zwischen den zusammengehdrenden Briichen sind von
mir erginzt! Theon von Alexandria S. 117.
3 Il’benda S. 254, Cod. Norimb. fol. 82 v.

rrrt
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Man sicht, es werden die héheren Einheiten (hier Sechzigstel-
potenzen) herausgezogen, wobei wieder die Kopfrechnung je
nach der Fahigkeit des Rechners Hilfe leistete.

Schwierigkeiten machte bei der sexagesimalen Multiplikation
héchstens die Bestimmung des Stellenwertes (ei30c). Alle Schrift-
steller, die die Sexagesimalrechnung behandeln (Theon, Maxi-
mos Planudes, Barlaam, der Anonymus des Pariser Co-
dex 4353), geben zur Bestimmung des €ido¢ des Produkts aus-
fithrliche Regeln, die fiir ganze Zahlen ihre Parallele in der er-
wihnten Stellenregel des Archimedes haben. Bei Barlaam
ist eine solche in Proportionsform ausgesprochen:! éav mA%dog
ToMaTAAGLEGT, TATYog, EaTan O¢ &V Tob wolhamhastiavros (1) weds Thy
uolpay, oTwg &v T&Y &v TH Ywopdve Tede &V &V T0 TOAMMATAUGLOG-
Yévm, also fir 1/60™ * 1/60" = 1/60* gilt: 1/60":1 = 1/60%
:1/60™. Da die Produktengleichung bekannt war, folgt' X=m
-~ n. Im néchsten Theorem (16 do9ev 7AGdog hemtév €xi 70 Sobey
AR Y0 Aemtdv molharhastovre (!) oxédoodar Tl T6 yevopevoy) ergibt
sich als Regel fiir den praktischen Gebrauch, die schon ohne Be-
weis empirisch feststellbar war (xavav & wopatnpficens), dall man
die Exponenten, die auch wieder als cbsrotyor douduotl bezeichnet
sind (sie stehen ja auch {iber den Zahlen!) addieren muf. In er-
midend ausfithrlicher Weise werden die Multiplikationsregeln
beim Anonymos des Par. Cod. 453 besprochen. Der Anfang
lautet: @) 4 piv poipe &p° & dv eldog morhamhaciacdy), 0 adTh
eldog woel

L) ~do modTe heTeTe TN Copdvn 1 o T
ETTL YUQR TIRWTY AETTTU TTOAVTIAAGLALOLLEVY] 7) [LOLDOL ¥} [LOLROLL
\
o4

TpdTe hemte Tooloy © wol Gvamodw AemTe TpdTe &ml polpav B

T
uotgog motel mpdTo AemTd, Hal squ bpotes * poipo Eml debrepa, ded-
Tepe motel wal Eml tolta, Tplte xul E€%c - mpdTo 8¢ &l wpdiTa wotel
dedtepa %702

Ahnliche Ausfithrungen stehen bei Theon von Alexandria
und Maximos Planudes.® Die Reihe der verwendeten Sechzig-

stel schlieit meistens bei den &eta. Hieriiber sagt Planudes:?

Barlaam III. Buch Satz 2.

Diophant II S. 6.

PlanudesS.26; Theon (S. 111ff.) bezieht sich hierbei auf Diophant

(s. IT S.35), der (inI1S.8ff.) die entsprechenden Regeln fiir 1/x, 1/x® usw.

ausfiihrlich behandelt hat. Siehe auch das ,,Opusculum®, ed. C. Henry.
4 Planudes S. 28.

N
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pEyprs av Exta * 0 8 Omép Talra meplepydv Te nol EAAWG TEPLTTOV.
Eine Hilfstafel, die alle diese Einzelregeln zusammenfaft und
die auch die Sexagenae enthilt, ist fur die griechische Mathe-
matik nicht nachweisbar. Eine solche findet sich in der kommen-
tierten lateinischen Ubersetzung der Logistik von Barlaam
durch J. Chamber.! Sie umfallit die Produkte 60™ - 60" fiir m
und n von 6 bis —8 und sieht (auf 3 bis — 3 verkiirzt) folgender-
malen aus:

37 28 1Y o 1 2 3
5| 6 ‘14 |3 2L B
2 775‘”3 4 | 3|2 ' | o ' 1’
1! 4‘\ 3 ‘2‘7 il i T ‘ 2’
o} 3‘ S : 1 ”5771’7‘77277”3"”
N AraEarra
2116 | ] 2] L I - 4
ylo|v|2]s|4]s]|6

Im iibrigen waren die Multiplikationen auch ohne Tabellen
leicht ausfiihrbar, wenn man bei den potpor begann und sorgfil-
tig die Teilprodukte Schritt fur Schritt weiterriickte, wobei der
Wert der Einfithrung des 00dév-Symbols ,,0° sich deutlich zeigt.

Die Division einer gemischten Zahl oder einer Stammbruch-
reihe durch eine ganze Zahl ist identisch mit einer Multiplikation
mit dem zugehérigen Stammbruch und macht keinerlei Schwie-
rigkeit, besonders wenn Tabellen zur Hand sind. So ist Z. B.
(31/8 1/12):7 = 3/7 - 1/56 + 1/84 = 1/3 + 1/14 + 1/42 + 1/56
+ 1/84. Wesentlich schwieriger ist dagegen die Division durch
eine gemischte Zahl bzw. eine Stammbruchreihe. Als ein ausfithr-
liches Beispiel steht bei Rhabdas? die Division 10:(3 1/3 1/14
1/42). Eine Durchfiihrung nach dem dgyptischen Verfahren wiire
recht umstiindlich, obwohl die dgyptischen Texte zeigen, daf3
man die Methode beherrschte. Hier wird stattdessen ein Haupt-
nenner zu der Bruchreihe des Divisors gesucht und dann (wieder

1 Chamber S. 78 u. 102.
2 Rhabdas S. 124f.
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tiberfliissigerweise wie bei der Multiplikation, wenigstens von
unserem Standpunkt aus) der Dividend auf denselben Nenner
gebracht. Es heiit im Text: dvoddo tov totolrov gptdudy el ta
cuynetpeve adTd pdpte, TATNY GROTEG TOLOY £0TL TO EAdyLoTOY adTiV
u€oog . . . nol Gvehdm xal Tov peprlopevoy dotdudv dpolws elg Ta
adte. . . . Es liegt also folgende Rechnung vor: 31/3 1/14 1/42
= 144/42, was zu 24/7 gekiirzt wird. Nachdem der Dividend 10
zu 70/7 erweitert ist, hei3t die Division 70/7:24/7. Damit ist der
Zweck des uns tberfliissig erscheinenden gemeinsamen Haupt-
nenners sichtbar: Man will vergleichen, und zwar die 70 Siebtel
mit 24 Siebtel, hat also nur noch die Messung 70:24 zu erledigen.
Der Schlul3 der Aufgabeistdann: 70:24' = 3—2/24 = 2 2/3 1/4.

Ein weiteres Divisionsbeispiel mit einem Bruch als Divisor
steht in dem schon mehrfach erwihnten Pariser Codex 387,%
wo das verwendete Verfahren als Methode des Diophant be-
zeichnet wird. Um auszurechnen, welcher Teil von 24 der Bruch
4/5 ist (also 24:x = 4/3), wird 24:4/5 bestimmt, was, ,,da von
Finfteln die Rede ist," mit dem Hauptnenner 5 durchgefihrt
wird. Es ist nun 120 Finftel: 4 Fiinftel = 30. Der Text lautet:
Ta téocapn €'’ 7l pépog elal wpog To w8 Epoluev olv oltwe vutd
=iy 700 Atogdvrov pédodov * Emeldy mepl €7’ 6 Mvog, mevtanig T
28+ ylvovror gL wod émeldn 8¢, AdBe pépog & tév px’, bmep
¢atl tolavro * xod Eott o 8" elg to %8 pépog N'. Am Schlull
folgt die Anweisung: Oltw moter xota wavtog Yhpoy, G7e Aerre elev:
,,Mache es so in jeder Rechnung, in der Briiche vorkommen!*

Auch Barlaam beschiftigt sich mit der Division allgemeiner
Ausdriicke: 6700y wap’ 67olv Suvatdv ot peploor.® Spiter*
stellt er sich die Aufgabe: <0 Sodev mapa 70 Sodév peploavry,
orédasdar b yiverat. Der bei der Division iibrigbleibende Rest
(L—z) mub als neuer Dividend wieder mit dem Divisor (5) gleich-

b

namig gemacht werden. Das Resultat ist ein Bruch, aus den

d
neuen Zihlern ad u. b¢ gebildet, also (‘; )
¢

1 Es wird also hier zuerst 24 mit 3 . 24 — 72 verglichen.
2 Heron IV S. XIV; hiezu S. 429 Fufin. 2.

3 Barlaam II. Buch Satz 28.

4 Ebenda II. Buch Satz 38.
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Die Division von Sexagesimalbriichen wird von verschiedenen
Autoren eingehend erkldrt. Das Beispiel von Theon war schon
oben (S. 403) behandelt worden, da es lange Zeit iiberhaupt als
cinziges Beispiel fiir die Division in der griechischen Logistik
galt. Wihrend Theon erst bei Bedarf die Umwandlung in die
kleineren Einheiten (Potenzen von 60) vornimmt, wird bei Pla-
nudes! bei der Division 3%23"54"":2%34'24"" alles sofort in Sekun-
den verwandelt und dann die Division 12 234" :9264" durch-
gefiihrt. Die Rechnung nimmt folgenden Verlauf:

12 234" also tmal = 1°

—  9264"

Rest 2 g70"
= 178 200"’ 19

9 264"

1t

Rest 2184
rrrr 17

Rest = 131 040 14
9 264”

Das Ergebnis ist 1%19'14"". Es wird dabei der Rest in Sekunden
bzw. Terzen verwandelt, da ,,der Dividend grofler sein mul} als
der Divisor‘‘.?

Auch hier ist es wieder nur die Bestimmung des £idog, die
Schwierigkeiten machen kann. Die diesbeztiglichen Regeln wer-
den mit derselben Breite wie die fur die Multiplikation bespro-
chen. So von Planudes,® Barlaam, Theon* und dem Ano-
nymos des Pariser Codex 453.5 Eine dieser Regeln lautet: 1/60%
11/60% = 1/60%3, eine andere 1/60°:1/60% = 1/60%3, also all-
gemein®: 1/60™:1/60" = 1/60™™". Derartige Regeln, die sich em-
pirisch aus der Praxis ergaben und an deren Beweis man wohl erst
spater heranging,$ sind als Vorliufer der Potenzrechnungen an-
zusehen ebenso wie die Archimedische Stellenregel bei der Multi-
plikation. Barlaam spricht dies folgendermaBen aus:? wiv eidog

Planudes S. 27 f.

Ebenda S. 17.

Ebenda S. 28 f.

Theonv. Alexandria S. 116.

Diophant IL S, 11ff.; 4= v & ddarpovpévey T xartaheimovrar B (S. 14).
Theon S. 112ff. ? Barlaam III. Buch 5. 9 (népiopa debregov).

& T a2 e
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dividiert durch eine poipx, ergibt dasselbe eldoc; wév eldog divi-
diert durch mpée, gibt das vorhergehende el8o¢ (6 mposeyéic
mpd adTob); miv eldog dividiert durch 3edtepa ergibt o g wpod
abTob, durch tpite, 6 Tpig w6 adtol usw.! Damit konnte man auch
ohne die sonst recht umstindlich in Proportionsform gegebene
Regel? die vorkommenden Divisionsaufgaben erledigen.

Die Logoi.

Im Zusammenhang mit der Betrachtung der Briiche mul} auch
auf die Adyor eingegangen werden, die vielfach da auftreten, wo
wir Briiche erwarten. Thre Einteilung in 5 Hauptgruppen wird
von allen Autoren, die ,,zur Einfuhrung in die Philosophic®
Arithmetikblcher verfaliten, ausfithrlich geschildert. Boetius
tUbernimmt diese Einteilung, aus der wir die lateinischen Namen
der griechischen Termini erfahren.®

In seiner Theorie der Arithmetik betrachtet Nikomachos
zuerst die Zahlen fur sich (76 %o’ ab7d mosév) und dann in ihrem
Verhalten zueinander (petepydpeda xol ént ©o wpos mv).* Hier geht
er bei der Behandlung des ungleichen ,,gegenseitigen Verhiltnis-
ses'’ auf die fiinf verschiedenen Arten (eid0c) des Verhiltnisses ein.

Ta) Im morhamidoiog héyos a:b ist der mpbhoyos a ein Vielfaches
des Yméhoyos (= Smaptdpiéc) b. Die einzelnen Glieder werden auch
goot genannt. Tamblichos definiert so: ..., étav Sueiv dpwv 6
&repog TV Erepoy wheovdnlg ¥ dmal xatopeted] mhnpobvtes.S Zu dem
morhamAaotos Adyos gehort als Gegenstiick

Ib) der dmomoMamddotog héyos. Hier ist b ein Vielfaches von a,
so daB der Zahlenwert (mogbtng, wniwdrng)® des Smomorhamhdatos

1 Also: 60™/6073 = 6om+3,

2 Barlaam III. Buch Satz 9.

3 Boetius S. 46 ff.

4 Nikomachos1 S.44f.

5 Uber den émpbptog 2éyog in einer voreuklidischen arithmetischen Schrift
siche Tannery, M. sc. III S. 244 {f. Die Logoi werden behandelt von Ni-
komachos, Theon v. Smyrna, Iamblichos, Domninos, Pseudo-
psellos, Boetius, Martianus Capella; ferner geometrisch bet Euklid
und numerisch in den Euklidscholien.

8 Siehe oben S. 411. ’
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26yv0g immer cin Stammbruch ist, wihrend er fiir den wolemhd-
atog Abyos die ,,gleichnamige'’ ganze Zahl war,

ITa) Der &mpbproc Adyog ist dann gegeben, wenn a die mit ihr
verglichene Zahl einmal ganz enthilt und noch cinen Stamm-

. . n-+1

bruchteil von ihr dazu, alsoa =b 4 1/n. b = Bl b. Es ist
die ratio superparticularis von Boetius. Nikomachos defi-
niert: 6 £ywv &v Exutd TOV cuyxpvdpevoy Grov xal pbotov adTod &y
71;! eine andere Definition, die dasselbe besagt, lautet: Aévyog,
GTov TEV GuYZpopEvey Spwv 6 peltlwv Eyy Tov hotmov wal Etu &y od-
7o phptov yevixbiz.?

IIb) Der Omempbprog Abyoc liegt vor, wenn umgekehrt b = a

. n
4+ 1/n.aist, oder a =——.
n-—+1
IITa) Die nichste Gruppe umfal3t den &ripepie 2dvos (super-
m-+n ., .
particns). Hier ist a =b 1— —.b= mirn .b. Ein e&mpepng
n n

Xvog ist z. B. der émiditpirog Mdyog 5:3. Zu 3 kommen beim mpé-
hovos noch 2/3 von 3 dazu (éxt und dSitprzog), was unter dem Ge-
sichtspunktder Komplementbriiche auch alséridipepic (eskommen
noch die 2 Teile dazu') bezeichnet wird (sogar 8ig énirpiroc!).
IIIb) Im dmempeeds Abyos (subsuperpartiens) ist umgekehrt
n

4= ——.

m -+ n
IVa) Im moldemiactempdoros Adyos (multiplex superparticu-
laris) enthdlt der wpdhoyos den bmbéhoyoe ofter als einmal ganz
sowiec noch einen Stammbruchteil desselben dazu, also z. B.

16:5; hier ist 16 = (3 -+ 1-) . 5.

IVb) Die Umkehrung ist der dmomodiemiuciemipbplog AGyos
(multiplex subsuperparticularis); z. B. §:16 = 1:3 1/5.

Va) Beim molarmhocenipephns Abyog (multiplex superpartiens)
ist der wpddovog ein Vielfaches des dméroyog, der noch um ,,péon

von ihm vergréBert ist, z. B. 17:5. Es ist 17 = (3 —I——2

1 Nikomachos 1 S.49. Wir haben also denselben Terminus (cuyxptvery)
wie beim Dividieren! Siehe oben S. 3909.
2 Tamblichos 1 S. g0.
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Vb) Die Umkehrung 5:17 = 35:[(3 -+ 2/5) . 5] heiflt: dmomox-
hamhaotemipept)s Adyog (multiplex subsuperpartiens).

Einige Beispiele seien noch mit ihren griechischen und latei-
nischen Namen angegeben. Es gehoren zu:

Ia) morhamrdorog == multiplex 2 : 1 = 2 duwddorog duplus (nume-

rus); 3:1 = 3 tptmAdotos triplus; 4:1 = 4 tetparidotog

! e LA 3
quadruplus; n:1 = n wolumhactos (6cumwAdstos) multi-
plus.

Ib) dmmorhamhdotog = submultiplex 1:2 = 1/2 modimidsies sub-
duplus; 1:3 = 1/3 Umotpimidotog subtriplus; 1:4 =
1/4 Ymotetpamidotog subquatruplus.

ITa) émpbprog = superparticularis 3:2 = 1 1/2 fuibhog! ses-
qualter, superdimidius; 4:3 = 1 1/3 é&rnirpirog ses-
quitertius; 5:4 = 1 1/4 emtétapros sesquiquartus.

IIb) Smemupdprog = subsuperparticularis 2:3 = 2/3 Yonuidiiog
subsesqualter; 3:4 = 3/4 Ymermitpirog subsesquiter-
tius; 4:5 = 4/5 dmemitéTaprog subsesquiquartus.

I11a) émpep?g == superpartiens §5:3 = 1 2/3 gmtdipepfic = &mLoi-
Tprtog = dwsemitpitog superbipartiens, superbitertius.
7:4 = 1 3/4 &mutplpeptc = EmiTpLTETUOTOS = TOLGETL-

TézupTog supertripartiens, supertriquartus; 7:5==1 2/3
deeninepmrog; 8:5 = 1 3/5 ~pioewinepmtog = &mitol-
TIEUTTOS; Q1§ == 1 4/5 EMLTETPOpEphs = ERITETPUATEUTTOS
superquadripartiens, superquadriquintus.

IIIb) Omemipeptjs = subsuperpartiens 3:5 = 3/5 Umemdizprroc?;
- A4 ’

5:8 = 35/8 bmemirplrepmroc.

IVa) molhamhactempdoros = multiplex superparticularis 5:2 =
2 1/2 dimhacrepfuiovs duplex sesqualter; 7:3 = 2 1/3
Simhustenitortos duplex sesquitertius; 7:2 = 31/2

Teumhuctegious triplex sesqualter; 16:5=3 1/5 7pu7-
mhoateninepnTog triplex sesquiquintus.

IVb) brormorramhociemudpos = submultiplex superparticularis
2:5 = 2/5 Umodimiaciepiuious subduplex sesqualter;
3:7 = 3/7 Umodimhacteritptrog subduplex sesquiter-
tius.

1 & mpog TH Bl el 16 Heou Exev.
* Hierfiir konnte ich keine speziellen Beispiele finden.
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Va) morhamhactenipepr)s = multiplex superpartiens 8:3 = 2 2/3
dumhaaiemidipepnc = Simhaatentditprros duplex super-
bipartiens; 11:4 = 2 3/4 duthactenitpLyeptc = Sumho-
cremirpttéraproc duplex supertripartiens; 19:5 =3 4/5
TPLTAAGLETITETPUUEPNG = TPLTALGLETLTETPAREUTTOS tri-
plex superquadripartiens.

Vb) dromodramhacenipepns = submultiplex superpartlens 3:8
== 3/8 Umodimhacemditpiros subduplex superbiparti-
ens; 4:11 = 4/11 Ymodimhuctemitpttétapros; 6:23
= 6/23 ImoTpimiactenimévitenToc.

Die A6yo. als Briiche, der Bruch als dgtduds.

Es war oben?! davon die Rede, daf die griechische Mathematik
keine Briiche gekannt haben soll, sie habe dafiir immer die Logoi
verwendet. Es ist richtig, daB3 die wissenschaftliche Mathematik
die Briiche auszuschalten suchte, wenigstens fiir die Zeit ihrer
ersten Blite. Dall aber der beabsichtigte Zweck nur unvollkom-
men crreicht wurde, zum Teil wohl wegen der Unméglichkeit,
sich vollstindig von logistischen Gedanken freizumachen, zeigen
zahlreiche Beispicle von Archimedes bis in die Spitzeit. Ein
Teil der Autoren wollte aber vielleicht den philosophischen
Glaubenssatz von der Vornehmhelt der ganzen Zahl? bewult
nicht mitunterschreiben.

Dall man bei der Festsetzung der Terminologie immer an die
Briiche dachte, ist schon daraus zu sehen, daf3 alle Fachworter
mit wéeov und pépy gebildet sind. Schon dadurch ist ein enger
Zusammenhang zwischen den Logoi und den Briichen, insbeson-
dere mit dem Komplementbruch (dmemipéproc) hergestellt. Im
empbplog Adyes a:b = (n + 1):n ist der wpbloyos gleichbedeu-

tend mit der gemischten Zahl 1 ! b. Wenn Archimedes davon
n

spricht, dal} BA |, ,gegeniiber EZ ecin Drittel dazu an GroB3e ist®
(= émitpirog toc EZ pdxer), so meint er nicht nur BA:EZ = 4:3,
sondern chenfalls BA = 4/3 EZ3. Des Archimedes Kommentator

Siehe oben S. 410ff.
Siehe oben S. 410, I'ufin. 1.

1
3 Archimedes II S. 302.
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Futokios weist ausdriicklich darauf hin, dall man bei den
Logoi ohne Teilung der Einheit nicht auskommt.*

Auch die Entstehung der beiden Formen (des arithmetischen
Logos sowohl wie des Bruches) aus derselben Operation, dem
Dividieren, zeigt ebenfalls die nahe Verwandtschaft. Wie dem
Berechnen des allgemeinen Bruches cin cuyxpivewy vorhergehen
mub, so werden auch beim gegenseitigen Verhiltnis zweier Zah-
len diese miteinander ,,verglichen'‘.? Genau wie bei dem Divi-
dieren heiB3t es auch hier &pidpds Emetdav &v cuyxoloat mpog Exepov
Yewpfiton . . . oder énatdav petlovt cuyxpivnror.® Auch bei den Logoi
kommt, wenn sein Wert untersucht werden soll, wic bei der
Division nach dem euyxpivery das apaipsty des Kleineren von dem
GroBeren (sl 8¢ mheovdng W) dmel dompedels 6 ErdrTwv drd ToD
uetlovoz. . . .).4 Der Logos hat genau wie der Bruch secinen
Zahlenwert, scine Quantitit (mhwxbTrg; TocbTns). So ist dic make-
wbrrg des urdhiog Adyos 1Y (povig o xut ueev). Von ihr sprLchcn
Domninos® und Barlaam;® dieser definiert die mriwdzns - ge-
nau wie bei der Division den Quotienten ~ als die Zahl, m1t der

man den Sméhovos (Divisor) multiplizieren mul3, um den =géhovyos
(D1\71denden) zu erhaltcn THALOTNS Nr(ou gotl dptduds, 05 WOk
Aomhactalbuevog ¢nl Tov 10U Abdyou bbroyov Goov, motel Thy mpdhovov.
An einer anderen Stelle? wird zur Aufgabe: edpelv 705 dodévrog
Myou A:B Ty wrhdrgre angegeben, daBl A durch B geteilt
werden mul (uepreditw 6 A mapa tov B). Dal es sich dabei nicht
um eine spitbyzantinische Auffassung handelt, zeigen die Zeug-
nisse fritherer Zeit. So wird bei Archimedes® der 24vyoz 6336
:2017 1/4 der Zahl 3 10/71 in Anniherung glcichgcsctzt. Es
heiBt da: dvamadey Jpo ) meptietpos Tob TOALYMVOL wEOS THY Oud-
LETPOY {l.r. Zova hévyov EyzL qrcp, gthc weds Bl 8 (= 6336 2017 1/4)

0T

gmep =0y, GG 87 petlovd oty ¥ pimhastove wal 3éxx oo’ (=3 10/71).

1 Siehe u. S. 455.

2 Siehe o. S. 447.

3 Nikomachos 1 S. 46, 47.

4 Domninos 1 S. 420.

5 Domninos 2 § 3,0l 76v hywv mhiwmdrres’.
8 Barlaam V. Buch, Def. 1.

7 Ebenda V. Buch, Satz 1.

8

Archimedes I S. 242.
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An ciner anderen Stelle?! ist das Verhiltnis 11:1148 ungefihr
der Zahl 1/100 (= 11/1100) gleichgesetzt. Noch eine dritte Stelle
ist dafiir anzugeben. Sie lautet: 2 el xo & yovio & wepreyopéve Hred
v OM, OO peilov 3 tés pdag Snpedelous &g Siopdpro TobTwy
Q¥ pepea.

Es wird hier aus der Verhiltnisungleichung OO0 M:AAZE>99
;100 gefolgert, daB OO M »gg/100 AAE oder,da AAE>1/200 R,
daB OOM )gg/20 0oo R ist. Hieraus ergibt sich wenigstens fiir
Archimedes die Identitit von Bruch und Verhiltnis, das ja
auch wie ein Bruch gekirzt werden kann.® Dasselbe sehen wir
auch bei Pseudo-Psellos.* Wenn dieser bei der Behandlung
des regelmibigen Fiinfecks sagt, dall 4 7ob isemhedpon xal looyw-
viov (yovia) érimeumtos Eotar &pd¥c, so will er damit das gleiche
sagen wie 7 Seiten spiter, wo es heifit: Der rechte Winkel und ein
Funftel (vovie dpd4 xal méumtoy).

Auch Eutokios spricht in einem Kommentar zu den Kegel-
schnitten des Apollonios® von dem Zahlenwert des Logos:
Wenn man ithn mit dem zweiten Glied des Verhiltnisses multipli-
ziert, erhilt man das erste (870 adt)) ) TrlnbTng TorlamiacLalo-
pevy émi Tov embpevoy Goov Tl Adyou motel Tov fyodpevov). Niko-
machos,® ein sonst unbekannter Heronas? und Barlaam?
sprechen dassclbe aus.

Sollen, was z. B. fir die Akustik von Bedeutung ist, Verhilt-
nisse miteinander multipliziert oder dividiert werden, so ent-
wickeln sich Rechnungen, die der Multiplikation und Division
von Briichen entsprechen. Man hiel dies ,,zusammenlegen’’ und
»wegnehmen der Logoi. So ist bei Domninos zu lesen: ,,Man
sagt, ein Logos ist aus Verhiltnissen zusammengesetzt, wenn die
miteinander multiplizierten Quantititen® der Verhiltnisse ein
solches machen'! (Adyog 88 &« Movwv ouyxelodar Aéyeror, Stov af T@v

1 Ebenda II S. 230.

2 Ebenda II S. 233,

3 Siehe oben S. 377, 429.

1S, 79.

5 Apollonios IT S. 218.

% Nikomachos 2; nach Eutokios (Archimedes IIT S. 120).
" Archimedes 111 S. 120.

8 Barlaam V. Buch, Def. 1.

® Uber mosttrg und mvhxdrrg siche auch oben S. 411.
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Myev mihwmbtytes €9 gautdg molamhactacdeloul mwoldol Twvo)l.
In der nachtriglich, aber doch vor Theons Redaktion,® ecin-
gesetzten funften Definition des VI. Buches der ,Elemente
steht derselbe Satz; Archimedes,® Eutokios,* die Scholien zu
Euklid®und Barlaam?® beschiftigen sich mit ihm. Man kann
also die Zahlenwerte der Logot, wobei es sich nicht immer um die
Abmessungen von geometrischen GréBen handelt,” multiplizieren
und dividieren. In einem Beispiel® werden die Logoi 2:40 und
40:8 zu 2:8 ,,zusammengesetzt’’, also (2:40) . (40:8) == 2:8 be-
rechnet. Im Text steht: 2:40 = 1/20 (etxostév pépog, nicht viel-
leicht Smewocimidoloc) und 40:8 = 5; da nun 1/20. 5 = 1/4 ist,
ergibt sich das Resultat 2:8 = 1/4 (tévaprov pépoc). Dies alles
entspricht genau dem Multiplizieren eines Bruches; man sicht
deutlich, wie der Rechner immer dann, wenn es sich um die wirk-
liche Durchfithrung der Berechnung eines Logos handelte, nicht
von dem Gedanken an die Briiche loskommt. Und daf} dies nicht
etwa nur die Ansicht von Rechenmeistern war, dafur biirgen die
Namen eines Eutokios oder eines Domninos, der in wohl-
tuendem Gegensatz zu den philosophierenden Zahlenmystikern
steht.?

Auch unter einem andern Gesichtspunkt sind die Stellen, die
das Vorhandensein von Briichen neben den Logoi dartun, be-
deutungsvoll. Sie kénnen zum Beweise dienen, dafl man nicht
immer nur die ganze Zahl als ,,Zahl** (GptYpdc) auffalite. Euto-
kios spricht an der genannten Stelle!® von Logoi, deren Quantitit
eine ganze Zahl ist (Buvatdy €otwv dpdpidv SAdxdmpov elvar Ty
b TrTe). Also gibt es auch Logoi, deren Quantitit keine gan-
zen Zahlen sind. Zur Beruhigung derer, die an arithmetisch ge-

1 Domninos 2 § 3; in den Euklidscholien (V, S. 324) notidot wwvo mwgne-
T 24vyou.

2 Euklid II S. 73 Fubn. 2.

3 Archimedes I S. 190, statt cuyxeloSae steht hier cuviimrat.

* Archimedes III S. 120 ff.

5 Euklid VI S. 321 ff. Die mqpaxdrgs von 6:4 =1 1/2 (5. 330).

$ Barlaam V. Buch, Def. 2.

“ Thaer Il S. 37 iibersetzt ,,Abmessungen*.

8 Domninos 2 § 5.

® Tannery, Mém. sc. Il S, 107. -

10 Apollonios II S. 220.
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fihrten Beweisen far Verhiltnisregeln Anstol nehmen, teilt er
mit, dal die ,,Alten* solche Beweise verwendet hitten (ph tupot-
TETO OF TOVg EvTuy Y avovTug TO S TAV aptdpr Ty Sedzty ot tolto *
ol T yap mohatol xEyprvrar Taie Torwdtalg dredeifest); iiberhaupt
gchorten die Logoi und ihre Quantititen (zriudtyree) in den Be-
reich der Zahlenlchre (Aéyor vap ol mndwbrnreg Mvav . . . 7ol
apLdots mpdTwg Vmdpyousw). An anderer Stelle driickt er sich
noch deutlicher aus.! Er sagt: ,,Quantitit des Logos heilt die
Zahl, nach der der gegebene Logos benannt ist* (. . . wihwxdry-
705 SnroviTt hevoudvrg Tol aptdpol, ob mapovupde Eott 6 Jidbuevog
noyos). Der Wert des Logos 12: 3 wire beispielsweise 4, da ja der
Logos 4:1 (zetpamrdouog) vorliegt. Die Erklarung beschrinkt sich
aber nicht auf diese ganzzahligen Logoi. So ist bei ihm die
Quantitit des Logos 9:12 = 3/4 (4 vyop wnhndbtng <ob T wpig
Ty Myou eotl tple tétupra) oder die des Logos 3:2 =115
(8v furov).? Man sicht, dal nach der gegebenen Definition der
Quantitit jetzt auch Briiche zu den ,,Zahlen’’ gerechnet werden.

Mit der fortschreitenden Anwendung der fiir ganze Zahlen
gultigen Rechengesetze auf die Zahlen, ,,die Briiche bei sich
haben®, scheinen jetzt auch diese zu den ,,Zahlen’ gerechnet
worden zu sein. Rhabdas?® bezeichnet 31/3 1/14 1/42 bzw. das
Quadrat davon als Arithmos. Auch bei Domninos ist dasselbe
zuschent Ernennt1%: ,,den 1% (ztva’ §'), nimlich Arithmos,
und nicht ,,das’* (z6). Besonders klar tritt diese Auffassung bei
Heron hervor. Soll man geometrische Aufgaben praktisch durch-
fithren, nicht nur theoretisch, wie es Euklid macht, so gentigt es
nicht, nur die geometrischen GréBen (peyédy) zu betrachten. Man
mul3 auch die zugehérenden Zahlenwerte heranziehen. Heron
spricht da von ,,Zahlen, diec auf den GroBen liegen (émixeipevor
aptdpot).? Das sind natiirlich meist keine ganzen Zahlen. So wird

L' Archimedes IIT S. 120.

* Archimedes IIT S. 124, 126. Vgl. S. 452 Fulin. 5.

3 Rhabdas S. 120.

1 Domninos2, §16. Eine mir withrend der Drucklegung bekannt gewor-
dene Auflerung Tannerys in einem Brief an Hultsch [Isis23, 1936,57-59]
zeigt, daf tatsiichlich der Logos als Arithmos angesehen werden konnte, womit
dieser eben nicht mehr auf den Bereich der ganzen Zahlen beschriinkt blieb.

® Heron IV S. 8o: ... #rol Tdy peyeddv i) TéHV Emreitévoy adtols dotdudy.
Schon Euklid (III S. 16) verkniipft im Satz X, 5§ kommensurable GroBen
3
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tatsichlich z. B. 4 4/5 explizit als ,,Zahl‘ (¢ptdpds) bezeichnet.?
Und wenn ein Bruch als Multiplikator auftritt, der urspriing-
lich nur als ganze Zahl verstanden werden konnte, so ist er eben
auch schon zu ciner ,,Zahl* geworden.”

Wie sind diese Gegensitze in der Beurteilung von Zahl und
Bruch bei den Griechen zu erkliren? Sicher war fur Euklid nur
die ganze Zahl ein Arithmos und Briiche aus der strengen Wissen-
schaft ausgeschlossen, vor allem wohl deshalb, weil nur so das
Irrationale exakt zu fassen war. Aber die ,,Alten*, vondenen Euto-
kios spricht, waren anderer Meinung. Er nennt sogar Archy-
tas® als Zeugen dafiir, dall Arithmetik und Geometrie verwandte
Wissenschaften seien. Deshalb diirfe man - das war die Schlul3-
folgerung des Eutokios — die eigentlich in das Gebiet der Geo-
metrie (padquate) gehérenden Logoi auch numerisch behandeln,
indem man statt der Logoi ihre Quantititen, ihre Zahlenwerte
(mrredThTES) setzt.

Dafl Eutokios damit die richtige Meinung des Archytas
wiedergibt, 140t sich sogar aus ciner Stelle bei Archytas selbst
nachweisen.® Er spricht ndmlich dariiber, daf3 die Logistik vor
den andern Kiinsten, was den wissenschaftlichen Gehalt anlange,
den Vorzug verdiene. So kénne sie Beweise fiithren, wo die Geo-
metrie es nicht fertig brichte, da die logistische Behandlung der
Sitze klarer sei ('/.f/‘n Soxel & AovioTirnd woTl Tav dARay coglay Thv
UEv GGV Tey iy 2ol Tokd Swpipsty, dTip %ul Tg {c.(;)[,LC’O'/U""VUO-

a

veatéow mouypaTevzadur ¢ Déher ... nul & &deinel ub & yewpetpl,
h v iv

\

wol dmedetbias & Aoyiomika dmizeaet (1) .. ).

Es war schon davon die Rede® dal} die neupythagoreische
Uberlieferung immer wieder den Unterschied zwischen Zahlen
und dem Zihlbaren hervorhebt. So ist die Einheit (povds), die zu
dem Gedachten (voyrév) gehort, vom Standpunkt des Philosophen
aus unteilbar, wihrend man die Eins (v) teilen kann, da sie sich
auf Wahrnehmbares (aisdv7év) bezieht, mit dem es die Logistik
zu tun hat, die mit benannten Zahlen rechnet oder mit Zahlen,

mit den zugehdrigen Zahlen. Bei Iamblichos 2 (z. B. S. 96f.) haben dice
Flichenstiicke ihre mosdne.
1 Heron IV S. 256.
2 Siehe o. S. 409.
3 Apollonios IT S. 220, 221 Fufn. 1, hiezu Nikomachos 1, S.4u. 5.
4 Diels, Vorsokratiker. S. 273 (nach 1. Aufl. zitiert). 5 Siche S. 360.
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dic ,,Leiber haben®, wie es bei Platon! heillt. Diese Auffassung,
die den Gegensatz zwischen theoretischer Arithmetik und prak-
tischer Logistik wiedergibt, stimmt tibercin mit der Beschrinkung
der Briiche auf die Logistik, an deren Stelle in der Arithmetik die
Logoi stehen. Auch in diesem Punkt miissen sich dic Ansichten
geindert haben; denn es wird ausdriicklich betont,? daf3 dieser
Unterschied zwischen ,,Einheit' und ,,Eins‘‘ frither nicht bestand.
Auch hier wird Archytas (und dazu Philolaos) als Zecuge an-
gefithrt. Damals war wohl der Unterschied zwischen Arithmetik
und Logistik noch nicht klar herausgearbeitet.® Spiiter scheint
dieser Gegensatz wicder verschwunden oder wenigstens zuriick-
gedringt zu sein, wenigstens wenn man von den neupythagorei-
schen Arithmetikbiichern zur Einfithrung in die Philosophie ab-
sicht. Sonst hitte nicht Diophant bei seinen ,,arithmetischen
Aufgaben den Zahlen, die keine Koeffizienten von x oder x? sind,
immer ausdriicklich den Zusatz ,,Monaden* gegeben,* auch in
ciner Aufgabe, in der er mit benannten Zahlen rechnet.® Des-
gleichen muf3 auch Eutokios die Monas teilen, wenn eine Rech-
nung (wie z. B. im Satz des Archimedes iber Kugelsegmente)
wirklich durchgefithrt werden soll. Er sagt da, dafl man eine Tei-
lung der Einheit zulassen miisse; wer es nicht fur die Arithmetik
tun wolle, misse s wenigstens in der Logistik erlauben (és7” 27’
exelvaev durpetéov Ty povdda, 6 el xaul pi) xutd 76 TposTxoy T dptd-
pnTed oAk Th Aoyietind) tuyyevel.t Gleichzeitig siecht man, daB
jetzt die Logistik nicht mehr wie frither eine Angelegenheit der
Rechenmeister ist, sondern dal} sie jetzt wieder ein wichtiges
Hilfsmittel fir die Betrachtung mathematischer Probleme dar-
stellt,? wie es bei den , Alten'* gewesen war, bei denen Arith-

! Platon, Staat VII, 525 D. Zum Unterschied von povdg und &v siehe
Theon von Smyrna S. 19 f.

®Theon von Smyrna$S. 2o.

¥ Des Archytas Lebenszeit wird von 428 bis 365 angesetzt, Platons
Dialog Gorgias (s. 0. S. 361) vielleicht auf 3g0.

1 Z.B. §x2+13—8x ist AYz M (= povdde) 17 A © 7 (Diophant I S.94).

® Aufgabe 30 im 5. Buch (Diophant I S. 384).

¢ Archimedes III S. 120,

7 In dem Gorgiasscholion des Olympiodoros (S. 131) heiBt es, daf3 die
Arithmetik sich mit den Arten der Zahlen beschiftigt (z. B. gerade und un-
gerade), wihrend die Logistik es mit dem Stofflichen (8Aq) zu tun hat. Und
a*
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metik und Logistik ja auch von denselben Lehrern gelehrt
wurde.?

Aus all dem kann man schlieen, dall Eutokios unter den
,,Alten'* die vor der strengen Fundierung des wissenschaftlichen
Systems lebenden Mathematiker versteht. Dann folgt die Zeit
der ausschlieBlichen Verwendung der Logoi in der reinen Mathe-
matik, aus der jetzt die Logistik ausgeschlossen ist. Spiter aber,
von der Zeit des Archimedes an, der die Logoi schon hin und
wieder durch Briiche, die in der Rechenpraxis nie verschwunden
waren, ersetzte und der sich nicht scheute, auch das Irrationale
durch numerische Anniherungen zu erfassen, ficlen die aus theo-
retischen Griinden der philosophischen Sauberkeit geschaffenen
Beschriankungen des Arithmos auf die ganze Zahl fort, so dal}
die Briiche wieder zu Ehren kamen und der ausschlieBliche
Gebrauch der Logoi auf die reine Geometrie beschrinkt blieb.
Nur in den mathematisch wenig hochstehenden, fur die Philo-
sophiestudierenden bestimmten Arithmetiklehrbiichern der Neu-
pythagoreer lebt die alte Uberlieferung weiter fort. Es scheint
tiberhaupt, daB jetzt (bei Diophant, Eutokios, Domninos
usw.) die Logistik zu einer den andern Teilen der Mathematik
ebenbiirtigen Stellung sich wieder erhoben hat, die sie schon ecin-
mal, bei den ,,Alten”, innegehabt hatte, bei denen neben den
Geometern auch die Logistiker 9vpevtinot? waren, Ménner, die
der Wahrheit nachjagten.

So glaube ich, da die Behauptung der Unméglichkeit, cin
Verhiltnis einem Bruch gleichzusetzen, und damit auch die der
Sonderstellung des Arithmos als ganze Zahl nur mit Einschrin-
kungen giiltig ist. Hierbei genligt m. E. der Hinweis auf den
Gegensatz zwischen wissenschaftlicher und praktischer Mathe-
mathik nicht, sondern es muf} vor allem der Wandel in der Ein-
schitzung der Logistik im Laufe der Entwicklung von Archytas
bis Eutokios berlcksichtigt werden.

zwar ist bei ihm das Stoffliche in den Zahlen ,,die Menge der Monaden®.
Also auch hier gehiren die povddes nicht mehr zur theoretischen Arithmetik.
L Hippias minor 366-368; hiezu Tannery, M. sc. IV 61.
2 Euthydemos 290DB.
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