
Sitzungsberichte 
der 

mathematisch-naturwissenschaftlichen 

Abteilung 

der 

Bayerischen Akademie der Wissenschaften 
zu München 

1936. Heft m 
Sitzungen Oktober bis Dezember 

£ 

München 1936 
.ag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften 
/\ in Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung 

. . A 



357 

Beiträge zur griechischen Logistik. 

Erster Teil. 

Von Kurt Vogel in München. 

Vorgelegt von H. Tietze in der Sitzung vom 5. Dezember 1936. 

Dem Andenken Heinrich Wieleitners. 

I nhalt 
Vorwort  357 
Einleitung    359 
Das Zählen (Zahlen- und Ziffernsystem, Fingerrechnen, Abakus) . . 373 
Die Addition 378 
Die Subtraktion 382 
Die Multiplikation 384 
Die Division 395 
Die Bruchrechnung (allgemeine Übersicht)  406 
Der Stammbruch 412 
Der allgemeine Bruch 416 
Erweitern und Kürzen 427 
Addition und Subtraktion der Brüche 429 
Multiplikation der Brüche 436 
Division der Brüche 443 
Die Logoi 446 
Die Logoi als Brüche, der Bruch als Arithmos 449 
Literaturverzeichnis  457 
Namenverzeichnis  464 
Sachverzeichnis1 467 

Vorwort. 

Zusammenfassende Darstellungen über den Umfang und den 
Inhalt der griechischen Rechenkunst liegen schon geraume Zeit 
zurück. Neben dem wertvollen Werk von Nesselmann,2 das 
in den Anfängen stecken blieb, ist vor allem zu nennen das 
Buch von G. Friedlein: „Die Zahlzeichen und das elementare 

Rechnen der Griechen und Römer“ (1S69), das - soweit damals 
möglich - das Thema erschöpfend behandelte, während Heath 

1 Ein Index Graecitatis ist für Teil II  vorgesehen. 
2 „Die Algebra der Griechen“ erschien im Jahre 1842 als erster Teil einer 

kritischen Geschichte der Algebra. (Die genauen Titel wollen aus dem Lite- 
raturverzeichnis [S. 457] entnommen werden.) 
München Ak. Sb. 1930, III  25 
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und Tropfke in ihren großen für die Mathematikgeschichte 
grundlegenden Werken naturgemäß auf die Einzelheiten nicht 

eingehen konnten. Es ist klar, daß in den seit Friedleins Arbeit 
verflossenen 67 Jahren vieles überholt und manches zu ergänzen 

ist. Man kannte damals u. a. die Metrika Herons noch nicht, die 
großenteils noch unedierten Mathematici Graeci minores 
blieben unberücksichtigt, und vor allem waren die Kenntnisse 
der vorgriechischen Mathematik noch gering. Gerade die neueren 
Forschungsergebnisse auf diesem Gebiet zeigen aber, welche 
Kenntnisse den Griechen schon zur Verfügung standen.1 Aus 

diesen Gründen erscheint es vielleicht nicht überflüssig, das alte 
Thema wieder aufzugreifen. Besonders soll die Arbeit zur Zer- 
streuung der alten Legende beitragen, daß man über die grie- 

chische praktische Rechenkunst fast nichts wüßte.2 Es wird sich 
im Gegenteil ergeben, daß sie zu der Höhe entwickelt war, die 
man brauchte, um den elementaren Aufgaben des täglichen Le- 
bens gerecht zu werden. 

Der vorliegende erste Teil wird die Grundrechnungsarten mit 
ganzen Zahlen und Brüchen behandeln. In einem zweiten Teil 
sollen dann die anderen Teile der Logistik, insbesondere die An- 
wendungen an Hand des bereits bekannten und des großen noch 
unveröffentlichten Materials untersucht werden. Ich muß noch 

darauf hinweisen, daß es nicht möglich war, jedes griechische 
Wort in Übersetzung wiederzugeben; dies hätte den Umfang der 

Arbeit unnötig vergrößert, unnötig deshalb, weil aus dem zusam- 
menhängenden Text alles Wichtige ersichtlich ist. 

Zu besonderem Dank bin ich Herrn A. Rehm und E. Wüst 
verpflichtet, die mir stets mit philologischer Hilfe zur Seite stan- 
den. Gleichzeitig spreche ich meinen Dank der Akademie der 
Wissenschaften und der Universität München aus, die die Druck- 
legung der im Frühjahr 1933 als Habilitationsschrift vorgelegten 
Arbeit erst ermöglichten. 

München, 1. Dezember 1936. 

1 Hierzu siehe besonders die Arbeiten Neugebauers, dem das Haupt- 
verdienst an diesen Fortschritten zukommt, in den Quellen und Studien zur 
Geschichte der Mathematik, Astronomie u. Physik. Berlin 1929 ff.  

2 Schmidt S. 138, Tropfke II3 S. 64, 169, Tannery, M. sc. IV S.62-64. 
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Einleitung. 

Wenn wir nach einem angenommenen Untergang der der- 

zeitigen Kulturen uns die Arbeit der dereinstigen Archäologen 

und Wissenschaftshistoriker vorstellen, die versuchen sollen, aus 
dem Schutt der Städte u. a. auch die mathematischen Kenntnisse 
im 20. Jahrhundert wieder herzustellen, so wird das hierbei für 
die niederen Gebiete der Mathematik gewonnene Bild wohl sehr 
bald den geschichtlichen Tatsachen entsprechen, während die 
Klarlegung der anderen Zweige - schon wegen der gegenüber der 
Volksschulliteratur geringen Verbreitung der in Betracht kom- 

menden Schriften - nicht so leicht gelingen wird. So sollte man 
meinen, daß auch wir über die griechische praktische Rechen- 

kunst, die jeder brauchte, der Handel trieb oder mit Verwaltungs- 
angelegenheiten zu tun hatte, zum mindesten ebenso genau unter- 

richtet wären wie über die „wissenschaftlichen“ und philosophi- 
schen Teile der griechischen Mathematik, deren Entwicklung 

zu der staunenswerten Höhe, wie sie erst wieder das 17. Jahr- 
hundert erreichte, als eine der Hauptleistungen griechischen 

Geistes, neben bildender und dichtender Kunst, für immer an- 
erkannt bleiben wird. 

Aber gerade die Werke, deren Verständnis sich naturgemäß 
nur Wenigen erschloß, sind großenteils erhalten, während die 

elementare Literatur fehlt. Der Gründe sind verschiedene. Ein- 
mal war die Herstellung der kostbaren Abschriften zeitraubend 
und lohnte nur bei wertvollem Stoff. Der Volksschulunterricht, 
der, wie wir aus Platon wissen, auch das praktische Rechnen 

umfaßte, spielte sich meist im mündlichen Verfahren ab. Da der 

Unterrichtsstoff lange Zeit derselbe blieb, weil der Aufgabenkreis 
keinen Veränderungen unterworfen war, konnte die Lehrtradi- 
tion gut ohne Bücher auskommen. Zur Durchführung einfacher 

Rechnungen war die Hilfe des Rechenbrettes vollkommen hin- 
reichend. Vor allem aber hatten die Kreise in den Philosophen- 
schulen und Universitäten, denen die Wissenschaft anvertraut 
war, von Ausnahmen (z. B. Aristoteles, Eudoxos, Geminos, 

Proklos) abgesehen, wenig Interesse an den primitiven Stadien 
der mathematischen Wissenschaft, so daß eben nur die klassischen 

Werke studiert und abgeschrieben wurden. Wenn es der Zufall 
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gewollt hätte, wäre trotz allem ein Elementarbuch der Logistik, 

wie die praktische Rechenkunst im Gegensatz zu der Arith- 
metik genannt wurde, oder zum mindesten ein Rechenheft, wie 

es z. B. für die ägyptische Mathematik der Fall ist, auf uns ge- 
kommen. Über die anderen Zweige der praktischen Mathematik 
(theoretische Mechanik, Astronomie, Optik, Musik, Geodäsie) 

sind wir ja auch unterrichtet. Wie aber die Verhältnisse nun lie- 
gen, müssen wir die Kenntnisse dieses Gebietes bei den Griechen 
aus Einzelstellen mühselig Zusammentragen. Es konnte sogar 

der Eindruck entstehen, als ob wir über die griechische Logistik 
so gut wie nichts wüßten. Bei einer genaueren Betrachtung aller 
zur Verfügung stehenden Quellen ergibt sich aber, daß wir doch 

ein ziemlich vollständiges Gesamtbild erhalten können, Hierzu 
soll der folgende Versuch einen Beitrag liefern. 

Erst in die Zeit der Entstehung des mathematischen Systems, 

also etwa um -450, fällt die Trennung zwischen den theoreti- 
schen und praktischen Gebieten der Mathematik. Vorher um- 
faßte sowohl die Geometrie (yewp.£Tpla) die geodätischen Pro- 
bleme wie auch die Arithmetik (apiS-p.vj'rtxv))  die praktischen 
Zahlenrechnungen. Solange noch kein Bedürfnis nach einer 

theoretischen Untersuchung der Eigenschaften der Zahlen vor- 
lag, bestand auch kein Grund, eine theoretische Arithmetik in 

Gegensatz zu setzen zu einer praktischen Logistik. Wenn es bei 
Proklos1 heißt, daß bei den Phoinikern wegen ihres Plandels 

und Verkehrs die genaue Kenntnis der Zahlen ihren Anfang ge- 
nommen hat («er—sp oüv Ttapà TOïç 8tà xàç èpropslaç xal 

T à <juvaXXây[AaTa TYJV àp'/vjv s'Xaßsv 7) TWV àpi&ptüv axpißv)? yvwcnç), so 
darf man hier nicht an eine Zahlentheorie denken. Hier handelt 
es sich um die praktische Rechenkunst, freilich auch nicht um 
die viel älteren ersten Anfänge, die jedes Volk sich erarbeiten 
mußte und konnte. Die Stelle bei Proklos bezieht sich vielleicht 
auf die Buchstabenziffern oder auf die einzelnen Rechnungs- 
arten, die erst mit der Verbreitung der Schrift entwicklungsfähig 
wurden und den Abstand von der grundlegenden Operation, dem 
„Zuzählcn“, „Aufreihen“ (àpil)[j.£Lv) gewannen, daß sie eigene 
Rechenoperationen wurden. Dagegen ist der Aufbau des Zahlen- 

1 Proklos S. 65. (Die genauen Titel der zitierten Quellen wollen im Lite- 
raturverzeichnis S. 457 nachgesehen werden.) 
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systems bis zu einer für die Bedürfnisse des Alltags hinreichenden 

Höhe und die Ausbildung der Grundrechnungen viel früher, und 
zwar schon gleichzeitig mit der Entwicklung der Sprache, anzu- 
setzen. Den Anfang bildet die Vorstufe, in der Größen- und Men- 
genunterschiede gesehen und verstandesmäßig erfaßt wurden. 

Auch in der Schöpfung eines konkreten Äquivalentes für die 
Zahlen bzw. für die gezählten Gegenstände in Gestalt von Stern- 

chen oder Marken und damit in der Erfindung des Abakus kann 
jedes denkende Volk selbständig gewesen sein. Die Terminologie 

der mathematischen Begriffe bei Homer zeigt, daß lange vor 
der Einführung der Schrift das griechische Zahlensystem ent- 
wickelt war. Man kannte bereits den Begriff der Multiplikation 

und führte einfache Teilungen aus. Alles dies war „Arithmetik“.  
Ein grundlegender Wandel trat ein, als sich die Philosophie 

der Mathematik bemächtigte; nach Proklos (bzw. Geminos) 
war es Pythagoras, der die Geometrie stofflos und mit reinen 
Gedanken untersuchte (6 Ilu&ayopaç . . . avw&sv xàç àpyj/.c, aùxTjç 
S7t!.cr/.o~oû;j.svoç xai. àüXwç xod voeptoç xà '9-£«pY][i.axa SispsuvMpt.svoç.1 

Wenn wir statt des sagenhaften Pythagoras die „sogenannten 
Pythagoreer“ setzen, so haben wir gerade den Kreis, von dem 
das mathematische System geschaffen worden zu sein scheint. 
Da mußte sich auch der Unterschied herausbilden zwischen der 
einen mathematischen Disziplin, die es sich zur Aufgabe macht, 
die reinen mathematischen Gedanken (xà vovjxà) zu untersuchen, 

und der anderen, die nur die sinnlich wahrnehmbaren Gegen- 
stände (xà cdo-fbjxâ) betrachtet. Wie sich jetzt die Geometrie ab- 
trennt von der Geodäsie, so wird - und zwar erstmalig im Gor- 
gias nachweisbar2 - auch unterschieden zwischen Arithmetik 
und Logistik. Jene ist eine Wissenschaft (eTtKTX'/jp.T)), die sich mit 
dem Ewigen, Reinen beschäftigt, diese eine Fertigkeit (xiyyf]), 
die für die Erfordernisse des Alltags notwendig ist und schon 

deshalb allgemein geübt werden muß. Am schärfsten drückt 
Platon den Gegensatz aus,3 wenn er der Erkenntnis den Krämer- 
geist (yvcopiÇetv und xa~v;XE>jst.v) gegenüberstellt. 

1 Heron IV S. 108 und Proklos S. 65. 
2 Platon, Gorgias 451; B, C, über die Scholien des Olympiodoros siehe 

Fußnote 7 auf S. 455. 
3 Platon, Republik 525 D. 
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Gleichzeitig mit dieser klaren Scheidung in die praktische Lo- 

gistik und die nur mehr die Eigenschaften der Zahlen unter- 
suchende Arithmetik vollzieht sich die Verdrängung des rech- 
nerischen Elementes aus der Geometrie, und es beginnt die wissen- 

schaftliche, d. h. geometrische Behandlung der arithmetischen 
Gesetze und der algebraischen Probleme. Auch verschwinden 
jetzt aus der Arithmetik die Brüche, die der Logistik Vorbehalten 
bleiben. Sie werden durch die Verhältnisse (Aoyot) ersetzt, die 
auch das nur in Annäherungen berechenbare Irrationale mit um- 

fassen.1 

So kommt es, daß in den Elementen des Euklid alles Logi- 
stische verschwunden oder nur noch schwer erkennbar ist. Doch 
schon mit Archimedes tritt ein Umschwung ein. Er, der die 
empirische Forschung neben der reinen Mathematik, die sich 

des logischen Beweises bedient, gelten läßt, scheut vor Nähe- 
rungen ebensowenig zurück wie vor Brüchen, und neben der 
Theorie kommen wieder die Anwendungen zu ihrem Recht. So 
spricht sein Kommentator Eutokios von der „Kreismessung“ 

als von einem für das tägliche Leben notwendigen Buch (7tpoç ràp 
TGÜ ßiou ypstap àvayxaïov).2 Ähnliches drückt auch Anatolios 

bzw. Geminos aus,3 wenn er berichtet, daß gegenüber dem frü- 
heren Wissenschaftsbegriff die „Späteren die Benennung weiter 
ausdehnten, indem sie verlangten, daß der Mathematiker sich 
nicht lediglich mit dem unkörperlichen und gedanklichen Stoff 
befassen solle, sondern auch mit dem das körperliche und sinnliche 
Dasein Berührenden“. Ferner verlangten sie, daß der Mathe- 
matiker auch Feldmesser und Rechner sein solle (ol §s vswTspoi 

TtepiSOTtaffaV £7ïi 7TÀEÏOV  T7)V TtpOGTjyOptKV  OL) (XOVOV 7tEpl T7)V <X<7ü)[ACCTOV 

xal VO7]TY]V  uXvjV àgioijv'rep TtpayuaTsusalfai TOV (j.aU/)[xaTix6v, àAAà xal 

7tepl T7)v scpaTtTOjjtévTjv  TTjç acopiaTixTjç xal aiaS}'/]TT)ç ouGtaç, ferner . . . 
Sstv wovTo xal yewSataTTjv xal XoyiciTixov . . .) Ein solcher Mann 

ist wohl auch der „Geometer“, von dem im Epigramm 45 der 
Anthologie 4 die Lösung der „Gleichung“ verlangt wird. 

1 Über die Beziehungen zwischen den und den Brüchen siehe unten 
S. 449. 

2 Archimedes III  S. 228. 
3 Heron IV S. 162, hierzu Tannery, M. sc. IV S. 65. 
4 Wertheim S. 343 und Diophant II S. X. 
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Späterhin, besonders mit dem Auftreten der neupythagorei- 

schen Philosophie, treten die alten Unterscheidungen erneut in 

den Vordergrund. Die Arithmetik (eEcraycoy/) apt&p.TjTtxT)) des 
Nikomachos, die bis in das Mittelalter hinein das kanonische 

Werk der Arithmetik geblieben ist, ist eine Zahlentheorie (ohne 
Logistik), durch die eine für das Studium der Philosophie not- 

wendige mathematische Schulung erreicht werden soll. Dem- 
gegenüber wirkt bei Heron und seinen Nachfolgern der Ein- 

fluß des Archimedes nach. Zwar werden auch hier die „edleren 
und höchsten“ Hauptteile der Mathematik, die Arithmetik und 
Geometrie, den anderen sich mit dem Sinnlichen beschäftigenden 
Anwendungsgebieten gegenübergestellt1 (TT)ç psv TipucoTépaç xcd 
7rpwT7]ç üXocryepsGTEpa. pépv) Sûo, àpifl-pYjTixï) xod yswpeTpta, -r/jç Sè 

—spi và alcrDryà àa/o/.oupév^ç î\, XoyiGTixY), ysco&aiola, oTmxY), 

xavoviXT), [J.y/a';i.xf;, àcrrpovopixY)), doch wird die Verwandtschaft 
von Arithmetik und Logistik ausdrücklich betont (cruvEyyîÇei 
päXXov T'Ä psv aptD-pTjTt.xT) •/) Xoyicmxvj x. T. X.). Bezeichnend für den 
grundlegenden Wandel gegenüber dem Standpunkt zur Zeit 
Platons ist es, daß Diophant, dessen Werk den Gipfelpunkt 
griechischer Rechenkunst darstellt, diesem den Namen apdf- 

[i.7]Tixa gibt. 
Was ist nun über den Umfang der Xoyumxv] veyw) aus den 

Quellen in Erfahrung zu bringen? Der Name selbst gibt keine 
Auskunft. Das Zeitwort Xsysiv, zu dem Xoyoç gehört, bedeutet ur- 
sprünglich ganz ähnlich wie àpiôpsïv (Stamm: oep = aneinander- 

reihen) das Auflesen, Sammeln, Zählen der u. U. in einer Reihe 
angeordneten Gegenstände. Die Bedeutung von Xoyoç ist dem- 
entsprechend sehr vielseitig. Außer Wort, Rede, Erzählung, Buch, 
Lehrsatz,2 Begriff, Vernunft finden sich in unserem Zusammen- 
hang Xoyoi als Rechnungen, als Summe (èç èçTjxovTa vaXavTcov 
Xoyov). Vor allem aber ist Xoyoç das Zahlenverhältnis, durch das 
zwei Größen (Strecken, Zahlen usw.) miteinander verglichen 

werden (Xoyco ouv-aOsvoa). So ist Xcy^ecDai ein auf vernünftigen 

Gedankenschlüssen beruhendes Berechnen. Zu auXXoyicrpoç (lo- 
gischer Schluß) gehört coXXoyi^saDai : sich zusammenrechnen, be- 
denken, z. B. TOpijjLÉTpouç auXXoyiÇopsvoi.3 Die Rechnungen heißen 

1 Heron IV S. 164. 2 RudioS. 26. 
3 Proklos S. 38 Z. 23. 
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außerdem Xoyicrpioç, XoyicrpioD und Xoyapiao-poç.1 2 Der Plural Xoyicr- 
(J.OL steht bei Suidas3 als Synonym für XoyicmxT) rsyyq. Der im 

Denken und Rechnen Erfahrene ist ein Xoyicr-Lxo:;4 oder ein Xo- 
yicrTY)ç.5 * Was also die vernunftgemäße Rede oder Überlegung an- 
langt, so ist in diesem Punkte kein Unterschied zwischen Arith- 
metik und Logistik. Dies wird auch von Platon® zum Ausdruck 

gebracht, wenn er sagt: ei S’aü epoi-ro ' TTJV SS XoyiaTixv]v Tiva xa- 
Xeïç TS/VYJV; sÏTtoiij.’ av OTi xal aÖTY) (genau wie die Arithmetik) 
scrrl TÜv Xoyw tro Ttav xupouptsvwv. Sonst aber ist der obenerwähnte 
Gegensatz zwischen der elementaren Logistik und der wissen- 

schaftlich hochstehenden Arithmetik bei Platon besonders aus- 
geprägt. Eine Parallele hierzu sehen wir in der Geometrie. Da es 

Platon um die Geometrie als reine Wissenschaft zu tun ist, be- 
treibt er die Loslösung des geodätischen Teiles. 

Dies alles schließt aber nicht aus, daß er sich auch für die 

gründliche Beschäftigung mit den praktischen Zweigen der 
Mathematik einsetzt. Denn es darf nicht übersehen werden, daß 
die diesbezüglichen Bemühungen lediglich die Erhöhung des 

allgemeinen Bildungsstandes bezwecken und nichts mit der För- 
derung der Wissenschaft, der sich die Oberschicht der Philo- 

sophen und Staatsmänner widmen sollen, zu tun haben. So 
kommt es, daß wir gerade von ihm wertvollste Aufschlüsse über 
den Inhalt der Logistik erhalten. 

In einer in einigen Punkten noch unklaren Stelle in den Ge- 
setzen,7 in der er die ägyptische Unterrichtsmethodik als Vorbild 
darstellt (TOOV.SS TOIVUV sxaaTWV ypyj (pavai piav&àvsiv Seïv TOÙç 

iXîuDépouç, ocra xai -àpTïoXuç èv AiyÛ7tT« TtatSorv ÔyXoç àp.a ypây- 
[i-aenv piav&âvsi) wird hervorgehoben, daß die logistisch Ausgebil- 

deten geweckter als andere sind und daß sie die für Truppen- 
und Haushaltsführung notwendigen Kenntnisse besitzen (. . . weps- 

1 Platon, Phädrus 274 C u. Gesetze VII,  819. 
2 Rhabdas S. 195. 
3 Suidas sub XoyiaiAç. 
4 Proklos S. 40 und Platon, Euthydemos 290B. 
5 AoytaTT)ç war im 5. Jahrhundert der Titel der attischen Beamten, denen 

die Finanzverwaltung übertragen war. Siehe R.-E. XIII,  1020. 
0 Platon, Gorgias 451 B; vgl. auch Hippias minor 366-368. 
7 Platon, Gesetze VII,  819. 
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Xoüct xoùç pav&àvovxaç sïç xs xà.ç xcov cTTpaTOTtsSorv TaÇstç xai àyco- 

yàç xai axpaxstaç1 xai. siç oîxovoplaç aü, xai, Tïâvxwç ysr iaipcuxspouç 
aùxoùç aijxotç xai èypTjyopôxaç pâXXov xoùç àvD-pcoTOUç à—spyâ^ov- 

xat). Über die in Frage kommenden Rechnungen (Xoyicpot) er- 
fahren wir aus dieser Platonstcllc, daß es sich neben planimetri- 

schcn und stereometrischen Vermessungsaufgaben (pexà 8s Taux a 

èv T at p psxpYjcscriv, ocra syst pyxy xai TîXâxv) xai ßaS-T], — spi arcavxa 
xauxa èvoüeràv xiva <pûcrst ysXoîav xs xai aiu/pàv ayvotav èv xotç àv- 
&pco7roiç —àert xaiixvjç à—aXXâxxouoiv) hauptsächlich um Vertei- 
lungen drehte, deren Kenntnis den Kindern spielend beige- 
bracht werden sollte. Es heißt im Text: „Zuerst handelt es sich 

beim Rechnen darum, daß man die gerade für Kinder aus- 
gedachten Aufgaben spielend und mit Freude lernt; dann um 

die Verteilung von Äpfeln und Kränzen, wobei dieselbe Anzahl 
einmal an viele oder wenige verteilt (= angepaßt) wird; ferner 

um die (Verteilung) der Ring- und Faustkämpfer und um die der 
Gegnerlosigkeit und des Auslösens, entweder einzeln oder der 
Reihe nach oder wie es sonst gemacht wird.“ (repoixov psv yàp —spi 
Xoytcrpoùç àxsyy&ç, —atciv è^supypsva paDvjpaxa psxà —aiStàç xat 
ÿSovyjç pavfl-âvsiv, pvjXcov xs xtvwv Stavopa't xat crxstpâvcov ~XSLOCïIV 

apa xat sXàxxoatv àppoxxovxcov àpt&pwv xoiv aùxcov, xat TïUXXWV xat 
TtaXatcrxwv èosSpsîaç xs xat cuXX^scoç èv pépst2 xat ècpeÇÿç xat «ç 
Ttsoûxaat ytyvscr&at). Derartige Aufgaben, bei denen die Gegen- 

stände entweder in gleiche Anteile oder nach irgendeinem Schlüs- 
sel verteilt werden, kommen in der antiken Mathematik häufig 

vor. In der babylonischen, ägyptischen wie in der griechischen 

Mathematik finden sich sogar schon Verteilungen in Anteilen, 
die in arithmetischer Reihe wachsen. Weiterhin spricht die Pla- 

tonstelle von Schalen aus verschiedenem Metall (bzw. Metall- 
inhalt), die entweder als Ganzes verteilt werden oder erst, nach- 
dem man ihren Inhalt (oder die Schalen selbst) gemischt hat (xai 
Sv; xai —ai'Çovxsç, cpiâXaç àpa ypucroü xai ya.Xxou xai apyuptou xai 

xotoûxcov xtvcov aXXwv xspavvûvxeç, oi Ss xai oXaç —coç StaSiSôvTsç, 
o~sp si—ov, si' —aiSiàv èvappoxxovxsç xàç xcov àvayxatcov àptUpcov 

IP'hasi' x.x.X.). 

1 Über die Beziehung der Logistik zur Taktik s. Proklos S. 38-39. 
2 Heath 1, I S. 20 Fußn. 1 liest: èv ètpeSpeiaç TE xai auXAfjÇecoç pèpst. 



366 Kurt Vogel 

Noch ausführlicher verbreitet sich über die einzelnen Zweige 

der Logistik ein altes Charmidesscholion,1 das entweder der 
% 9-ecopla TCöV !jLa9-7)[xaTO)v des Geminos direkt entnommen ist oder 

von Anatolios stammt, der Geminos mehr oder weniger benützt 
hat. Der Anfang desScholions ist auch in den Heron zugeschrie- 
benen „Definitionen“ mit geringfügigen Abweichungen zu finden 

und lautet folgendermaßen :2 Xoytcraxv] sera, ftscopla TCOV aptS'p.TjTcüv 
oij^l Ss TCOV aprö-picov usTayzcp COT, où TOV OVTCOç àptDptov Xap.ßdc- 

voucra, àXX’ ü—OTiflsptsvT) TO pisv SV côç (xovaSa, TO SS àpi&p.7]TÔv coç 
àpiApov, olov Tà Tpia TpiàSa slvai xal Tà Ssxa SsxaSa . scp’cbv s—aysc 

và XOCTK CZptD'[jL7]TlX7]V  % 9'£COp7]p.aTa. FsCOpSt OÙV TO’JTO [XSV TO xXVjDÈv ÜTT’  

’Apytp.v)Souç ßostxov —poßXTjpa, TOüTO SS pyjXtTaç xal cptaXtraç àpiS- 
p.oüç, TOÙç ptsv s~l cpiaXcüv, TOUç SE STÙ —otjjLvyjç ' xal s~’ àXXorv Sè 
ysvcov Ta TïX7)3-Y] TWV alc&rjTcôv acopiaTcov axo7roijaa, coç rtspl TsXstcov 
à~ocpalvsTat. Vor allem ist also die Logistik eine Theorie nicht 

der Zahlen, sondern des Zählbaren, wobei die sinnlich erfaß- 
baren Gegenstände nach ihrer Quantität (jzArßoc) betrachtet wer- 
den;3 dies stimmt überein mit dem obengenannten Gegensatz 
zwischen den Teilen der Mathematik, die das Gedachte (voyjTov), 
und den andern, die das Wahrnehmbare (aloO^TÖv) zum Inhalt 
haben. Proklos hat dasselbe unter Berufung auf Geminos aus- 
gesprochen.4 Ausführlicher beschäftigt er sich kurz darauf5 mit 
dem gleichen Gegensatz. Zuerst sagt er hier, daß Geodäsie und 
Logistik ihre Überlegungen nicht mit gedachten Zahlen und Fi- 
guren, sondern mit wahrnehmbaren anstellen. Nicht Zylinder 

und Kegel werden in der Geodäsie gemessen, sondern Haufen 
(etcopot) in Kegelform und Brunnen als Zylinder; nicht gedachte 
Gerade werden verwendet, sondern wahrnehmbare, teils dünne 
wie Sonnenstrahlen (!) oder dicke wie Schnüre. Über die Logistik 
fährt er nun fort:6 oüS’aü o Xoyuraxoç aura xa-9-’ saura. Tscopsï rà 
7tàfh) TCOV àpdfpcôv, àXXà STÙ TüV alcDyvcov, oFsv xal TT]V s—wvup.'.av 
aÙTofç à—o TCOV psTpoupsvcov TlftsTat, (XTjXcTaç xaXcov Tivaç xal ©taXi- 

1 Platon, (Schol. zu Charmides 165 E.) Vol. VI, S. 290. 
2 Heron IV S. 98. 
3 Platon, Gorgias 451 C sagt: . . . OTL y.où 7tpôç aûxà xal Ttpèç àXX7]Xa 

TOOç syst —y.rft'juç, èjturxo—si TO —spiTTÔv xal TO apnov Y] Xoyicmxr). Siehe auch 
unten S. 454. 

4 Proklos S. 38. 5 Proklos S. 39. Proklos S. 40. 
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TOCç. Es werden also hier die benannten Zahlen wieder pyXxxai- 
und cptaXtxai-Zahlen genannt. Es handelt sich wohl um „Äpfel“  
und „Schalen“, nicht um „Schafe“ und „Schalen“. Denn gerade 
die Verteilung von Äpfeln und Schalen war in der oben angeführ- 

ten Platonstelle als ein wichtiges Kapitel des Unterrichtes auf- 
gczählt worden. Die genannte Ergänzung des Charmidesscho- 
liastcn: TOùç pèv ini qxaXwv xoüç Sè ini 7tot(jiv7]ç beruht demnach 

auf einem Mißverständnis.1 

Nach dem Hinweis auf das Rinderproblem sowie der Hervor- 

hebung der Melites- und Phialiteszahlen führt das Charmides- 
scholion im Gegensatz zu dem Pleronischen Geminosfragment die 

Teilgebiete der Logistik noch weiter aus: UXTJ SS aùxvjç ttâvxa xa 
àpLî>[r/]Ta ' pipy] Sè aux?jç al 'EXXyjvtxal xal Alyu7rxiaxal xaXoûpevat 
uéîloSot èv —oXXa—XaetiacpoLp xal psptagotp, xal ai TWV poptwv auy- 

xstpaXaicÔGeiç xal SiaipÉGSiç, aiç lyvsûsi xà xaxà xyv (JXT)V èpupcoXsuo- 
peva TWV 7tpoßX7)päxwv xfl ~spl xoùç xptywvouç xal TtoXuywvouç — pay- 
paxsla, d. h.: „Ihr  Stoff ist alles Zählbare, ihre Teile sind die so- 

genannten griechischen und ägyptischen Multiplikations- und 

Divisionsmethoden sowie die Addition und Zerlegung der Brüche, 
womit sie die Geheimnisse der Probleme aufspürt, die ihr die 
Behandlung der Dreiecks- und Vieleckszahlen aufgibt.“ Mit  
einem Plinweis auf die praktische Bedeutung der Logistik(xsXoç 
Ss aÙT7jç TO xoivwvtxov sv ßlm xal ^pŸjcrifxov sv au[i.ßoXalot,p, sl xal 

Soxet Tîspl xwv aLcröyxwv wp XEXSLWV à—ocpalvea-Dat) schließt das auf- 

schlußreiche Dokument. 
Es erhebt sich die Frage, was im einzelnen unter den im Char- 

midcsscholion genannten Teilgebieten zu verstehen ist, vor allem 
aber auch, ob eine vollständige Aufzählung vorliegt. Diese letzte 

Frage ist zu verneinen, da gerade die einfachsten für das tägliche 
Leben notwendigen Rechenaufgaben, nämlich die Addition und 

Subtraktion der ganzen Zahlen, unerwähnt bleiben. Auch wird 
das Abakusrechnen ebensowenig genannt wie eine Einführung 
in den Aufbau des Zahlensystems.2 Sonst aber ist die Aufzäh- 

1 Tannery, M. sc. IV S. 68. 
2 Der Aufbau des Zahlensystems ist natürlich auch Voraussetzung einer 

theoretischen Arithmetik, in der hauptsächlich die Eigenschaften der Zah- 
len „in bezug auf sie selbst oder in Beziehung zu anderen Zahlen“ unter- 
sucht werden. Aus einer solchen Arithmetik sind Brüche ausgeschlossen 
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lung ziemlich vollständig. Über die Durchführung der genannten 
Multiplikations- und Divisionsmethoden sind wir aus ägyptischen 
Quellen unterrichtet. Bei der Addition und Zerlegung der Stamm- 
brüche handelt es sich darum, das Ergebnis einer Stammbruch- 

summe entweder als einen einzigen Stammbruch darzustellen 

(z. B.: ^ -f- ^ = -), oder, wo das nicht möglich war, den erhal- 

tenen allgemeinen Bruch in eine geeignete Stammbruchreihe um- 

zuwandeln (z. B. : g = ^ + “ + g). Auch Aufgaben, die die Zer- 

legung eines Stammbruches in eine vorgeschricbene Anzahl von 

anderen Stammbrüchen verlangen, sind erhalten (z. B. : ^ = j  -p ^). 

Bei der Erwähnung der Dreiecke und Vielecke in der Auf- 
zählung des Scholions zeigt das Maskulinum (ol Tptycovot usw.), 
daß Dreieckszahlen gemeint sind, deren Behandlung aber nicht 
eigentlich zur Logistik, sondern zur Zahlcntheorie gehört. Man 

erwartet also hier eher einen Hinweis auf die Probleme der rech- 
nenden Geometrie, die sicher der Logistik zuzurechnen ist. Nun 
wurden aber die Formeln für die figurierten Zahlen auch zur Be- 

rechnung des Flächeninhaltes verwendet,1 so daß die genannte 
Stelle doch einigermaßen am Platzeist. Das Rinderproblem ist eine 

schwierige Aufgabe der unbestimmten Analytik und soll in diesem 
Zusammenhang wohl nur diese Aufgabengruppe bezeichnen, die 
man später in nicht ganz richtiger Weise Diophantische Gleichun- 
gen nannte, da dieser auch Brüche als Lösungen zuläßt. Unter den 
genannten Rechnungen mit den „Äpfel-“  und „Schalenzahlen“ 
sind Verteilungsaufgaben gemeint, die auf Gleichungen ersten 
Grades führen. Solange es sich nur um eine Unbekannte handelt, 
können sie bequem durch „Ausklammern“ und Division „arith- 
metisch“ gelöst werden.2 Treten aber mehrere Unbekannte auf, 
so kommt man ohne algebraische Gedankengänge nicht aus. 

Diophant wird in genialer Weise unter Verwendung geeigneter 

Substitutionen mit mehreren Unbekannten fertig. Ein erst vor 

und durch die Xoyoi ersetzt (s. u. S. 449ft.). Domninosi (S. 416) schließt seine 
arithmetische Abhandlung über das Zahlensystem mit den Worten: àXXà 
TOpl piv TOüTCOV STC'.-ZSOV EITTEïV TXoywmxîjç E/ETCO. ttercopEaç. 

1 Pediasimos S. 21 f. 
2 Zahlreiche Beispiele finden sich in den Epigrammen der Anthologie. 
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einiger Zeit interpretierter Papyrus1 zeigt sogar bereits eine al- 
gebraische Symbolik, die bei Diophant erst in den allerersten 
Anfängen vorhanden ist. Nicht genannt werden in dem Scholion 

die Verwendung von Tafel werken (besonders Multiplikations- 
und Bruchtabellen), dann die Potenzlehre, die der Multiplikation 
zuzurechnen ist, die Methode des Wurzelziehens sowie schließlich 

die Schlußrechnungen (TTOXITIXOç XoyaptctfAoç), die die Grundlage 
alles und jeden Rechnens bilden, ohne die weder ein Bruch ver- 
wandelt werden konnte, noch die einfachsten Aufgaben des täg- 
lichen Lebens - wie z. B. die Entlohnung einer geleisteten Arbeit 
nach Verdienst oder die Berechnung des Zeitbedarfs für eine 
Arbeit - zu erledigen waren.2 

Es sind also bei der griechischen Logistik folgende Kapitel zu 
unterscheiden : 

A. Die grundlegenden Operationen mit ganzen Zahlen: 

1. Zählen (Zahlensystem, Abakusrechnen); 
2. Addition; 

3. Subtraktion; 
4. Multiplikation (mit Potenz als Sondcrfall); 
5. Division; 

6. Berechnung der Quadrat- und Kubikwurzel. 

B. Rechnen mit Brüchen. 

C. Anwendungen auf : 

1. Feldmessung; 
2. auf die politische Arithmetik (7toXtTi.’/.oç Xoyaptffptoç) des 

täglichen Lebens. 

D. Algebraische Probleme (zuerst mit Bezugnahme auf be- 

nannte Größen, später bei Diophant meist ohne diese). 

1 Papyrus Michigan 620, s. Robbins S. 321 ff. und Vogel 4, S. 266 ff. 
2 Eines muß hier noch besonders hervorgehoben werden: Wenn sich auch 

die Logistik im Gegensatz zur Arithmetik mit dem Stofflichen, Wahrnehm- 
baren beschäftigt, so schließt dies nicht aus, daß die notwendigen Rechen- 
methoden an unbenannten Zahlen studiert und ausgebildet werden. Im An- 
fangsunterricht aber wird man aus pädagogischen Gründen auch dabei auf 
die benannten Zahlen, die „Äpfel“  des Charmidesscholiasten, zurückgreifen, 
was sicher der geschichtlichen Entwicklung entspricht. Nur in der theore- 
tischen Arithmetik werden die Eigenschaften der Zahlen (gerade - ungerade, 
prim - zusammengesetzt usw.) „stofflos“ untersucht. Hier handelt es sich 



37° Kurt Vogel 

Wo sind nun die Fundstellen für die einzelnen Methoden, nach 
denen diese verschiedenen Zweige der Logistik behandelt und ge- 
lehrt wurden? Eigene Werke über die Logistik sind aus klassischer 
Zeit nicht erhalten. Zwei Bücher von Pappos, die das praktische 

Rechnen behandelt haben sollen, gingen verloren.1 Eutokios2 er- 
wähnt die Logistik eines sonst unbekannten Magnes (M agn os ?), 
ohne deren Studium man die Myriadenmultiplikationen und Di- 

visionen nicht leicht verstehen könne (. . . oie, où'/. süxoAov rtap- 
axoXouHsïv -rov py Sià TGOV Màyvou Aoyumxwv ÿy pisvov). Verloren 

ist auch das ’QXUTOXIOV des Apollonios von Perge, in dem3 

Kreisberechnungen mit großer Genauigkeit ausgeführt wurden. 

Voraussetzung dafür war die Beherrschung der Rechnungen mit 
großen Zahlen (ähnlich denen der Sandrechnung des Archi- 

medes) unter Verwendung von festen Regeln für die genannten 
Operationen mit Myriaden verschiedener Ordnung. Mit solchen 

Rechnungen soll auch Philon von Gadara den Kreis genauer 
ausgerechnet haben. Wenigstens sagt Eutokios,4 daß diese 
Nachricht in den KypL.  des Sporos stünde. Es ist sehr zu be- 
dauern, daß all dies verloren ist; denn gerade die Kreismessung 
mit den dabei notwendigen umfangreichen Berechnungen müßte 
klare Einblicke in die verwendete Rechentechnik gestatten. In 
der Kreismessung fehlen bei Archimedes selbst zwar alle 

Zwischenrechnungen, doch hat sein Erklärer Eutokios uns 
wertvolle Beispiele für die Addition, Subtraktion und Mul- 
tiplikation von ganzen Zahlen und Brüchen aufbewahrt, die 
lange als die einzigen erhaltenen Beispiele griechischen prak- 

nicht um die Zahlen „Eins“, „Zwei“,  „Drei“  usf., sondern Objekte der Über- 
legung sind die „Einheit“, „Zweiheit“, „Dreiheit“ usw. In der Arithmetik 
bedeutet 2*3=6 (Sit; ~p'.iç êïdcç), daß die „Sechsheit“ die doppelte „Drei- 
heit“ ist, während in der Logistik die Multiplikation 2*3=6 (Slç Tpla ëE,), 
wenn auch an unbenannten Zahlen durchgeführt, sich doch immer auf das 
Rechnen mit wahrnehmbaren Dingen bezieht. Über den Unterschied zwi- 
schen jxovàç und EV und die Verwendung der povdtSs; bei Diophant s. u. 
S. 454. 

1 Siehe Nesselmann S. 108. 
2 Archimedes III  S. 258 f. 
3 Archimedes III  S. 258. 
4 Eutokios spricht von den aristotelischen xypla (Archimedes III  

S. 228); hierzu Tannery, M. sc. I, S. 178 f. 
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tischen Rechnens angesehen wurden. Für die fehlenden Divi-  
sionen und Wurzelberechnungen bieten die allerdings im 
Sexagesimalsystem durchgeführten Beispiele in Theons (von Ale- 

xandria) Almagestkommentar einen guten Ersatz, da sie Schlüsse 

auf die Durchführung dieser Rechnungen im dezimalen System 
- mutatis mutandis - gestatten. Aber mit Eutokios undTheon 

sind unsere Quellen für die Rekonstruktion der griechischen Lo- 
gistik noch keineswegs erschöpft. Fast alle Texte liefern Beiträge 

zur Terminologie, insbesondere die zahlentheoretisierenden 
Philosophen von Nikomachos an bis zu den späten und spä- 

testen Byzantinern. Auch die Schriften der rechnenden Geo- 
meter dürfen nicht vernachlässigt werden. Bei Heron und seinen 
Nachfolgern findet sich verstreut manches Beispiel, das einen 
Einblick in die damalige Terminologie und in die Technik der 
Rechenoperationen gestattet. Beste Fundgruben sind die wenigen 

erhaltenen Papyri, die zuverlässiger als die von den Abschreibern 
vielfach veränderten Klassiker die alte Schreibung von ganzen 

Zahlen, Brüchen und Abkürzungen wiedergeben. Uber alge- 
braische Probleme geben besonders die Epigramme der grie- 
chischen Anthologie und die Arithmetik des Diophant Auf- 
schluß. Daneben findet sich auch in den „arithmetischen“ Bü- 
chern Euklids manches Arithmetische und Algebraische in geo- 

metrischem Gewand. Zwei weitere wichtige Quellen (aus dem 
14. Jahrhundert) sind noch anzuführen. Einmal die Logistik des 

Mönches Barlaam, von der sich Tannery1 wegen der darin 
verwendeten geometrischen Beweisführung nichts für die Kennt- 
nis der antiken Rechenkunst verspricht. Ein genaues Studium 

dieses im Jahre 1600 von Chamber herausgegebenen und über- 
setzten Werkes gibt aber doch wertvolle Auskunft über das Rech- 
nen mit Brüchen sowie über den Zusammenhang zwischen 

diesen und den Logoi, so daß es nicht übergangen werden darf. 
Auch ist an Hand der Terminologie festzustcllen, daß sich 
hier tatsächlich altes Gut erhalten hat, wie es Tannery wenig- 

stens bei dem anderen Schriftsteller sogar aus einer etwas spä- 

teren Zeit, bei Nikolaos Rhabdas, mit Recht annimmt. Zwar 
fällt die Abfassung der beiden Briefe, die Tannery vorzüglich 

edierte,2 bereits in die Zeit, in der das indische Rechnen im Yor- 
1 Tannery, M. sc. IV S. 71. 2 Tannery, M. sc. IV S. 61-198. 
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dringen war.1 Doch enthält die Schrift altes griechisches logisti- 
sches Wissen. In dem ersten Brief an Georgios von Chatzyke 
(XaWöxY]), den Rhabdas - wie auch den zweiten - mit den die 

„Arithmetik“  einleitenden Worten des Diophant beginnt, be- 
schäftigt er sich mit dem Zahlensystem, dem Fingerrech- 

nen, den Grundoperationen einschließlich des Wurzel- 
ziehens und gibt die auf alter Überlieferung beruhenden Hilfs- 
tab eilen für die Addition (Substraktion), Multiplikation (Divi-  

sion) und Bruchrechnung. Im zweiten Brief an Theodor Tza- 
buche (TCo'-poüy/)) von Klazomenai will  er dem Schüler dreierlei 
vermitteln : 

1. den TTOXITIxoç Xoyapnjpioç, 

2. den pa&7j(j.a.Ti'/.oç Xoyapicrpioç, der die „vier großen mathe- 
matischen Wissenschaften“, das Quadrivium, umfaßt; 

und 3. die Diophantische Mathematik. 

Im einzelnen behandelt er aber nur einige schwierige Beispiele 
derMultiplikationundDivisionmitgemischtenZahlen, 

ferner das Wurzelziehen, die Osterrechnung sowie zahl- 
reiche Beispiele der „politischen Arithmetik“, in denen 
Tannery wieder alte Probleme sieht. Als Hauptstütze dafür, 
daß bei Rhabdas die alte logistische Tradition weiterlebte, ist 
anzuführen, daß gerade diejenigen Rechenoperationen, die nach 

dem neuen indischen Verfahren leichter erledigt werden können, 
nämlich die Multiplikation und Division mehrzifferiger Zahlen, 

von ihm nicht beschrieben werden. Für diese wird auf die große 
indische Rechenkunst (TvSixvj psyaXr) ({r/ypopopta) verwiesen. Die 
tatsächlich mitgeteilten Rechnungen mit einfachen Zahlen sind 

also sicher alte griechische Logistik. 

Im folgenden soll nun in erster Linie festgestellt werden, was 
über die Terminologie und die Methoden der Grundrechnungs- 
arten für ganze und gebrochene Zahlen sich aus den Quellen er- 
gibt, nach der auf S.369 gemachten Einteilung im wesentlichen 
also die Kapitel A und B.2 

1 MaximosPlanudes schrieb seine etwa um 1280. 
2 Für Kap. A 6 (s. S. 369) liegen bereits erschöpfende Untersuchungen 

vor (s. Heath 1, I S. 425 sowie die Literatur in Rehm-Vogel S. 51/52); 
s. auch u. S. 425. Eine eingehende Behandlung von Kap. C und D ist in 
Aussicht genommen. 
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Das Zählen. 

(Zahlen- und Ziffernsystem, Fingerrechnen, Abakus). 

Die ersten arithmetischen Errungenschaften eines Volkes be- 
stehen in der Schöpfung eines Zahlensystems, dadurch daß man 
Mengenunterschiede bezeichnete, zuerst durch Substantivformen 

(Dual usw.), dann durch eigene Zahlwörter. Sie stellen ur- 
sprünglich Adjektiva dar. Das ,,Vier-in-Anzahl-sein“ eines Ob- 

jektes war eine ihm zugehörige Eigenschaft, wie etwa sein Schwer- 
sein oder sein Rundsein. Je nach den Bedürfnissen wurde das 
Zahl wort system erweitert, wobei man, um die Reihe nicht end- 

los ausdehnen zu müssen, Stufen einschaltete. Auf dem Gedanken 
der relativen Einheit beruht die Zusammenfassung von etwa 4, 10, 
12, 60, 100 usw., Untereinheiten zu einer Übereinheit, zu einer 
neuen „Eins“, in deren Bereich man wieder mit den alten Zahl- 
wörtern weiterzählen konnte. Das griechische System war ein 

dekadisches mit den Stufen 10, 100, 1000 usw. Reste eines äl- 
teren Vierersystems sind nachweisbar (oy.Tto als Dual.,èvvéa = 8 
+ 1 Neues).1 

Zur Durchführung einer einfachen Rechnung brauchte man 

nur abzählen zu können (èÇapîd'p.7]aiç). ’ApiFpetv = Zählen und 
Rechnen war ursprünglich identisch.2 Zur Erleichterung der 
Rechnung durch konkrete Versinnbildlichung dienten die 
Finger; es konnten auch Steinchen (Jdjcpoç) und andere kleine 

Gegenstände, die auf einem Brett niedergelegt wurden, verwen- 
det werden. Dabei ist es denkbar, daß man die höheren Einheiten 
durch Steine von anderer Größe oder Farbe darstellte. Über- 

sichtlicher wird diese Zahlenfixierung durch kolumnenweise An- 
ordnung der Steinchen, d. h. durch Verwendung eines Abakus. 
Wie man mit einem solchen Rechenbrett auch schwierige Ope- 

rationen (Multiplikationen und Divisionen mit Brüchen) durch- 
führen kann, hat Na gl in seiner gründlichen Bearbeitung des 
Stoffes an Fland der überlieferten griechischen Abaci dargelegt. 
Im allgemeinen wird sich die Praxis des täglichen Lebens auf 

1 Die erst jüngst entdeckte Harappa-Kultur (etwa -3000) zeigt im Maß- 
system eine Vermischung des Dezimalen mit dem Zweier- bzw. Vierer- 
system. 

2 Vgl. die von Friedlein S. 74 genannte Stelle aus Lukian. 
2« 
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Additionen und Subtraktionen beschränkt haben, da ja auch die 
anderen beiden Operationen leicht auf diese zurückgeführt wer- 

den. Eine Erleichterung des Rechnens wurde durch Einschal- 
tung von Zwischenstufen erreicht (5, 50, 500 usw.), deren erste 
schon beim Abzählen an den Fingern sich aufdrängte. Die Bil-  
dung des griechischen dekadischen Zahlensystems liegt in vor- 
schriftlicher und für die ersten Anfänge in vorhistorischer Zeit. 

Bei Homer ist es bereits bis 1000 ausgebildet. Dagegen ist 
puptot (10000) noch ein unbestimmter Zahlbegriff „sehr viele“, 
wie auch noch öfters SXOCTOV (100). Das „Abfünfen“ (TrspTtüdjsaSIat) 

in S 412 zeigt den Gebrauch der Finger beim Abzählen der See- 

hunde durch den Meergott Proteus. Daß man in einfachen 
Fällen mit Fingerrechnen auskam und nur für schwerere die 
Rechensteine verwendete, zeigt eine Stelle in den „Wespen“ des 
Aristophanes,1 wo es heißt: y.cd — pwrov psv Xoytffca cpaûXaiç pvj 

<j//]<potç, àXX’ à—à yzipoç. 
Nach Einführung der Schrift sind in Griechenland zwei Zif-  

fernsysteme in Gebrauch gekommen. Das ältere ist das „Hero- 
dianische“ System.2 In ihm sind für die Einheiten der einzelnen 

Stufen und Zwischenstufen (5, 10, 50, 100 usw. bis 50 000) Ab- 
kürzungen der Zahlwörter verwendet. Die Eins selbst wird, wie 

z. B. in Ägypten, durch einen einfachen Strich dargestellt.3 Die 

Hauptformen sind folgende: 

1 I  

5 P 
10 A 

50 P P P 

100 1-1 

500 P 

1000 x 

5 000 p 

lOOOO M 

50 OOO P 

attisch und 

I 

böotisch. 
t> 

P, F 

FE 

n-E 
4 
p 

1 Aristophanes, Vesp. 656: Rechne zuerst ganz einfach, nicht mit Steinen, 
sondern von der Hand weg. 

2 Nach dem Grammatiker Herodian (2. Jahrhundert n. Chr.), der das 
System beschreibt. 

3 Siehe Tod S. 125 ff. 
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Das Herodianische System steht in engem Zusammenhang mit 

der Darstellung der Zahl auf dem Abakus; die Kolumnen der 
überlieferten Rechenbretter, z. B. bei der Salaminischen 

Tafel, zeigen die entsprechenden Überschriften. Dieses System, 

das sich in Abrechnungen und Inschriften noch im l. Jahr- 
hundert v. Chr. vorfindet, wird durch das zweite, alphabetische 
verdrängt. Hier stehen für 

1-9: a, ß, y, 8, s, 4, Ç, 7), T (6 = < = Vau,Stigma); 
10-90: t, x, X, p, v, £, 0, 7t, <ï (90 = S = Koppa); 

100-900: p, <7, T, u, cp, 7, 1J4 co, 7» (900 = 77) = Sampi). 

Die Tausender wurden durch die Einer mit einem Vorgesetzten 
Strich bezeichnet (,cc, ,ß, usw.).1 Zur Unterscheidung der Zahl- 
buchstaben von den gewöhnlichen Buchstaben konnte noch ein 
Querstrich oder Strichindex angefügt werden, z. B. 3 = ÿ oder y'. 

Voraussetzung zu einer raschen Verwendung dieser Ziffern, 

die natürlich mit ihrem Zahlwortnamen ausgesprochen wurden 
(z. B. S xcd ß ytyvsTKi y ist: ev xocl 8uo ylyvevai Tpia) war die ge- 
dächtnismäßige Beherrschung des ,,Eins-und-eins“ und später 
des ,,Ein-mal-eins“. Gegenüber dem alten Herodianischen Sy- 
stem besaß das neue den Vorteil großer Kürze.2 Beim Gebrauch 
ist es gar nicht so unpraktisch, wie es auf den ersten Blick er- 

scheinen möchte. Freilich mußte bei Multiplikationen und Divi-  
sionen mehrzifferiger Zahlen erst der Wert der neuen Einheit 

(= Stellenwert) gefunden werden. Zu diesem Zweck wurde der 
Begriff der „Wurzelzahl“ (Anzahl der jeweiligen Einheit, 7üU9-- 

pf)v) geschaffen. So hat 900 den Pythmen 9, wie auch 90, 9000 
usw. Die Multiplikation von 900 • 70 erfolgt als 9 (Hekatonda- 
den) mal 7 (Dekaden) = 63 Chiliaden. Die neue Stelle ergibt sich 
durch Abzählen:9 an der dritten Stelle mal 7 an der zweiten 
Stelle gibt 63 an der (3 + 2 — i)ten Stelle. Für die Schreibung 

größerer Zahlen schritt man von 4 zu 4 Stellen vorwärts. Apol- 
lonios unterscheidet einfache, doppelte usw. Myriaden, z. B. 

7381 5Ö71 6013 0000 = M.'M^e^oaM'1,ç'ty. Auch das Ab- 

1 Über eine andere Tausenderschreibung im Pap. Vindobonensis 19 996 
s. Gerstinger-Vogel S. 48. 

2 Vgl. z. B. 987 = 7T)TX, mit r’HHHHPAAAPII•  
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setzen der Myriaden durch einen Punkt ist gebräuchlich wie 
r 

1 S°7 9^4 = Mpv,£^718 oder 36 621 = y^çyxa.1 Ferner konnte 
die Zahl der betreffenden Myriaden als Index über dem M ge- 

/C£>0£ 

schrieben werden, z. B. M ,scoos = 71 755 87s.2 Rhabdas setzt 
zur Bezeichnung der Myriaden 2 Punkte über den Zahlbuch- 
staben. Für jede höhere Myriade kommen zwei weitere Punkte 
dazu. So ist 50 000 = s, 7 • 100002 = Ç-3 Zur Bewältigung noch 
größerer Zahlen hat Archimedes in der Sandrechnung (ijjap.- 
[i,éï7]ç) ein Oktadensystem geschaffen. Die „ersten“ Zahlen gehen 

von 1 bis 99999999. Die folgende Zahl 108 ist die Einheit der 
„zweiten“ Zahlen, (108)2 die der „dritten“ Zahlen usw. bis (io8)10', 
was die Einheit der io8ten Zahlen ist. Alle diese Zahlen bilden 
die erste Periode, auf die weitere Perioden bis zur io8ten fol- 
gen. Die größte auf diese Weise darstellbare Zahl ist (108 • 10")10"; 
Archimedes beschreibt sie als ai jxuptaxiCTjAupioaTÔcç 7tepi68ou 
fiuptaxicpiupiOG-TÜv àptFpicüv pulp tat ptupiàSeç; es ist eine 1 mit 80 000 

Billionen Nullen!4 Solche große Zahlen haben freilich in der Lo- 
gistik nichts zu suchen, hier endet die Zahlenreihe mit 1 Billion  
= piuptàxtç [j.üpi,ai fj.upiâ8eç.5 

Die Terminologie bestätigt die grundlegende Rolle des Aba- 
kus. Das Rechnen ist ein Legen von Steinen (tjjyjtpooç Ti-9-évai) 
= iJryjtpîÇeiv, iW)<poi.<K koyi^scrFai,6 die Rechnung selbst heißt (Jjyjqjo- 
cpopia. Daß die Verwendung von Rechensteinen das Naturgege- 

bene ist, zeigt die Terminologie aus anderen Sprachen, z. B. bei 
den Römern: calculus, calculare, calculum ponere et subducere. 
Das Rechenbrett scheint auch überall da verwendet worden zu 
sein, wo in den Quellen nur das Resultat bei Rechnungen steht, 
die im Kopf allein nicht gut ausführbar waren. Ein Zitat aus 

1 Diophant I S. 222, 256. 
2 Siehe Heath 1, I S. 39. 
3 Tannery M. sc. IV S. 90. In der Schreibung der Punkte auf S. 112 

(letzte Zeile) ist nicht alles in Ordnung. 
4 Zur schriftlichen Wiedergabe dieser Zahl würde eine Strecke von 1000 

Erdbahndurchmessern nicht ausreichen, wenn jede Null einen halben Milli-  
meter beansprucht. 

6 Über die Ziffernsysteme s. Heath 1, I S. 29 ff. und das Buch von 
Löffler. 

6 Herodot II S. 36. 
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Theophrast1 zeigt, daß (so wie bei uns in einer Nebenrechnung) 

auf einem Nebenblatt das Teilresultat gewonnen wurde, das 
man dann in die Hauptrechnung (Heft, Liste, Buch) eintrug. Es 
heißt da: dipiXet 8s xal XoyiÇop.evoç 7rpôç -riva TU trat Si. auvrâ^at -ràç 
cjx'/jcpouç Siwafsîv (= xaxioxa Tt&évat?) xal xecpàXatov 7totY)ciavTi ypâ- 

(Lat aÙTW sIç Xôyov. Die Verwendung des Rechenbrettes oder einer 
ähnlichen Vorrichtung (Knotenabakus) könnte als die Grund- 

lage der modernen Positionsschreibung angesehen werden, in der 
die Lage der Steinchen nachgeahmt erscheint, wenn bei den Ba- 
byloniern, die das erste wenn auch noch unvollkommene Posi- 

tionssystem hatten, ein Abakus nachgewiesen wäre. Die Haupt- 
leistung der Inder auf diesem Gebiete ist die Einführung der 

Null, die beim Abakus unnötig war, für die aber das Auslassen 
einer Ziffer im Schriftbild nur ein unvollkommener Ersatz war.2 

In der griechischen Mathematik tritt eine Null nicht auf. Zwar 
verwendet Ptolemaios das Zeichen o (=oü8sv?) als Stellen- 
füllung (wie schon im späten Babylon) für eine fehlende Einheit 
in der sexagesimalen Schreibung der Brüche, doch ist es noch 
keine Zahl Null, mit der gerechnet werden kann. 

Für TcuSl-fj.Yjv, das bei Nikomachos3 auch das auf die ein- 

fachste Form gebrachte Verhältnis bezeichnet, finden sich später 
auch die Ausdrücke: 9-epiXtoç und ßäD-pov (Grundlage).4 

Im Unterricht bildet die Bekanntmachung des Schülers mit 
den einzelnen Zahlensymbolen und dem Aufbau des Ziffern- 

systems den ersten Lehrstoff. Rh ab das schreibt in seinem 
l. Brief:5 —pw-rov plv p.a-9-stv trocra axoiyzla. elcriv rà <jup.ßaXX6p.sva 
slç aux Tjv (nämlich die Arithmetik) xal 7X6CTOV àptflptôv cypalvst 

sxacTov aÛTwv x. T. X. Auch im 2. Brief6 wird als erstes Kapitel 
die ëx&eaiç xwv G7)p.etcov genannt, durch die die Werte der einzel- 
nen Zahlen erklärt werden (SvjXoüaa TT)V TxoaoTTjTa xal TO pirpov évoç 

1 Charaktere 24, 12 (ed. Immisch 1923 S. 35, 36). 
2 Bei Nesselmann findet sich an Stelle einer fehlenden Ziffer bei der 

griechischen Addition ein Querstrich. Für diese Nulldarstellung geben die 
Quellen keinerlei Handhabe. 

3 Desgleichen bei Iamblichos. Z. B. 3:2 statt 6:4; hierzu d’Ooge, 
S. 216. 

4 Bei Rh ab das S. 104. 
5 Tannery, M. sc. IV, S. 86. 
6 Ebenda M. sc. IV S. 118. 
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sxcxcTTOU Twv àptD'fjLwv). In einem weiteren Kapitel (nepl TT)ç TWV 

àpiD-fixov àvxXoytaç xai Ta^scoç) behandelt er den Aufbau des 

Zahlensystems;1 hier werden vor allem umständliche Regeln für 

die Multiplikationen der einzelnen Stufeneinheiten gegeben. 
Rhabdas unterscheidet ähnlich wie Apollonios einfache, dop- 

pelte usw. Myriaden, z. B. 9000 • 9000 = 8100 einfache Myria- 
den (,Y)ä). In einem anderen Kapitel (sxcppOCGIç TOü SaxTuXixoü 
fii-rpou) wird gelehrt, wie man mit den Fingern 1-9999 darstellen 

kann. Doch kommt diesem eigenartigen Dokument keine Be- 
deutung mehr für die logistische Praxis zu. 

Die Addition. 

Bei Rhabdas wird folgendermaßen definiert:2 Die Addition 

ist die Vereinigung von zwei oder drei Zahlen zu einem Zahlen- 
wert (cüvhsat,? fliv  OÜV SCTTLV £V CÙGIC, SÜO Xal TpiWV àpihplÛV £ îç 

hoc, àpi9-ji.oü 7TO<J6T7]TCC) oder an anderer Stelle3 für behellige Glie- 
derzahl: cûvFsaiç eÏTOUV (= siV ouv) xoivoma xai ëvtüctç TTOXXWV 

àpi&p.wv sic, . . . X.T.X. 

Der Hauptterminus auv-rifrévat weist auf das ursprüngliche 
Zusammenlegen der Steinchen der beiden Summanden hin. Er 

blieb auch dann noch bestehen, als man längst von der aus- 
schließlichen Verwendung des Abakus abgekommen war. Mit  
der Zeit stand wohl jedermann das Eins-und-eins zur raschen Er- 
ledigung der Addition zur Verfügung. Beim Addieren auf dem 
Rechenbrett hatte man nichts weiter zu tun als die untereinander- 

stehenden Summanden bzw. die sie darstellenden Marken in 
den einzelnen Kolumnen zusammenzuschieben und schließlich 
noch die überschießenden Beträge gegen größere Einheiten aus- 

zuwechseln. Rhabdas sagt:4 éVOÜ(JLEV Tàç 800 TOCUTOCç —Xeupàç 
xai dç sva àpiFfaôv TtEpuoToiVTSÇ (! = nspuarh-sç) usw. ; also die 
beiden Zahlen werden beim Addieren zu einer einzigen umge- 
ändert. Auf dem Rechenbrett erscheint das Resultat oben am 
Platze des 1. Summanden als xecpaXaiov (Summe). Beim schrift- 

1 Ebenda M. sc. IV S. 102. 
2 Ebenda S. 96. 
3 Ebenda S. 118. 
4 Ebenda S. 130. 
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liehen Rechnen steht das Ergebnis, wenn die Rechnung nicht 

im fortlaufenden Text durchgeführt wird, - schon mit Rücksicht 
auf den vorhandenen Raum - wie bei uns unten. Die Addition 
von 91 800 und 1836 sieht bei Eutokios1 folgendermaßen aus: 

0 
M ,öiü> 

//.toXg 
i?   

ö[xoü M,yxXç\ 

Dieses und andere Beispiele auf derselben Seite zeigen, daß es 

den Griechen gar nicht darauf ankam, die einzelnen Stellen 
sauber untereinander zu stellen, wie man es nach Ncsselmann2 

annehmen muß. Die Addition (40000+ 12000+ 1000) + 

(12 000 + 3600 + 300) + (1000 + 300 + 25) bei Eutokios1 

zeigt folgendes Bild: 
A a _ 

M 

MÂÿXT  
,aT/.£ 

C _ 
o[j.ou M oy.s. 

Das von Nesselmann angegebene Additionsschema, das von 
späteren Bearbeitern übernommen wurde, gibt auch nach zwei 
anderen Richtungen hin ein falsches Bild. Weder wird unter die 

Summanden ein Additionsstrich gesetzt, noch werden fehlende 
Stellen durch einen Querstrich bezeichnet. Dies würde schon der 
Verwendung einer Null als Fehlzeichen gleichkommen. Der 
Text gibt bei der Addition 326 041 + 23 409 = 349 430 deutlich3: 
, , '•fi   fi   , 
zv. TOUTOiv (unter bezug auf M+pa und M,yuD-) cruvaysTou . . . 
A A   

M,Fuv und nicht wie bei Nesselmann: 

>-ß 
M - [j. a 
ß 

M ,y u — F 
). A 

M ,0- u V. 
1 Archimedes III  S. 234. 
2 Nessel mann S. 119. 
3 Archimedes III  S. 236. 
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Immerhin nähern sich manche Beispiele unserer heutigen Dar- 
stellung darin, daß wenigstens die Summanden auf verschiedene 
Zeilen verteilt sind. Vor Eutokios ist in den Quellen etwas der- 
artiges nicht zu sehen. Meist wird, z. B. bei Heron und in Pa- 
pyrustexten, die Addition wie überhaupt jede Rechnung im 
fortlaufenden Text vollzogen. Beispiele: Pap. Graec. Vind. 
19 9961 enivD-eç T« ß xal roc iß pj"  (= ylvsTai) iS oder Pleron2 CJUVOEç 

8 xal sv ' ylyvsxai s. Wenn statt dieser und anderer ausführlicher 
Wendungen (xal yiyvsvai piETà rwv B -rà ÖXa T, 6 A pterà -rcov B 

TOV T àpd>fi.ôv àrtYipTidav) die verkürzten Formen ÿ xal ÿ < oder 

nur ŸŸ ? sich finden, so deutet dies auf das Vorliegen von Eins- 
und-eins-Tabellen hin, deren gedächtnismäßige Beherrschung 

das umständliche Abakusrechnen oder das Herzählen an den 
Fingern entbehrlich machte. Dies mußte auch ein Ziel des Ele- 
mentarunterrichtes sein. So weisen schon Aristoteles und Dio- 

phant auf die Notwendigkeit des Auswendiglernens, das den 

Schülern allerdings wenig Freude macht, eindringlich hin.3 Eine 
solche Eins-und-eins-Tabelle, die gleichzeitig als Subtraktionstafel 
zu gebrauchen war, findet sich bei Rhabdas. 

a L fl- 
a F Y) 
a v) Ç 

a ß a 

ist ein Teil dieser mit aüv$e<jiç pisTà àcpaipsoscoç (Addition und 
Subtraktion) überschriebenen Tabelle. 

Derartige Hilfstabellen existierten sicher schon lange. Dies er- 

gibt sich schon aus der Bezeichnung bei Rhabdas als „Erfin-  
dung des Palamedes“. Der Name soll sicher nur die alte Über- 
lieferung zum Ausdruck bringen.4 Urkundlich ist eine Additions- 

1 Gerstinger-Vogel S. 22. 
2 Heron III  S. 176. 
3 Siehe unten S. 387. 
4 Tannery, M. sc. IV S.110. Herrn E. Wüst verdanke ich den Hinweis 

auf zwei Stellen in der Literatur, aus denen hervorgeht, daß mit Palamedes 
der Sohn des Nauplios gemeint ist, offenbar also der, welcher am troja- 
nischen Krieg teilnahm. Er wird deswegen gerühmt, weil er die phöni- 
kischen Ziffern (Buchstaben?) lehrte und in der Lage war, richtige Ver- 
teilungen der Lebensmittel vorzunehmen. Er war also des praktischen 
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tabelle aus früherer Zeit auf einem Papyrusstück belegt, das spä- 

ter zum Text des Papyrus Vindobenensis 19996 mitver- 
wendet wurde, das also aus der Zeit vor der 2. Hälfte des ersten 
vorchristlichen Jahrhunderts stammt. Es steht dort1 in derber 

Unzialschrift: 

A A B 
ABT 
ATA  
A A E 

1 2 3 
1 3 4 
145 USW. 

Im einzelnen sind bei der Addition folgende Termini in Ge- 
brauch : 
Addition: crûvO-Ecnç, % Kpôo&zaa;, auyx£<paXcdco<nç. 
Addieren: èTU'V.&éva.i, GUVTIO-EVOU, iTttauvTL-ö-svat, TTpocmAcvai, auy- 

xsçaXatoüv, auyxEtpaXoöv, crüvSuo Xa pißccvstv, cruv- 

aô-potÇsiv, auvàysiv, Ttpouapiüpetv, 7tpoaTaTTEiv, ptty- 
vuvat, cnjjxpiyvüvat.. 

Summe : àx}poiajj.6ç, xscpàXcaov, 0uyxscpaXa[co[j.a, cuyxscpaXaîcocriç, 
6 <juyxEtp.£Voç, TO auyxEtjjiEVov EX TOü XEçKX., TO XOCTà 

aovUsettv, aüp—aç, TO OXOV, TO aûvoXov, ô àpt9-[xàç cuv- 
apcpoTÉpcuv, ô ysvôpevoç. 

Die Summe wird oft eingeleitet durch ôpoü (zusammen) und 
ESou (siehe!) oder, wie auch das Resultat anderer Rechenopera- 

tionen, durch yiyvsoüm (als Siglum: pj"),  à—oßacvEtv, à—oSiSovat 

(Ni ko machos), cup sïvai usw. bezeichnet. Ein Pluszeichen exi- 
stiert nicht, ebensowenig wie ein Terminus für Summanden. 
Diese werden mit xaL oder ohne jede Verbindung aneinander- 
gereiht. Auch die Wendung: TO A psTà TOO B ist gebräuchlich. 

Dividierens kundig. Außerdem erfand er eine „Tafel“. Die beiden Stellen 
sind: Schol. Eurip. Or. 432: ô Sè naXapvjSvjç araX-HAv Eîç Tpolav xà piyiaxa 
üvrjcse xôv 'EXXvjvtxôv Xaov. Xip.eoaa6vxcov yàp Èv AùXtSt xal Tiepl xvjv Siavopùiv 
xoij air ou SuayepaivôvTcov TE xal axacnaÇôvxcov upcoxov p.èv xà ®oivlxta StSâpaç 
ypa[i.ptaxa aùxoùç ïCTTJV XE xal àvExtX^rrxov xvjv Siavop.7;v Èv xouxoïç Expaypta- 
xsuaaxo und Schol. Stat. Ach. I 93: tabulam ipse invenit ad comprimendas 
otiosi seditiones exercitus. Es handelt sich in dieser verderbten Stelle wohl 
um die „Tafel des P.“, von der Rhabdas spricht. Mit  einer solchen Mul- 

tiplikationstafel konnten auch die genannten Verteilungen (nach der ägyp- 
tischen Methode) vorgenommen werden. 

1 Gerstinger-Vogel S. 14. 
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Die Subtraktion 

Die Terminologie der Subtraktion zeigt wieder deutlich die Ab- 
hängigkeit vom Abakusrechnen. Das Subtrahieren ist ein „Weg- 
nehmen, Wegheben“, ein „Hinauswerfen“ des „kleineren vom 
größeren“. Rh ab das definiert i1 exßoXv) 8é scrnv àcpatpsenç T^TTOVOç 

apdffxoG à~à pHÇovoç und später unter Ausdehnung der Subtrak- 

tion auf den Fall der Gleichheit von Minuend und Subtrahend: 
àçoupeatç rjyouv sxßoXv] OTCCV ÈE, àpiDytcov àpdfpoùç utpaipüptsv y l'crouç 

ôOÙTOïç ï) èXàcrcTovaç.2 Auf dem Rechenbrett kann die Rechnung so 
ausgeführt worden sein, daß man beide „Zahlen“ untereinander 

legte und dann in jeder Kolumne je einen Stein gleichzeitig beim 
Minuenden und Subtrahenden „hinauswarf“. Später stand, wie 

die obengenannte Tafel des Palamedes zeigt, die Subtrak- 
tionstabelle (umgekehrte Eins-und-eins-Tabelle) zur Verfügung. 

Nesselmann3 gibt folgendes selbstgewählte Beispiel: 

if 

M,y/Xc 93 636 
/>' 

M/yu-fr 23 409 

M-(JxÇ 70227. 

Heath4 gibt es besser wieder als 

Û 

M ,'f  7. X c 

M ,y u •9’ 

M ovX, 

wobei er den nirgends belegten Nullstrich wegläßt und vorsichtig 
bemerkt: „a subtraction would be represented. . . .“ Aber auch 
bei ihm gilt das (bezüglich des Untereinandersetzens der zusam- 
mengehörenden Einheiten sowie des Striches vor dem Resultat) 
oben bei der Addition Gesagte; schon Frie dl ein5 hat darauf 

1 Tannery, M. sc. IV S. 96. 
2 Ebenda S. 118. 
3 Nesselmann S. 119. 
4 Heath 1, I S. 52. 
3 Friedlein S. 75. 
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hingewiesen, daß die vorgeschlagene schematische Anordnung 

durch keinerlei Quellen belegt ist. Überall da, wo eine Subtraktion 
auftritt, erscheint sie im fortlaufenden Text. So steht bei Heron1 

160 
für die Subtraktion 169—129 TOCüTOC (sc. pxT xal pP 

p£ 
if *v 
acpsAe 

Y \ J I 
onto rav p^T. XotTtà XT y.ai. W . Man weiß auch nichts darüber, 

welches Verfahren man einschlug, wenn eine „Stelle“ des Minuen- 

den weniger Einheiten enthielt als die entsprechende des Subtra- 
henden. Auf dem Rechenbrett ergab sich sofort ein Ausweg durch 
Umwechseln (Entlehnen) einer größeren Einheit. Wie wares aber 
beim schriftlichen Rechnen? Heron gibt z. B. an einer Stelle2 

als Ergebnis von 625-333 sofort 292 an. Entweder wurde wohl 

die Nebenrechnung auf einem Abakus erledigt oder man wird an 
folgende Kopfrechnung denken: 625 — 300 — 33 = 325—(25+8) 

= 300 — 8 = 292. 
Die Multiplikationen zweier Differenzen führen beiDiophant 

zu dem Terminus Asùjjtç für eine abzuziehende Größe (= Sub- 
trahend) und zu der hieraus entspringenden Regel: Asujxç ènl 
XsLiJnv —oXXa7rXa<j(.aa<>SLCTa tratst Ü7tapl;tv, Àeuptç §s èm ünapÇiv 
7ïoi£i Xeüjxv.3 Dabei darf man aber noch nicht an den Begriff einer 
negativen Zahl denken, wie es auch nach der Übersetzung von 

Tannery (minus multiplicatum in minus facit plus) den An- 
schein hat. In der griechischen Mathematik wird nie, auch nicht 
in spätester Zeit, etwas Größeres von etwas Kleinerem subtra- 
hiert.4 An derselben Stelle führt Diophant ein Zeichen für die 

abzuziehende Größe ein. Es heißt hier: y.a't zrjç À£tt|t£«(; cr^pstov 
èXkmèç y.a-rto vsüov, A- Dies wird nun zum Symbol des Minus- 

— O _ 
Zeichens, z. B. ix—3 =i>  ß A M y.5 

1 Heron III  S. 46. 
2 Heron III  S. 44, ebenso S. 40: 160— 72 =96 — —. 

5 2 5 10 3 Diophant I S. 12. In einem Scholion (Diophant II  S. 199) wird  
(to-px) • (10 — x) nach der „indischen Methode“ vorgerechnet ; hier heißt 
es z. B., daß (— x) • x zu x2 wird:  vj A xoü ä 501’ tnl xc>v ä iur, A A1 ä. Hier  
!St —x2 bereits eine negative Zahl!  

4 Von dieser Subtraktion spricht nur der Skeptiker Sextos Empirikos, 
S. 275 ff. 

5 Diophant I S. 94; 5 ist das Symbol des Unbekannten (àptffp.ôç), die 
Zahlen haben den Zusatz: |j.ovàSeç (A). Über A s. Heath 3, S. 71ft'. 
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Folgende Termini zur Subtraktion finden sich in den Texten: 

Subtraktion: àcpoupectç, exßoXf), ÈXdtTTCoatç, Ü7tepO)(Y|, ütpat- 
pecriç. 

Subtrahieren : 

Minuend : 

Subtrahend : 

Rest, Differenz: 

od'psiv, àcpatpstv, ucpatpstv, Û7teÇatpetv, exßaXXeiv 
atto, 7tapexßaXXe[.v, Xapißdoveiv ex Ttvwv. 

ohne eigenen Terminus. 

Xet<];tç. 

TO XeiTtoptevov, TO xaTaXei.7t6fi.evov, XstcpD-ev, Sta- 
CTTYjpta,  eXXettjxç, TO Xoutov, Tà Xoutà, UTtepoji],  

Stacpopà, artOTOfiT).  

Weiterhin heißt das Übrigbleiben des Restes: 
XetTrecrFat, a7toXet7t£i.v, xaraXetTCiv, xaTaXtfi7ta-  
vecrFat, ùnzpéyeiv, ÛTtepcpépeiv, fieveiv (pivouai 
XotTtOV).  

Als Siglum findet sich  ̂= TteptecrTtv (?) im Papyrus Graecus 
Vindob. 19 996 und im Ayer Papyrus.1 

Die Multiplikation. 

Der erste Zweig der Logistik, der von dem Charmidesscho- 
liasten angeführt wird, ist die Multiplikation, bei der zwei Arten 
unterschieden werden, die ägyptische und die griechische. 

Über die Durchführung dieser Rechnungsart bei den Ägyp- 
tern sind wir aus den dortigen Quellen genau unterrichtet. Das 
Verfahren ist noch eng mit dem der Addition verbunden, nur daß 
man zur rascheren Durchführung der Rechnung von ständigen 

Verdoppelungen Gebrauch machte. Soll z. B. 39-61 ausgerech- 
net werden, so ergibt sich folgendes Schema: 

/l 61 
/2 122 

/4 244 
8 488 

16 976 

/32 1952 

zusammen 2379. 

1 S. 35. Vielleicht ist /r\ = A = 
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In der ersten Reihe stehen die Multiplikatoren, in der zweiten 

die Teilprodukte, von denen das erste gleichzeitig den Multipli-  
kanden darstellt. Da der auf 32 -6t folgende Schritt (64 '61) schon 
einen Multiplikator größer als 39 liefert, wird hier haltgemacht. 
Dann werden diejenigenMultiplikatoren, deren Summe 39 er- 

gibt (also 1 + 2 -f- 4 -f- 32 = 39), mit einem Merkstrich versehen 
(Kennziffern); die Summe der dazugehörigen Teilprodukte er- 

gibt das Resultat. Der bei der Problemstellung verwendete Ter- 
minus lautet: „Rechne mit 61 neununddreißigmal.“1 Da die 
vorkommenden Verdoppelungen bequem in einer Kopfrechnung 

(oder auf dem Abakus?) erledigt werden, unterscheiden sie sich 
von den schwierigeren allgemeinen Multiplikationen, so daß es 
erklärlich ist, wenn sich diese spezielle Multiplikation als eine 

eigene Rechenoperation duplatio („Zwiefachung“) noch weit in 
die Neuzeit hinein erhalten hat.2 

Die Entwicklung der Addition mehrerer gleicher Summanden 

zu einer neuen Rechnungsart höherer Stufe, der Multiplikation, 
ging nur ganz allmählich vor sich; sie hat die gedächtnismäßige 
Beherrschung des kleinen Einmaleins zur Voraussetzung. Bei 
der Definition der Multiplikation wird stets auf den inneren Kern, 
auf die fortgesetzteAddition, zurückgegriffen. So definiert Rhab- 

das - genau wie wir -3 àptVp.oç àpdtpov 7toXXa7i:XaaiàÇsiv XéysTai, 
Öxav, öoai zialv èv auTw povaSsp, TocrauTaxtç CTUVTSS-T) ô ~oXXa- 

7iXaaiaî(6jX£voç xal ysvvjTcd TIç sTspoç. Ähnlich heißt es bei einem 
Anonymos,4 der nach dem 5. Jahrhundert lebte: TToXXaTtXatnacr- 
[loc, zGTi cruvS-ecTti; àptDpIOö TLVOç SOO-SVTOç xcdP srspov àpdfpciv 80- 

DsvTa ‘ oiovet, ovav o sTspoç TocrauTcxxu; auvTtS-spevoç 4 ÔTtocroç ètmv 
6 STspoç sv rü 7îXfj-9-et TWV povàScnv xal tioifi  Ttvot xarà TO TTX9)9-Oç Tïjç 

CTUVDSCTSWç, 6 ysvopevoç XéysTai TtoXXaTcXacnacrpoç TOO srspou xarà 
Tov sTspov. Es wird also eine Zahl gemäß, zufolge einer 

anderen, also so oft wie die andere angibt, addiert. 
Auf diesem Gedanken der fortgesetzten Addition scheint auch 

die Terminologie der Multiplikation aufgebaut zu sein. Das 

1 Oder: „lege hinzu, angefangen mit 61, neununddreißigmal“. Über die 
Terminologie der ägyptischen Arithmetik siehe Vogel 2, bes. S. 11-21. 

2 Heath 1, I S. 53, Tropfke I3 S. 70. 
3 Tannery, M. sc. IV S. 98. 
4 Anonymus 1, s. Diophant II S. IV und 6. 
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hauptsächliche Fachwort ist TcoXXoïTcXactidcÇsiv, dessen Stamm der- 

selbe ist wie der der Zahladjektiva SITCXOüç, StTtXdccnoç. Das Zeit- 

wort —Xsxeiv (St. ttXay, plie) heißt „zusammenfalten“, TTOXXK- 

7iXaaiàÇsiv wäre dann ein „multas plicas facere“, ein „verviel- 

fältigen“. Die Sprachwissenschaft müßte entscheiden, ob nicht 
vielleicht -sX hinter —Xoy steckt. Gerade das „Umwenden“, das 
„Herumschwingen“ (TtsXopai) z. B. des Mantels ruft doch die 

Falte und damit ein doppeltes Stück hervor. Denken wir an 

das ebenfalls von TcsXopai abgeleitete 7rXé9-pov. Dieser schmale 
Streifen, die „Ackerfurche“, wurde zum Längenmaß. Wird nun 
beim Umpflügen eines rechteckigen Ackers Streifen an Streifen 
aneinandergereiht, so ist das Bild gerade das eines fortgesetzten 

Zusammensetzens, eines Addierens aller dieser kleinen Streifen- 

flächen.1 Das Ergebnis der Addition durch „vielmaliges Um- 
wenden“ ist gleichbedeutend mit einem „Produkt“ aus Länge 
und Breite. In diesem Zusammenhang ist es bezeichnend, daß 

neben den quadratisch aufgebauten Flächenmaßen (z. B. ein 
Plethron als Quadrat von je einem Längenplethron Seitenlänge) 
auch rechteckige Streifen als Flächenmaße Vorkommen. So hat 
Tannery bei Didymos einen SKXTUXOç ^uSaïoç festgestellt, der 
in einem Rechteck von 1 Elle Länge und 1 Zoll Breite bestand.2 

Auch andere Termini sprechen für diese Erklärung der Multi-  
plikation. Das Multiplizieren ist ein euaw.XapßavsLv, also ein 
„Wiederholen“. Die Wendung Troisïv àpiFpiov l~l TIVOC zeigt, 

daß eine Zahl auf oder an die andere gelegt oder „heran- 
geworfen“ (7rapaßaXXsiv) wird. Überall steht demnach die geo- 
metrische Vorstellung im Vordergrund, die sich auch auf die 

rein arithmetischen Ausdrücke überträgt, wie es z. B. auch die 
Termini für die figurierten Zahlen (sra-e§oç àpiD-pioç, eTspoprrjXY)? 
àpi&fxoç) erweisen.3 

Bei Homer findet sich noch kein Zeitwort für vervielfältigen. 
Dagegen kommen dort die multiplikativen Zahladverbien auf 

1 TiXiZ., vom gleichen Stamm ist „Fläche“. 
2 Uber die Landelle bei den Ägyptern s. Gerstinger-Vogel S. 52. Die 

Fortführung dieses Gedankens führt zu Schichtkörpermaßen, die in der ba- 
bylonischen und griechischen Mathematik nachweisbar sind. 

3 Auch in der babylonischen Mathematik ist das Produkt eine „Fläche“ 
(a-sa). 
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-xiç (TSTpàxiç usw.) sowie die Zahladjektiva (SOTXOüç USW.) vor. 
Bezeichnend für die oben geschilderte „streifenmäßige“ Multi-  
plikation ist das zweimal verwendete TSTpaâsXuptvoç, aus vier La- 

gen bestehend, also „vierfältig“.1 

Beispiele für die Durchführung einer Multiplikation nach der 
ägyptischen dyadischen Methode sind mir in der griechischen 
Mathematik nicht bekannt. Sie wurde im Unterricht wohl auch 

bald durch die nicht so umständliche griechische Methode ersetzt, 
die freilich eingehend geübt werden mußte, während die ägyp- 
tische Multiplikation für jemand, der die Addition beherrschte, 
selbstverständlich war. Die Notwendigkeit eingehender Übungen 

auch in der Multiplikation hebt Diophant hervor, wenn er 
sagt:2 xaXwç o'jv syst, svapyopsvov T7jp —paypaTslap auv-D-Éast xcd 
àcpatpsast xai. —oXXa—Xamaatioip . . . ysYupivocaS-at.. Hauptsächlich 
liandclte es sich dabei um die Beherrschung des kleinen Einmal- 

eins, dessen Kenntnis besonders bei mehrzifferigen Faktoren 
Voraussetzung war, wenn man nicht bei der Bildung jedes Teil- 

produktes zu einer Nebenrechnung auf dem Abakus oder auf 
einem Beiblatt seine Zuflucht nehmen wollte. In einer Stelle bei 
Aristoteles wird dies treffend illustriert.3 Er spricht davon, daß 
ein Redner auf die hauptsächlichsten Einwände gerüstet sein 
müsse. Wie ein Geometer die Elemente und ein Rechner das 
Einmaleins, so müsse auch ein Diskussionsredner die àpyai und 
die —poxaastp sofort zur Hand haben. Der Text lautet: — stpa.Tsov 
5s xai. sip â TcXstcrraxtp spiTÜTtTOUcrv ol (aXXot) Xôyot xaTsystv % � coa—sp 
yàp sv yewptSTpia ~po ëpyou TO —spi Ta errotysta ysyupivaallai xai sv 
àpd>fj.otp TO —spi Toùp xscpaXtajxoùç — po.yslpcop ëystv ptsya 

Staçspst Tïpoç T o xai TGV àXXov apiUpov ytvcoGxstv 7toXXa7tXac>toûpis- 
vov, ôjjLotwç xai sv TOtp Xôyotp TO irpoysipov sivai 7ïspl Tàp àpyàp xai 

Tac TrpoTaosiç à—o GTouaTop sps~ LaTaa-SIai.. Der Kommentator Alex- 

ander erklärt die Kopfrechnungen, von denen Aristoteles 
spricht und die für die anderen Multiplikationen nützlich sind, 
als die Multiplikationen im kleinen Einmaleins. Aus ihnen kann 
man die größeren Multiplikationen herleiten. Er sagt: xscpaXia- 

1 Homer O 479 und -/ 122. 
- Diophant I S. 14. 
3 Aristoteles, Top. VIII,  14 (ed. Wallies S. 186); hierzu Alexander 

S. 586. 
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poùç Sè Xsyei [’ApiGxoxéX-rçç] xoùçxwv 7tpojTtov àpdfpcov xwv pé^pt. Sexâ- 
Soç 7roXXa7tXa<7ia<7poüç ' Stà yàp x9jç TCpl xoûxcov yupvacriaç xal 01 xoiv 
uarspcov xal peiÇôvcùv xal ôpotcov aùxoïç 7raXXa7rXacr(,aa’pol xaxà pexâ- 
ßacnv yvcaplÇovxai, ' àno yàp xoü ,,8lç Sôo xeacrapa“ yvcoplÇexai ô ,,8lç 

x' p'“ xal ô „elxoaàxiç x' u'“ xal ô ,,Siaxoai.ovxàx[.ç x' xexpaxicxü 
Xta“ xal É£9)ç ôpoicoç. Also aus 2-2 = 4 folgt für die „ähnlichen“ 
Zahlen 2-20 = 40, 20-20 = 400, 200-20 = 4000 usw.1 

Zur Erleichterung der Rechnung standen auch Einmaleins- 
tabellen zur Verfügung, wie sie ein Fragment des Britischen Mu- 

seums zeigt, das auf das zweite Jahrhundert zurückgeht, aber 
auch älter sein kann.2 Bei Rhabdas finden sich ausführliche 
Einmaleinstabellen vor, die als <jj7)cpocpopt.xa " eüpspoc riaXapf)Souç 

bezeichnet werden (s. o. S. 380). Den Anfang bilden die Einer- 
multiplikationen (apx>l TOW àxo povà&oç pé^pi p.uptàSoç àttXwv 
7ToXXa7ïXaai.acrpMv). Zuerst wird 1 (a) mit allen 37 Buchstaben- 

ziffern 

a ß y 8 e ç1 Ç 7] S- 
txXpv^o — <4 

pGXUÇX^Cû  ̂

,a ,ß ,y ,8 ,s X ,n fi und “  

kombiniert, was die Produkte von 1 • 1 bis 1 • 10 000 ergibt. 

Dann folgt 2 - 2 bis 2 • 10 000 usw. bis 9 • 9 bis 9 - 10 000. In den 
nächsten Tafeln kommen die Multiplikationen der Zehner, der 
Hunderter und der Tausender bis zu 10000-10000= 100000000 

(= à ä a). Überall steht der Multiplikator in der ersten, der Mul- 

tiplikand in der zweiten, das Produkt in der dritten Kolumne, also 
z. B. : 100 • 400 = 40 000, also p u 8. 

Bei Nikomachos stehen Tabellen, in denen die Zahlen glei- 

cher Eigenschaften zusammengestellt werden, z. B. die durch 5 
teilbaren Zahlen. Sie lassen sich auch als Einmaleinstabellen ver- 

wenden. Eine von ihnen enthält das Einmaleins von 1 - 1 bis 
10 • 10:3 

1 Über die Tru&pévEç s. o. S. 375, 377. 
%  Tropfke I3 S. 143. 
3 Nikomachos 1, S. 51. 
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|j.vjxo c 

Aus den erhaltenen Texten sieht man allenthalben, wie bei der 

schriftlichen Durchführung einer einfachen Multiplikation die 
betreffende Tabellenzeile - entweder aus der Tabelle entnommen 
oder aus dem Gedächtnis heraus - in die jeweilige Rechnung 

übertragen wurde. So heißt es z. B. bei Rh ab das -srpixtc TX 

8 ïçj XSVTCXXL; TX T) p, oder vereinfacht % & ,x ,11 (9 • 1000 = 9000). 
Diese verkürzte Form steht auch bei Heron, z. B. yT'xx' 

(3-7 = 21), während sonst im allgemeinen die vollständigen 
Wendungen: fà A èm TX. B yivovtat C u. a. vorherrschen, wie bei 
Archimedes, Heron, im Papyrus Gr. Vind. 19 996 usw. 

Die uns erhaltenen Beispiele mehrzifferiger Multiplikationen 
zeigen neben der Verwendung des Einmaleins ein zweites 

Hauptmerkmal der griechischen Multiplikation. Es besteht 
darin, daß im Gegensatz zu unserem „indischen“ Verfahren bei 
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der höchsten Stelle begonnen wird. In ,,H eron“ s Geometrie1 wird 
das Produkt 14 23/33 • H 23/33 gerechnet als 14 • 14 + 14. 23/33 

+ 23/33 • 14 + 23/33 • 23/33- Ebenso2 44/5 -44/5 = 4-4 
4- 4 • 4/5 + 4/5 • 4 + 4/5 • 4/5 oder mit verschiedenen Faktoren :3 4 

4 33/64 • 7 62/64 =4.7 + 4.62/64 + 33/64 • 7 + 33/64 • 62/64. 
Auch bei Eutokios stehen zahlreiche Beispiele. Von den 3 neben- 
einanderstehenden Multiplikationen 306-306, 153- 153 und 
265 • 265* lautet die letzte folgendermaßen: 

xà 8s CT^S 
» ' Y 
ZIU GÇ.S 

M M ,ß ,ä 
a 

M/ß/TXT 

265 
265 

also: 
40 000 12 000 1 000 

12 000 3600 300 

1 000 300 25 

öfjioij Maxe zusammen 70 225. 

Das Beispiel zeigt, daß die Berechnung in der Reihenfolge: 
(200 • 200 + 200.60 + 200 • S) + (60 • 200 + 60 • 60 + 60 • 5) 
+ (5 • 200 + 3 • 60 + 5 • 5) also von links nach rechts vor sich 

ging.5 Man hat auf die so gerichtete Multiplikation die bekannte 
Äußerung Herodots (11,36) bezogen, in der erzählt wird, daß 
die Griechen im Gegensatz zu den Ägyptern von links nach rechts 
„rechnen“: ypo+paxa ypdkpouai, xai XoylÇovxai ^vjcpottn, "EXXijveç 
psv à~o xöv àptaxspcov èrà ta Ss^tà cpépovTsç TYJV yeïpa., AiyurïTioi. Ss 

a7i:ô TCôV Ss^iûv ZTZI xà àpujxepà. In diesem Fall kann man an eine 
Abakusmultiplikation analog dem Eutokiosbeispiel denken, wo- 

bei der Multiplikator in die auf der Salami ni sehen Tafel seit- 
lich befindliche Kolumnenreihe eingetragen gewesen sein kann. 
Nagl hat die wahrscheinliche Ausführung einer solchen Multi-  
plikation vorgerechnet.6 Da aber von einem ägyptischen Abakus 
nichts Sicheres bekannt ist, kann XoyiÇovxai iJi7)<poi<n auch lediglich 

1 Heron IV S. 322. 
2 Ebenda IV S. 256. 
3 Ebenda IV S. 266. 
4 Archimedes III  S. 234. 
5 N agi S. 48. 
° Ebenda S. 56 f. ; H eat h 1, I S. 51 ist anderer Ansicht. 
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„rechnen“ bedeuten, und dann bezieht sich die Stelle wohl nur 

auf die verschiedene Schriftrichtung. 
Nesselmann und andere1 setzen unter den 2. Faktor sowie 

vor die Gesamtsumme wieder Querstriche, die sich aber in den 
Texten selbst nicht vorfinden. 

In der geschilderten Weise sind bei Eutokios noch folgende 
Beispiele ausgeführt: 

571 • 571 
591 1/8 % � 591 1/8 

1172 1/8 • 1172 1/8 

2339 1/4 • 2339 1/4 
780 • 780 (zweimal) 

2911 • 2911 
1823 • 1823 
1838 1/9 1/11 • 1838 1/9 1/11 

66 • 66 (zweimal) 
2016 1/6 • 2016 1/6 

1 S3 - 153 (dreimal) 
1162 1/8 . 1162 1/8 

2334 1/4-2334 1/4 
1560 • 1560 

1351 • 1351 

3013 1/2 1/4 • 3013 1/2 1/4 
240 • 240 
1007 • 1007 

1009 1/6 . 1009 1/6 
2017 1/4 • 2017 1/4. 

Dabei ist überall zu sehen, daß der Rechner das Einmaleins be- 
herrschte bzw. in Tabellen nachschlagen konnte.2 

Multiplikationsbeispiele mit gebrochenen Faktoren, die weiter 

unten besprochen werden sollen, finden sich besonders im Papyrus 

Akhmim und bei Rhabdas. Im übrigen beschränkt sich der 
letztere in seinem ersten Brief auf die einfachen Multiplikationen, 
d. h. auf solche mit Faktoren, die nur mit einer Buchstabenziffer 

geschrieben werden können. Für solche hat er auch die genannten 
Einmaleinstabellen aufgestellt. Im Anschluß daran heißt es nun:3 

xoc! OÜTCO [ilv  ô otTtXouç ywETOti 7toXXa7ïXacn.ac7p.6ç, ô 8È StTtXoüç xai 

TpurXoüç xal ô STOXEIVCX TOüTCOV §tà ptExIoSou 7tpoßodv£t xtvoç, Y)V èVTW 

ÜEpi 7L0/,Àa7îÀ7.<Tia.c7(xoo Xoyw TT)ç TVSLXTJç MEyàXvjç TVjCpoçopLaç 

àxpi^wç (XETEXD-WV EWTT) coxpéaraTa. Der Hinweis auf die bessere 

Eignung der indischen Methode zur Bewältigung der „mehr- 
fachen“, d. h. der mehrzifferigen Multiplikationen und die Tat- 
sache, daß in den Briefen des Rhabdas auf diese neue Methode 

1 Nesselmann S. 116; Heath 1, I S. 57 f. 
2 Archimedes III  S.250; hier sieht man z. B. bei der Multiplikation 

3013 Si 3013 -- die Kenntnis des Einmaleins mit 13. 
24 -4 

3 Tannery, M. sc. IV S. 114. 
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nicht eingegangen wird, ist ein Beweis für das Vorliegen echt 
griechischer Kenntnisse bei den von ihm tatsächlich beschriebe- 

nen anderen Rechenoperationen. Daraus ergibt sich der Schluß, 
daß man Rhabdas zum Studium der alten griechischen Logi- 
stik mit heranziehen darf. 

Die Untersuchung von Multiplikationen mit Sexagesimal- 
brüchen sowie die Multiplikationen von Brüchen und das diesen 
entsprechende „Zusammensetzen“ der XoyoL wird unten bei der 
Bruchrechnung durchgeführt werden. Die Multiplikationsbei- 

spiele bei Maximos Planudes in dessen „großer indischen 
Rechenkunst“ gehören nicht mehr zur griechischen Logistik, 
wenn auch meist noch die alten Termini vorliegen. 

Zu der Beherrschung des Einmaleins kommt noch als grund- 
legender Faktor der griechischen Multiplikation die Bestim- 

mung des Stellenwertes. So zerfällt die Multiplikation in zwei 
Teile; erstens in die Multiplikation der „Wurzelzahlen“ (alle 
die genannten „ähnlichen“ Zahlen 2, 20, 200, 2000 usw. haben 
denselbenTcuFp^v)1 und zweitens in die Einreihung an den rich- 

tigen Platz der Reihe 1, 10, to2, 103 usw. Hierüber schreibt Ar- 
chimedes2 im <jiap.fjiT7)ç: ypYjaipov 8s lern xal T68S yLyvMGx6|i.s- 

vov. EL xa àpdfpwv à—o TôCç povàSoç àvàXoyov èOVTWV 7toXXa7tXaaià- 

ÇWVTL TLVEç àXXàXouç TWV EX TCXç aÙTÔcç àvaXoyîaç, ô yevôpEvoç écr- 
asLTai èx Taç aùxàç àvaXoyîaç àrrÉywv à—b pèv TOU pstÇovoç TWV TïOX- 

XaTiXaaia^àvTcov àXXàXouç, ocrouç ô ÈXàTTcav TWV TtoXXaTiXaoiaçàvTtov 

ù.nb povàSoç àvàXoyov à.Tis^Ei,, à.nb Se Tàç povà.Soç àcpéE,ei svl èXaT- 
TOVCLç, 9j OGOç SGT'OV ô àpLafpoç GuvapcpOTÉpcov, oûç à7rs^0VTL <xizb povà- 
80ç öL TuoXXa7tXaaLaÇavTEÇ àXXàXouç, d. h.: „Es ist auch nützlich, 
folgendes zu wissen: wenn Zahlen von der Einheit an in einer 
geometrischen Reihe angeordnet sind und einige (= zwei) aus 

derselben Reihe miteinander multipliziert werden, so wird das 
Produkt zu derselben Reihe gehören, und zwar steht es von dem 
größeren der beiden Faktoren so weit ab, wie der kleinere der 
Faktoren von der Einheit im Verhältnis absteht; von der Einheit 

wird es um eins weniger abstehen als die Summe der Zahlen (an- 
gibt), um die beide Faktoren von der Einheit abstehen.“ Zum 
Verständnis dieser Stelle ist zu beachten, daß der Grieche bei 

1 Siehe oben S. 375. 
2 Archimedes II  S. 240. 
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dem Abzählen des „Abstandes“ eines Gliedes der Reihe das An- 

fangsglied mitzählt.1 In der Reihe 1, a, a2, a3, a4, a5, a6, a7 . . . 
TT? Î T'e ? 's 

hat z. B. a2 den Abstand 3, a5 den Abstand 6, was unserer Nume- 
rierung der Glieder entsprechen würde. Die Regel besagt dann, 

daß das Produkt a2 • a5 (= a7) auch ein Glied der genannten Reihe 
ist, und zwar hat es von a5 denselben Abstand wie a2 von 1, näm- 
lich 3 ; ferner hat das gesuchte Produkt von 1 einen Abstand, der 
sich hier aus 6 + 3 —1=8 errechnet. Das Resultat ist also a7. Mit  
dieser Regel war man in der Lage, nach der Multiplikation der 
7ïu&[iiv£ç das Resultat richtig in die Potenzreihe von 10 bzw. von 

60 einzureihen.2 

Ein Apollonios-Kommentar von Pappos gibt über die 
Multiplikation der 7ïu9-p.évsç und die dann noch notwendige Ein- 
ordnung an den richtigen Platz seines Myriadensystems ein- 
gehende Auskunft.3 Es soll z. B. 200.300 • 2.3-4=A.B.r.A-E 

berechnet werden. Als Produkt (crrspsoç) der TO&psvsç ergibt sich 
2 • 3 - 2 • 3 .4 = 144. Da 100• 100 = 10 000 (nach Archimedes: Ab- 
stand von 1 ist 3 + 3 — 1) ist, folgt als Ergebnis 144 einfache My- 
riaden = 1 440 000 (à—Xwv oüv fxupiäScüV ppS' Êonrlv 6 EX TüV 

ABTAE crrepsoç). In einem anderen Beispiele wird das Produkt 
aller Zahlenwerte der Buchstaben der Verse: ’AprépuSoç XàELTE 

xpdéroç si;oyov èvvéa xoüpoa und MŸjviv  CIEISE 9-sà Avjpt/qTspoç àyXao- 
xâpTtou bestimmt. ImletztenFallsinddieWurzelzahlen: 4, 8, 5, 1, 5 ; 

1, S. G 4. 5; 9. 5. G 4, 8, 4, 8, 3, 5, 1, 7, 2; 1, 3, 3, 1, 7, 2, 1, 1, 8, 
7, 4. Ihr Produkt ergibt: 2 1849 4402 5600 0000, also 2 • 100004 

+ 1849 • 10 ooo3 -f- 4402 . 10 ooo2 + 3600 • 10 ooo1. Dies muß 
jetzt noch mit 10 ooo5 • 100 multipliziert werden, da das Produkt 
der in den Zehner- und Hunderterzahlen enthaltenen Potenzen 
1022 ergibt. Das Ergebnis ist demnach : 

218 • 10 ooo9 (Myriaden 9. Ordnung) + 4944 • 10 ooo8 (Myriaden 

8. Ordnung) -f- 256 • 10 ooo7 (Myriaden 7. Ordnung). 

Es ist nicht unmöglich, daß die in der verlorenen Logistik des 

1 Vgl. 8 Tage = 1 Woche, quinze jours = 14 Tage. 
2 Z. B. 20 • 300; 2-3=6; 10 • 100 = 1000; also 20 • 300 = 6000. 
3 Pappos I S. 2-29. 
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Magnes1 enthaltenen Myriadenrechnungen sich mit demselben 
Problem befassen. 

Nach all dem, was wir aus den Quellen in Erfahrung bringen 
können, besteht wohl das Wesen der griechischen Multipli-  
kationsmethode gegenüber der ägyptischen in der Bildung 
von Teilprodukten (in der Reihenfolge vom Großen zum Kleinen, 

also von links nach rechts) nach dem Schema: (ax + bj + cx . . .) 
• (a2 + b2 + c2 + . . .) = a-jajj + axb2 -f- ajC2 -f- . . . + b-,a2 

-f- b-Jog + b1c2 cxa2 -f- c1b2 + CjC2 . . ., wobei außer der 

Beherrschung des kleinen Einmaleins (oder der Verwendung der 
entsprechenden l • l -Tabelle) die genaue Bestimmung des Steilem 

wertes eine Hauptrolle spielen mußte. 
Die bei der Multiplikation auftretenden Termini fußen haupt- 

sächlich auf zwei Gedanken: Entweder nehmen sie Bezug auf 

das oben geschilderte wiederholte Aneinanderlegen der einzel- 
nen Summanden oder sie knüpfen an die Geometrie an, wobei 
sich „Seite, Rechteck, Quadrat, Würfel“ usw. zu Fachwörtern 
für „Faktor, Produkt, zweite und dritte Potenz“ usw. hcraus- 
bilden. Folgende Termini finden sich in den Texten: 

Multiplikation : TroXXa.TtXacn.aG'p.ôç, ~oXXa7îXacLaaLç, 7roXu7rXac7t,aa- 
[xoç, mxpaßoXv] ; 

speziell: SiTiXactacnç, SiTCXaciacrp.ôç, &i7tXaeri6x7]ç. 
Multiplizieren: 7toXXa—Xacioüv, TTOXUTTXownâÇsiv, ~oXXa—XacrG.^siv; 

mit Akkusativ : èm, pexà, Sta., Tcpôç; aup.TraXXaTïXacri.â- 

Çsiv, s~av7.Xau.ß à v st,v èm, cuvxiFévo«., cruvayeiv, ÈTupte- 
xpeîv, xaTajjLETpeïv ; 

allgemeine Wendungen : àpi-9-p.eïv s m, TTOLELV àpiHpov èm xtva, 
YiyvEGafai £—I xt,va; 

èm ohne Verbum: TO §è èm x68e, xi. èm xi; 
speziell : verdoppeln usw. : §t/7tXa<nàÇe(.v, Slç ysvôp.£voç, xpi- 

TùMGMCEI'J, TExpanXocffia^siv, 7tevxa7rXocaiàÇeiv ; 

ins Quadrat erheben: SûvacrSm xà A ecp’ saura; 
in die 3. Potenz erheben: xüßov 7roXXa7rXa<jt.àt(s(,v. 

Multiplikand: ô ~oXXa~Xac!.a^o(i.£voç. 
Faktor: ol 7ioXXa7tXacridc^avT£ç àXXàXouç, —Xeupal, eùFeîa Suvapiet 

xo ywpiov, •/) §uva[j.£VY) xô ywpiov. 

1 Siehe oben S. 370 und 465. 
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Produkt: TO yivôpisvov (èx TOö 7ioXXa7i:Xaai,ac7fjtoô), ô y£v6(j.evoç, xe- 
cpdcXaiov, TO auvT£Àoû[jtEvov, 6 ùno àpi9[j.6ç, TO û—6, 6 ôTïO 

A xod B 7rsptsy6[j.svoç àpt,9-p.6ç, ô èÇ, yâ>ptov; 
ab = £7U7r£&oç TcoXXaTrXamacrfi.oç, £T£pop.7)X7)ç àpt&jxoç; 
a • b = £7tt7reSoç ; 
a2 = TSTpàywvoç àptApiôç, TSTpàywvoç tcroTrXsopoç àptA- 

p.6ç, TO à~’ aÙTOÜ TSTpàywvov, TO ànô, 6 àtro, Sùvaptiç, 
a3 = arepeoç àpiApioç, [6 iE, aÙTÛv cTspeoç] xiißo?; 

an = GTspsoç àpt,9-(i.6ç, ô iE, aÙTwv orepeoç. 

Für die niederen Potenzen hat Diop h ant besondere Namen: 
Ay = Suvap-iç, Ky = x'jßoc, AyA = SuvaptoSûvajjitç, 
AKy = Suvajxoxußo?, KyK = xußoxußoç. 

Produkt als Vielfaches: iroXXaTtXàaioç, SurXàaioç, Tpi-Xàmoc. 
Ferner sind hier noch zu nennen: 

Die Zahladjektiva : à-rrXoüç. 
Die Zahladverbien: OLTZOLE,, Stç, Tptç. 

Die Division. 

Bei der methodischen Einführung der Division wird nach mo- 
derner Auffassung großes Gewicht auf die Unterscheidung zwi- 
schen Teilung und Messung gelegt. Bei jener wird eine be- 
nannte Größe in eine bestimmte Anzahl von Teilen mit gleicher 
Benennung eingeteilt, während bei einer Messung ein Vergleich 
zwischen zwei gleichbenannten Größen angestellt wird. Wollen 
wir etwas über die Beziehungen dieser beiden Divisionsarten er- 
fahren, so müssen wir auf die beim Auftreten einer Division vor- 
liegenden psychologischen Vorgänge eingehen. 

Treten Teilungsprobleme auf, was in jedem geordneten Wirt- 

schafts- und Staatswesen beim Verteilen von Lebensmitteln, Land, 
Beute, Erbschaften usw. schon früh anzunehmen ist, so liegt es 

nahe, vorerst praktische Durchführungsmethoden mit den be- 
reits geläufigen Rechenoperationen auszubilden. Erst viel später 

konnte ein selbständiges Verfahren mit eigener Terminologie 
geschaffen werden. Ein sofortiges Teilen in eine beliebige Anzahl 
gleicher Teile ist eine schwere Aufgabe. Wie soll man z. B. einen 
Stab rasch in 5 oder einen Verpflegungsvorrat in 27 gleiche Teile 

teilen? Konnte oder wollte man nicht schon vorher die genaue 
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Größe des zu teilenden Gegenstandes durch Ausmessen oder 
Auswiegen feststellen, so blieb nichts übrig, als nach dem Augen- 

maß die Teilung vorzunehmen. Schon der Satxpôç bei Homer, 

der jedem seinen gebührenden Teil Fleisch vorzuschneiden hatte, 
mußte seine Kunst (SaixpocrûvY]) wohl verstehen.1 Nur eine Tei- 

lung macht eine Ausnahme, nämlich die Halbierung. Es ist 
verhältnismäßig leicht, mit dem Augenmaß die Mitte anzugeben 

und hier den Gegenstand „abzubrechen“ oder, wenn ein Falten 
möglich ist, ihn in der Mitte umzubiegen. So ist es erklärlich, 

wenn die Einteilung antiker Maße vielfach auf dem dichoto- 
mischen Prinzip beruht (1/2, 1/4, 1/8, 1/16 . . .), das sich in den 
Noten der Musik bis auf den heutigen Tag erhalten hat. 

Schwieriger wird schon die Teilung durch 3 ; soll man aber eine 
sofortige Teilung in 5, 6, 7 usw. Stücke vornehmen, so führt das 

Problem auf Schwierigkeiten, denen mit anderen Mitteln zu 
Leibe gegangen werden muß. 

Was muß z. B. geschehen, wenn 135 Nüsse unter 5 Leute ver- 
teilt werden sollen? Bei dieser als Teilung auftretenden Division 

135 Nüsse: 3 kann ein sofortiges Zerteilen nach dem Augenmaß 
nicht statthaben. Macht man aber aus der Teilung eine Messung, 
indem man jedem der 5 Empfänger zuerst eine Nuß gibt, dann 
wieder eine und so fort, bis der Vorrat erschöpft ist, so wird 
durch Abzählen der Zahl, welche angibt, wieoftmal jeder eine 

Nuß bekommen hat, also durch die Messung 135 Nüsse: 5 Nüsse, 
die Aufgabe leicht erledigt. Das Resultat 27 sagt uns, daß jeder 
27mal je eine Nuß, also im ganzen 27 Nüsse, erhalten hat. Es ist 

klar, daß ein gewandter Verteiler, um rascher fertig zu werden, 
auch 2 und mehr Nüsse, soviel er eben übersehen kann, auf ein- 
mal austeilt. Die Durchführung der Division geschieht also hier 
als fortgesetzte Subtraktion einer benannten Zahl von einer 
gleichbenannten größeren bis zum Erschöpfen des Vorrates. 

Stellen wir uns auf die Seite der Empfänger, so zeigt sich die bis- 
herige Subtraktion als die Addition S + S + S + 5 • • 5, die zu 

1 ? 3 4 27 

Ende ist, wenn der Gesamtvorrat bei den Empfängern sich be- 
findet. In dieser additiven Weise erledigt die ägyptische Divi-  

1 Über den sagenhaften Palamedes, dem man nachrühmte, daß er 
schwierige Verteilungen zustande gebracht habe, s. oben S. 380. 
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sion das Teilungsproblem. Es heißt dort: Rechne mit 5 so lange, 

bis du 135 findest. 
Sowohl die Terminologie als auch die praktische Ausführung 

der Division bei primitiven Völkern bestätigen die oben gemachte 
Feststellung, daß die Division hauptsächlich als Messung er- 

ledigt wird; auch ein Versuch, den man mit Kindern in einem 

Alter vornehmen kann, in dem sie noch nie etwas von dem Vor- 
handensein zweier Divisionsarten gehört haben, wird dasselbe 

zeigen. Man kann eben nicht anders dividieren als auf die ge- 
schilderte Weise. Zwar kann man vereinfachende Algorithmen 

bilden,1 letzten Endes geht aber jedes Verfahren, auch unsere 
heutige Methode, auf diese subtraktive Erledigung hinaus. Nur 
nützen wir die Kenntnis des Einmaleins aus und nehmen mög- 

lichst viel auf einmal weg, wobei auch die in der dezimalen Schrei- 
bung liegenden Vorteile die Rechnung wesentlich verkürzen. 

Bei der Division ergibt sich eine Schwierigkeit dann, wenn die 
Verteilung mit einem Rest endigt, der auch noch zu verteilen ist. 

Hat man 18:7 zu berechnen, so erhält jeder der Empfänger 2. 
Bei der noch fehlenden Division „des Kleineren durch das Grö- 
ßere“ 4:7 entsteht der „Bruch“, und zwar ist der „Stamm- 
bruch“ (hier 1/7) Träger der weiteren Rechnung.2 Jede der 4 
Einheiten wird in 7 Teile geteilt. Ein solches Siebtel bildet eine 

neue Einheit, von der jeder Empfänger noch 4 bekommen kann. 
Der Begriff des Bruches ist so enge mit dem der Division ver- 

bunden (pipoç und pept^eiv), daß z. B. die Babylonier (bzw. Su- 

merer) diese als Bruchrechnung erledigten.3 Auch bei den Grie- 
chen steht statt „Dividiere m durch n“ häufig: „Nimm ein n-tel 
von m“, so daß die Ansicht entstehen konnte,4 daß diese über- 

1 Der Babylonier rechnet 3A/5 als 3A . 1/5, wobei der Bruch 1/5 vermit- 
tels einer Tabelle in die sexagésimale Entwicklung o; 12 übergeführt wird, 
was aus der Division eine Multiplikation mit dem reziproken Wert macht. 
Aber eine Verteilung ist es immer noch, nur wird jetzt zuerst unter die Emp- 
fänger 1 A verteilt, wobei jeder A/5 erhält; der ganze Anteil ist demnach 3A/5. 

2 Die ägyptische Mathematik unterscheidet zwei Arten der Division, die 
Division des Größeren durch das Kleinere und die des Kleineren durch das 
Größere. Auch in der griechischen und indischen Literatur kann man die 
gleiche Gliederung feststellen. 

3 Siehe Fußn. 1. 
4 Friedlein S. 79. 
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haupt nicht den Begriff des Quotienten, sondern nur den des 
Bruches gehabt hätten. 

Inwiefern entspricht nun in der griechischen Logistik der quel- 

lenmäßige Befund den geschilderten psychologischen Vorgängen? 
Wenn noch Diophant erklärt,1 daß die Division jedem klar 

ist, der die Multiplikation beherrscht (xoci, TWV 7toXXa7tXao'iacj(i.wv 
cot aacp7)VLcr9-svTcov, cpavepol etarv 01 pspictpot . . .), so dürfen wir 
nicht erwarten, daß sich schon bei Homer Termini für diese 
Rechnungsart gebildet haben. Es finden sich nur die allgemeinen 
Ausdrücke für „teilen“, „zerschneiden“ (Satetv, SatÇetv, Staipstv). 

Die späteren wichtigen Fachwörter peptÇetv, pépoç sind noch 
nicht entwickelt. Nur der diesen zugrunde liegende Stamm 
MEPD kommt bei potpa und dem dazugehörenden Verbum 
(SiepoipaTO, ep.fj.ops, stpocpTo) vor. Man sieht hier wieder die Ver- 

teilung als Grundlage der Division; denn die poïpot ist der An- 
teil, der jedem beim Zumessen, beim Verteilen der Brote, des 

Essens (hier auch 8cdç von SatÇeiv), des Lebensloses zugeteilt 
wird, und zwar so, wie er es gerechterweise verdient (vgl. merere 

und aTT-apstpsTat).2 Auch psTpefv = „messen“ bzw. p.eTpstcr-9-at 
= „sich zumessen lassen“ ist eng mit dem Gedanken der Divi-  
sion verbunden. Der Teil, der durch die Teilung des Ganzen ent- 

steht, also der Stammbruch, muß seinerseits wieder das Ganze 
messen. Euklid hat dies folgendermaßen ausgesprochen:3 pipo; 

ècm peyeS-oç psyéD-ouç TO sAacraov TOO peiÇovoç, OTKV xaTapsTpyj TO 

peïÇov. Bei Diophant heißt die Division überhaupt nur psvp-qaiq. 

So soll in einer Aufgabe4 x2-6*x durch x dividiert werden. Der 
O 

Text sagt: vj psTp’/jctc • psTpet 2 d. xavà £ ä A M ç L. Es mißt 

(dividiert) also x die Differenz x2-—6  ̂x nach je (x-—- 6*) Teilen. 

An anderen Stellen ist peTpst ausgelassen. Es heißt z. B.° nur: 4 
O   

(xÉTpY)<nç • 2ä xavà i> ä A M iS. Während bei der vollständigen Fas- 
sung Heiberg mit „dividit  A secundum B“ übersetzt, heißt es 
bei der Division (x2—14X): x „factores, x et x—14“. Dies ist 

1 Diophant I S. 14. 
2 Homer p 322 = aTralvuToci. 
3 Euklid V. Buch, Def. 1. 
4 Diophant I S. 310, 312. 
6 Diophant I S. 404, 406. 
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mathematisch freilich richtig, da die Multiplikation identisch 

ist mit einer Umkehrung der Division, aber der Text spricht aus- 
drücklich von einer Messung ([j.£Tp7)0Tg). 

Die Division wurde also als „Messen“, als „Vergleichen“ emp- 
funden, wie es in den Worten àvTiauyxpivsiv und sv «ruyxpiasi bei 
Nikomachos1 zum Ausdruck kommt. In der einen Stelle heißt 

es: ypv) dcvTicmyxpivEiv Toùg 7upoT£&£VTaç àpiDpioùg xai TOV ÈXaTTova 
à—o TOü pisiÇovog aEi àcpaipEÏv, ôctàxig Suvarov. Wir sehen also ein 
ganz dem unseren entsprechendes Verfahren, wenn man von der 
Ausnützung der dezimalen Positionsschreibung absieht. 

Rh ab das gibt auch eine klare Definition der Division. Er 
sagt:2 [i£puT[jLûç 8è ECTTIV, örav jxEpiÇovTEg àpiftpiov 7tpoç àptEpiov cxo- 
TtwjjLEV TI ExoctTTY] ptcvaSi TOü, notp’ ov pispiapiog yiverai, ETCißdcXXEi. otov 
ôrav TOV iß è~i TOV y pispîÇovTEg cxorccopisv TI ExacrTY] piovâSi TOü y 

E~iß<&XX£i ’ ETtißaXXouci SE S piovàSEg, STîSIST] xal Tpig rà S, iß. Das 

Teilen ist also wirklich ein „Zuteilen“, ein „Zumessen“. Es wird 
bestimmt, was jeder Einheit des Divisors (= Zahl der Emp- 
fänger) zukommt, zufällt, wobei das Verteilen „über eine be- 
stimmte Anzahl hin“ (racpà, -p6g, sIg,3 éra mit Akk.) erfolgt. Auch 

für die Division des Kleineren durch das Größere wird dieselbe 
Definition gegeben und als Beispiel 4:16 angeführt2 (oiov OTGCV 

TOV 8 E7CI TOV lg [i.EpRoVT£Ç, <JX07T(üplEV, Tl plÉpOg (i.Ovà§Og EXCCCTT] TOÜ 

ic; £7ußäXX£i). Man muß dabei sehen, nämlich durch Vergleichen, 

welcher Teil von 1 auf jede der 16 Einheiten trifft. 4 (EmßaXXsi 8E 

TETOCpTOV, ETTSl TETpàxiÇ Ta "8, lg). 

Die des öfteren — wie eben bei Rhabdas — am Schluß der Di- 
vision durchgeführte Multiplikationsprobe zeigt den engen Zu- 
sammenhang der beiden Rechnungsarten. Die Division wird so- 
gar als Addition bzw. Multiplikation aufgefaßt, was dem addi- 

tiven ägyptischen Divisionsverfahren entspricht. Im Pariser Co- 
dex 453 heißt es in dem Kapitel : TI SGTI pispicrpioc5 folgendermaßen : 

1 Nikomachos l, S. 34, 39. 
2 Tannery, M. sc. IV S. 98. 
3 Bei der Division 12:6 = 2 sagt der Grieche 12 in 6 (Anteile eingeteilt) 

gibt 2. Wir sagen meist: 6 in 12 (geht) zweimal. 
4 Die dritte Divisionsart : Gleiches durch Gleiches (atro i'acov siç ïcouç) wird 

rasch abgetan. Rhabdas (S. 100) sagt, weil sie klar sei . . . xal TOïç VY]TUM87) 

eyoiiaIV ETI TOV voüv. 
5 Anonymus 1, s. Diophant II S. 10 f. 
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TOüTO §S Tjv TO Xsy6[i.£Vov cm oùSsv ETEpov ècm TO ptsptcrat 4 TO eôpetv 

Ttvoc àptAuôv ôç o'uvT&ô'et.ç £7ti TOV Ttap’ ôv yîvETat ô (XEptaptoç, oïov 6 

x ôç EupvjTat (es handelt sich um 100:5 = 20)> èm ë TOXvjcrat. 
ocpEtXEt TO TOü pispd(ofxsvou TtAîi&oç. Später heißt es weiter: CûCTTE SEI 

E7uaTY)oat OTt (JLEXXCüV [xspt^Etv Tt xpoTEpov a7toßXsTt£t EÎÇ TO pah'OÇ 

Tïjç yEvÉascoc TOö piXÀovToç [XEpt^saO-ai • 3jv yàp ô TtoXXaTtÀaatàcraç 

TOV [liXXovTo. pEpt^ECT&ai 7) yévEcrtç OCÜTOö. Oder mit anderen Worten : 
man sieht zu, ob man nicht den Dividenden als Produkt, dessen 

einer Faktor der Divisor ist, darstellen kann. Die Kenntnis des 
Einmaleins wird auch hier wieder wesentliche Dienste leisten. 

Die für die Feststellung der einzelnen Zweige der griechischen 
Logistik so wichtige Charmidesscholionstelle spricht von den 
sogenannten griechischen und ägyptischen Divisionsmethoden 

('EXXvjvtxocl xal AiyoTtTiaxa! xaXoüptEvai, piFoSoi sv psptopotp). Wor- 

in besteht ihr Unterschied? Für die ägyptische Divisionsmethode 
sehen wir vollkommen klar. Es finden sich nämlich in den Quel- 
len zahlreiche Beispiele, die erkennen lassen, daß dort die Di- 
vision noch das war, was sie nach ihrer geschichtlichen Stellung 
sein mußte, nämlich eine Multiplikation, die als Addition unter 
Verwendung dyadischer Schritte durchgeführt wurde. Das oben1 

gegebene Multiplikationsbeispiel 39.61 sieht in seinem Schema 
genau so aus wie die Division 2379:61. Nur ist jetzt die Frage- 
stellung geändert in: Wie oft muß ich 61 addieren, um 2379 zu 

erhalten? Beim Ansetzen der dyadischen Teilproduktenreihe 

/1 61 
/2 122 

/4 244 
8 488 

16 976 

/ 32 1952 

mußte nur vor der Zeile abgebrochen werden, die ein Teilprodukt 
größer als 2379 ergeben hätte. Weiterhin müssen aus den vorher- 
gehenden Teilprodukten (in der 2. Kolumne) diejenigen aus- 
gewählt werden, deren Summe den gegebenen Dividenden ergibt, 
hier also die aus Zeile 1, 2, 3 und 6. Die Summe der zugehörenden 

Multiplikatoren — durch den Merkstrich gekennzeichnet — er- 

1 Siehe oben S. 384. 



Beiträge zur griechischen Logistik 401 

geben den gesuchten Quotienten. Dabei verwendete der ägyp- 
tische Rechner, um rascher die „zu findende“ Zahl zu erreichen, 

auch manchmal Zehnerschritte, wie z. B. bei der Division 
1120:80 in der Aufgabe 69 des Papyrus Rhind, die folgende 
Ausführung zeigt: 

/10 800 
2 160 

/ 4 320. 

Eine solche Division entspricht also ganz einer vom Standpunkt 
des Empfängers aus betrachteten Messung 1120a :80a = i4mal. 
Schwierigkeiten ergaben sich erst, wenn die Division nicht auf- 

ging. Doch auch dies wurde vom Ägypter durch Erweiterung der 
1. Kolumne auf Bruchteile erledigt. 

In den griechischen Quellen finden sich leider keine Beispiele, 

die dieses ägyptische Schema aufweisen. Doch ist nicht daran zu 
zweifeln, daß im Charmidesscholion diese Methode gemeint ist. 

Bei der in den Texten zutage tretenden Übung, meist gleich das 

Resultat anzugeben, läßt sich die Rechentechnik in diesem 
Punkte im einzelnen nicht verfolgen. Die notwendigen Additio- 
nen wird man in einer Nebenrechnung (Abakus) oder bei der in- 

zwischen erworbenen Kenntnis des Einmaleins großenteils auch 
im Kopf ausgeführt haben. Daß in den Erklärungen der Division 
aber der ägyptische Standpunkt zutage tritt, haben wir oben1 ge- 

sehen. Ein weiterer Beleg hierfür ist eine andere Stelle des P ar i s e r 
Codex 453, in der es heißt:2 TOüTO yàp TEXOç TOü pepiapoö, TO 

sûpsïv àpth-pôvTivx ôç — oXXaTtXaataÇôpevoç 4TOI cnjVTiD'épisvoç 
è~l Tov Trap’ ôv ytveTOU ô psptapoç, TîoiYjcret TO TOU peptÇopsvou —XŸjhoç. 

Ähnlich bei Barlaam:3 èàv cruoüv irap’ OTLOîJV [J.epi<x9yj Trotzest 
TocrouTov oGov TO psptÇov (Divisor) 7toXXa~Xaatà^ov TtotYjaei TO pspt- 
Çôpevov. Den engen Zusammenhang von Division und fortgesetz- 
ter Addition (Multiplikation) sehen wir auch bei dem Gebrauch 
der multiplikativen Zahladverbien in Divisionswendungen (z. B. 
Sr/_a Tepveiv) sowie bei dem Terminus TtapaßoXy], den wir als Fach- 

wort der Multiplikation oben gesehen haben. Da die geometrische 

1 Siehe oben S. 399. 
2 Diophant II S. 11. 
3 Barlaam II. Buch Satz 29. 
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Idee des Rechtecks zugrunde liegt (7rapaßäXXsiv = längsseits 
legen, nebeneinander aufschichten, dann vergleichen), so ist seine 
Verwendung auch als Terminus für die additiv ausgeführte Di- 
vision verständlich. Der schon mehrfach herangezogene Pariser 
Codex schreibt hierüber:1 xaXstToa, Sc (nämlich die Division) 

Ttapà voïç yecojjLSTpai  ̂7tapaßoXv) ^wplou ' TO yàp SoDsv ^coplov racpoc- 
ßaXXsTai, olov, zi vbypi, TO TöV p |i(= ptovàSwv) 7tapa Ttva, üTTOD-OU 

TOV £ apLÖ-piOV, xal TZOIZI TOV X àptD-pLOV TrXc/.TOÇ yiVOplEVOV TOU coplou % � 

•/jv SE ô x 6 è7u.£x)TOÛpisvoç ôç xal eöp7)xai 4S7). Stà yàp TOUTOU ô pspicr- 

piàç 7ravTsXc5ç àvEcpavU-T). 
Nebenstehende Figur macht den Vorgang klar. 

Gibt man der Fläche 100 die eine Seite 5, dann 
ist nach dem Nebeneinanderlegen der 20 Flä- 

8 chenstreifen zu je 5X1 Fl.-E. die ganze Fläche 

% � •§ überdeckt, so daß die Breite (nXâioç) das Ergeb- 
M nis der Division 100:5 darstellt. 

Das Nebeneinanderlegen einer Größe, bis die 
andere gegebene Größe erreicht ist, und das 
Vergleichen der beiden ist ja gerade ein „Aus- 

messen“, das wir als Grundidee der Division erkannt haben. 
Was unter der griechischen Division zu verstehen ist, die zu 

der ägyptischen in Gegensatz gestellt ist, wird nirgends explicite 
erklärt. Von Rh ab das erfährt man nur, daß die leichten und 
einfachen Divisionen in seinen Lehrbriefen vorausgesetzt wer- 
den. Für die schwereren wird ähnlich wie bei der Multiplikation 
auf die „indische“ Methode verwiesen. Also gab es jedenfalls auch 

eine griechische Methode alter Tradition, die in den einfacheren 
Beispielen zutage treten muß. Tatsächlich zeigt z. B. die Aus- 
führung der Division 72:13,2 daß das subtraktive Verfahren ver- 

wendet wurde. Es heißt hier: oß (= 72), à rrapà TôV ty (13) (xepi- 
Çoptsva, sxßaXXofAEV sKIff (= TïsvTobaç) aùxov xal psvouaiv X, (= 7) 
X.T.X. Da auch wir 5.13 von 72 abziehen, so scheint mir der von 
Rh ab das genannte Vorteil der indischen Methode im wesent- 
lichen in der Ausnützung der Positionsschreibung und in der Ein- 
führung des in den Hauptpunkten auch heute noch verwendeten 

Schemas zu bestehen. Denn die 3 Grundgedanken, nämlich 

Länge 

1 Diophant IIS. 11. 
2 Tannery, M. sc. IV S. 148. 
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1. Vergleich von Dividend und Divisor und dadurch Bestim- 

mung des Teilquotienten, 

2. Multiplikation von Divisor und Teilquotient, 
3. Subtraktion des Teilproduktes vom Dividenden, 

waren auch für die griechische Division dieselben. So zeigt cs 

auch das größere — allerdings im sexagesimalen Bruchrechnen 
ausgeführte—- Beispiel, das uns in demPtolemaioskommentar des 

Theon von Alexandria erhalten ist.1 In ihm wird I5i502o'i5" 

durch 2S°i2'io'' dividiert. Der Text heißt: SCTTCO V.C/1 avobtaXtv 80- 
% ôéVTOC àptD-pov pteptcai TOXpdc TS potpaç (bei Halma ptoipaç, desgl. 

viele Drucknachlässigkeiten) xal —pÜTO. xai. Seurspa. E^Yjxocrra. 
’'ECTTCO 6 Sollst:; àpi&piôç,acpie x'is", xal Ssov EGTM ptsptcat aû-rèv ETCI 

TGV XE iß' 1", TOUTsartv süpstv “ooàxtç EOTtV Ô XE iß' t" SV TW ,a<pts x' e". 
Die ohne Schema nur im fortlaufenden Text durchgeführte Be- 

rechnung entspricht folgenden Einzeloperationen: 

15i5°2o'15" : 25°i2'10” = 6O°7'33" 

•—1500 (= 6o°- 25°) 

15° = 900' 

-f 20' 

920' 
% — 720' (= 6o° • 12') 

200' 
— 10' (= 6o° • 10") 

190' 

— 175" (= 7' % � 25°) 
15' = 900" 

+ 15" 

915" 
— 84" (= 7' . 12') 

-831” 

— 70"' (= 7' • to") 
829" 50"' 

— 825” (= 33" • 25°) 

4" 50'” = 290"' 

— 396"' (= 33" • 12') 
1 Theon von Alexandria S. 118 f. 
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Hier wird die Rechnung abgebrochen, der Quotient ist also nur 
annähernd (,,wç ëyYicjTa“)6o07'33". Eine Multiplikationsprobe bil- 

det den Schluß dieses einzigartigen Divisionsbeispieles. Das Ver- 
fahren beginnt mit dem ersten Abschätzen von Dividend und 
Divisor, indem i5iS°2o'i5" versuchsweise durch 6o° geteilt wird 
(pspt^opev COITOV 7tpwTOV Ttapà TOV Ç). Halma übersetzt: „nous 

mettons 60 pour quotient.“ Der Text zeigt aber, daß nicht 

1515:25 = 60, sondern die Umkehrung 1515:60 = 25 genom- 

men wurde. Da 1515:61 = 24 ergibt, ist 61 zu groß. So wird 
auch die Wahl von 60 begründet: £7rst87]7rep 6 ~zpi TOV Ça ÜTtep- 
—iTtTSt. Bei den späteren Abschätzungen heißt es ähnlich : ylvsTat 

ô piepieyp-oç Trepl TOV Ç, Ü7C£pTCLTCT£t yàp 7tepi TOV Y). Dann wird der 

Reihe nach 6o°-25°, 6o°-i2', 6o°-io" vom Dividenden abge- 
zogen (xal acpaipoüjxsv êÇvjxovTàxiç TOV xs xal TOV iß' xal STI TOV 1"), 
weiterhin der neue Teilquotient 7' ermittelt und das Verfahren 
wiederholt. Die bei dieser Division durchgeführten 3 Schritte 
(Abschätzen, Multiplizieren, Subtrahieren) sind dieselben wie 

in dem genannten Beispiel1 bei Rh ab das und entsprechen ge- 
nau dem àvTiouyxpiveiv und acpaipsiv ôcàxiç SuvaTov bei Niko- 
machos. Auch Barlaam2 spricht es in ähnlicher Weise aus. Er 

sagt bei der Division A:B = Tmcrâxiç EVSCTTI IxßaXeov TO B ino 
TOO A TGoaÜTca poïpai (= Einheiten) xsîa-9-wctav sv TW T. 

Sonst ist in der mathematischen Literatur wenig über die Aus- 

führung der Division zu erfahren. Wo solche auftreten, ist meist 

das Resultat sofort angegeben, so daß sich nicht sagen läßt, ob 
ein additives oder subtraktives Verfahren eingeschlagen wurde. 

Häufig wurde auch aus der Division eine Bruchrechnung ge- 
macht. Statt 40 durch 8 zu dividieren heißt es3 Xaßs TWV ß TO 

oySoov. Besonders zahlreich sind die Beispiele aus dem Papyrus 

Akhmim. In Nr.9 steht für4 1/3:11 TWV 8y" TO ia". Das Resultat 
wird sofort mit den Worten wç slvai y" xß" Çç" (= 1/3, 1/22, 1/66) 
angegeben. Daß umfangreiche Tabellen für diesen Zweck zur 
Verfügung standen, zeigt die häufige Bemerkung sv mia <]4)cpw 

= in welcher Tabelle kommt die zu teilende Zahl vor? In Auf- 

1 Siehe S. 402. 
2 Barlaam II. Buch Satz 38. Ähnlich bei Maximos Planudes (S. 19): 

noaixy.’.c, 6 IXOCTTCOV &TZO TOO [XEîÇOVOç àçcapEÏallai, Suvarat. 
3 Heron IV S. 210. 
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gäbe Nr. 18 soll 1/187 von 61/15 1/40 ausgerechnet werden. Aus 
einer Tafel wird 1/15 1/40 als 1/120 von 11 entnommen. Bei der 
weiteren Ausführung werden die Ganzen auf den „Hauptnenner“ 
gebracht, so daß das Problem der Bruchrechnung zuzuweisen 

ist.1 

Aus dem geschilderten gesamten Quellenbefund halte ich es 
für gesichert, daß man unter der im Charmidesscholion genannten 
griechischen Divisionsmethode — im Gegensatz zu der additiv 

durchgeführten ägyptischen — das mit der Subtraktion arbei- 
tende Verfahren zu verstehen hat. Bei der Bildung der Teil- 
produkte und wohl auch beim Abschätzen standen, soweit das 
Kopfrechnen nicht ausreichte, Einmaleinstabellen und vielleicht 
auch der Abakus zur Erledigung der Nebenrechnungen zur Ver- 
fügung. 

Zusammenstellung der Fachwörter. 

Sie nehmen meist Bezug auf das Vergleichen, das gegenseitige 
Verhalten. Weitere Ausdrücke verwenden den Begriff des Teilens 

= Auseinandernehmens, oder sie sind auf geometrischer Grund- 
lage aufgebaut. 

Division : 

Dividieren : 

Halbieren : 

Dividend : 
Divisor : 

Quotient : 

(JLSTpvjcip, G'/imc, (vgl. Xoyop), TOxpaßoXv), pspLapop, 
Siaîpsarp, TpŸjpa.  
psTpstv, psTpstv \JTL6 (Z. B. TSTpotSop), Dscopsïv xai, 
è~ißäXXstv (TOUTSCTTL pspîÇstv), èv auyxpmsi —pop STspov 
ffscopstv, àvTLauyxpîvôiv, —apaßäXXetv TL —pop TL, sivat 
èv, psptÇsiv TI 7iapà TI, rtpop, èm (Akk.), èrd (Dativ), 
Eip; Siatpsïv — apà, Etc, —pop; sîp n-tel —OLELV (z. B. sip 
sßSopa) TÔV pspictpov, Xapßa.vEtv TO Ç', ycoptÇsiv sîp, 

nur ELp : n sic, m. 
Siéysiv Styot, Staipsïv psaov, SiyotÇsiv. 

ô pEplÇÔpEVOp àpLÜpOÇ, TO p£pt((6pSVOV. 

Ô àpdfpôç TOU pSpLOpOU, Ô àpiD-pèi; UOtp’ Ôv Ô pEpLCïpÔp 

ytVETai, ô psptnpop, TO psptÇov. 

pÉTpOV, TO ~TjXtXOV, pEpLCïpÔp, Ô SX TOU pSpLŒpOU, O (X“0 

TOU pspiopou, ô à—oßatvcov àpdfpôp sx TOü pspicrpo’j, 
pspop, durch ytvsTou oder cop sïvai eingeleitet. 

1 Siche unten S. 433. 
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Die Bruchrechnung. 

Allgemeiner Überblick. 

Bei der Behandlung der Division war oben schon angedeutet 
worden, daß eine Teilung, die nicht ohne Rest aufgeht, auf den 

Begriff des Bruches führt. Solche, eine weitere Teilung der Einheit 
verlangenden Aufgaben sind schon für die frühesten Zeiten anzu- 

setzen. Die endgültige Erledigung dieses Problèmes, die allen 
Völkern viel zu schaffen machte, brachte die erste dem Altertum 
vollständig gelungene Erweiterung des Zahlbegriffes über die 
bisherige Beschränkung auf die positiven ganzen Zahlen hinaus 

mit sich. 

Soll eine Größeneinheit, z. B. ein Tag, eine Elle, ein Brot aus 
den Bedürfnissen des täglichen Lebens heraus in eine bestimmte 
Anzahl gleicher Teile zerlegt werden, so kann die Aufgabe rech- 

nerisch eigentlich schon durch Definition erledigt werden, indem 
man für diesen Teil eine eindeutige Bezeichnung schafft, also 
einen Namen festsetzt. So entstehen die Maßuntereinheiten. 
Durch diese gestaltet sich die Lösung des in Frage stehenden 

Problems (Teilung des Kleineren durch das Größere) sehr ein- 
fach. Da nämlich der benannte Dividend l jetzt in kleinere Unter- 
einheiten zerlegt ist, ist eine gewöhnliche Division des Größeren 

durch das Kleinere entstanden,1 die in einfachen Fällen ohne 

Rest (oder unter Vernachlässigung des Restes) aufgeht, beson- 
ders wenn ein praktisches Verhältnis zwischen Einheit und Unter- 
einheit gewählt wurde.2 Das Umrechnen der Maßeinheiten beruht 

auf der grundlegenden Idee der Relativität zwischen Einheit 
und Vielheit, die sich für die babylonische, ägyptische und grie- 
chische3 Mathematik quellenmäßig nachweisen läßt. Durch sie 

wird die Rechnung mit den Teilen zu einer Rechnung mit ganzen 
Zahlen einer anderen Größenordnung. 

Eine Übertragung derselben Denkvorgänge auf unbenannte 
Zahlen gibt dem Rechner das Mittel an die Hand, in analoger 

1 Maximos Planudes sagt S. 17: ènei ô p,Epi.Çôp.svoç ptEÎÇcov EÏvat. orpeikei 
TOO — ap’ 3v [XEpt^e-rai. 

2 Die hauptsächlichsten Reduktionszahlen waren 2, 4, 8 usw., dann 10, 
100 usw., 6, 12, 60 usw. Auch 7 kam vor (bei den Ägyptern). 

3 Theon v. Smyrna S. 18. Zur ,,Relativität“ s. Vogel 2, S. 8 ff. 



Beiträge zur griechischen Logistik 407 

Weise Untereinheiten einzuführen, die allerdings nicht wie bei 

den Maßen normiert sind, sondern der jeweils vorliegenden Rech- 
nung angepaßt werden. Es ist zu erwarten, daß in dem Namen 
eines solchen Teiles die Anzahl der Teile sowie der Hinweis auf 

die Entstehung (Durchführung einer Teilung) zum Ausdruck 
kommt. Der grundlegende Bruch l/n, den wir als Stammbruch 

bezeichnen (Zähler 1 und Nenner n) heißt bei den Griechen pipoç, 
popiov oder vorerst auch ptotpa. Er bildet den Träger der gesamten 
Bruchrechnung. To TSTap-uov (sc. pipoç) entspricht unserer Wort- 

bildung das Viertel (= der vierte Teil). 
Das Rechnen mit Brüchen verdankt so seine Entwicklung 

hauptsächlich dem Rechnen mit Maßuntereinheiten. Ein schönes 

Beispiel für den Übergang von konkreten Brüchen (Teilmaßen) 
zu den abstrakten zeigt die babylonische und die römische Mathe- 
matik, wo die ursprünglichen „Gewichtsbrüche“ auch auf die 

Teile anderer Größen übertragen werden.1 

Handelte es sich nicht um die Teilung einer Einheit, sondern 

waren mehrere Gegenstände zu verteilen, die vielleicht bei einer 
Division als Rest übrigblieben, so genügten die Stammbrüche, 
um den jedem Empfänger zukommenden Teil festzusetzen. Die 
Aufgabe 3:7 wurde so zu der Einheitsteilungsrechnung 1:7 + 

1: 7 + 1: 7. Das Ergebnis war dann 1/7 + 1/7 + 1/7 = drei Sieb- 
tel, in unserer Symbolik als allgemeiner Bruch 3/7 geschrieben. 

Die einzelnen Kulturvölker erledigten das Bruchproblem in 
verschiedener Weise. Die Babylonier verwendeten im Anschluß 
an den Aufbau ihres Maß- und Zahlensystems Sexagesimal- 

brüche, die vieles mit unseren Dezimalbrüchen gemeinsam haben 
und die heute noch in unseren Zeit- und Winkelmaßen (Minute 
und Sekunde : [primae] minutae [partes] und secundae [partes]) 
fortleben. Die Römer gebrauchten die unbeholfenen Zwölfer- 
teile der Asrechnung. Die Ägypter verstanden es meisterhaft, 
die bei solchen Divisionen des Kleineren durch das Größere sich 

ergebenden Summen gleicher Stammbrüche in eine nach ab- 
nehmenden Stammbrüchen geordnete Reihe ungleicher Stamm- 
brüche zu verwandeln. Der Grund, warum eine Darstellung wie 
z.B. 7/13 als 1/13 + 1/13 + 1/13 + 1/13 + 1/13 + 1/13 + !/i3 (die 

1 Thureau- Dangi n III.  Kap., über die römische Asrechnung s. auch 
Vogel 2, S. 22. 
28*  
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gelegentlich auch vorkommt) zugunsten der Form 1/2 -f- 1/26 zu- 

rücktreten mußte, scheint neben der noch unentwickelten graphi- 
schen Symbolik die beabsichtigte Übersichtlichkeit und Ab- 
schätzbarkcit des Resultates gewesen zu sein. Für eine solche 

Darstellung mußte man 2/13 als Summe verschiedener abneh- 
mender Stammbrüche zerlegen können. Zur Erleichterung sol- 

cher Rechnungen wurden Tabellen ausgearbeitet, deren älteste 
die berühmte 2/n-Tabelle des Papyrus Rhind ist, in der alle diese 
Zerlegungen für ungerades n = 3 bis n = 101 aufgeführt waren. 

Wie man die vorliegenden Zerlegungen erhielt, die mit der Zeit 
als Norm unter der Menge aller möglichen Zerlegungen bevor- 
zugt wurden, steht nicht vollständig fest.1 Doch scheint dabei der 
Begriff des Komplementbruches, dessen Bedeutung für das 
Altertum Sethe2 eingehend untersucht hat, eine wesentliche 
Rolle gespielt zu haben. Zu 1/7 ist 6/7 der Komplementbruch, zu 
l/n gehört (n—i)/n. Da 1 = 7/8 + 1/8 ist, ist 1/7 = 1/7 von 
7/8 + 1/7 von 1/8 oder 1/8 + 1/56; 2/7 ist demnach 1/4 + 1/28, 
wie es auch tatsächlich in der Rhind-Tabelle steht und auch spä- 
ter in ägyptischen und griechischen Beispielen vorkommt. Dies 
ist ein Zeichen dafür, daß die Ägypter nicht nur in der Stamm- 
bruchdarstellung des allgemeinen Bruches, sondern auch in der 
Einzelausführung dieser Zerlegungen maßgebend waren. Hieraus 

ergibt sich auch klar, was der Charmidesscholiast unter der 
Zerlegung der Brüche versteht, nämlich eben diese Umwandlung 

des allgemeinen Bruches i/n + i/n + l/n in die absteigende 
Reihe t/a + l/b + . . . + l/d (a<b(. . . d). Eine besondere Eigen- 
tümlichkeit der ägyptischen und babylonischen Bruchrechnung 

ist die Tatsache, daß auch 2/3 (TO Sifxoipov) als Stammbruch gilt. 
Die Einführung der Stammbrüche wurde auch dadurch be- 

günstigt, daß die Aufstellung eines Symboles für die neuen „Zah- 
len“ besonders einfach war. Ein diakritisches Zeichen genügte, 
um aus der ganzen Zahl n den dazugehörenden — oder wie es bei 
Diophant heißt gleichnamigen (= opicovUJJLOV) — Stammbruch 
l/n zu machen: Der Ägypter schrieb über der Zahl die Hiero- 
glyphe ro = Teil (o, hieratisch zusammengezogen zu •). Bei 
den Griechen wurden ganze Zahlen und Brüche unterschieden 

1 Siehe Vogel 2, S. 173. 
2 Siehe SetheS. 103ff. und Vogel 2, S. 178 ff. 
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entweder als n (n) und n' (n') oder als n' und n". Auch andere 
Darstellungsformen kommen vor, wobei aber zu beachten ist, 

daß die Abschriften der Klassiker der Mathematik erst aus einer 

so späten Zeit stammen, daß ein Beweis für die früher geltende 
Schreibung sich fast nur auf die erhaltenen Papyri stützen kann. 

Hier findet sich neben der Stammbruchschreibung aber auch 
schon sehr früh die Schreibung als allgemeiner Bruch (z. B. 
7 6... 
g = unser —), die seit Archimedes an Boden gewinnt, voll- 

ständig aber die Stammbruchform während der ganzen Lebens- 
dauer der griechischen Mathematik nicht zu verdrängen vermag. 

Wenn bei den überlieferten Beispielen allgemeine Brüche we- 

nig auftreten, sondern meist nur die ihnen äquivalenten Stamm- 
bruchsummen, so darf dies nicht zu der Ansicht führen, daß der 

allgemeine Bruch nicht bekannt gewesen wäre. Denn eine 
Möglichkeit, verschiedene ungleichnamige Stammbrüche in einem 
logischen Verfahren unter Umgehung des allgemeinen Bruches 

zu addieren, gibt es nicht. So mußte bei der Addition von Brüchen, 
die der Scholiast des Charmides ausdrücklich als ein Aufgaben- 
gebiet der Logistik bezeichnet, erst durch Einführung eines 
„Hauptnenners“ das Resultat gefunden werden. Später konnte 
freilich ein solches wohl durchdachtes Verfahren zu einem me- 
chanischen Rezept zurechtgemacht werden, das für die Praxis 

genügte; genau so haben auch heutzutage viele, die z. B. die al- 
gebraischen Regeln richtig handhaben, keine Ahnung mehr von 

den logischen Gedanken, aus denen sie entstanden sind. Daran, 
daß neben der Stammbruchrechnung auch der allgemeine Bruch 
in der griechischen Arithmetik bekannt war, ist kein Zweifel. Seit 

Euklid finden sich für die beiden Brucharten die Termini pipoç 
und pip7], als „Teil“  und „Teile“ aller Größen (nicht bloß der 
Zahlen) voneinander deutlich unterschieden vor. 

Es erhebt sich weiterhin die Frage, ob eigentlich die Griechen 
den Bruch als eine „Zahl“ auffaßten,1 da sie doch sonst nur die 
natürlichen (ganzen positiven) Zahlen als solche anerkannten, 
ob sie also den Begriff des abstrakten Bruches hatten. Dazu 
ist in erster Linie zu sagen, daß von einer modernen Definition 
als Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechenregeln zu behandeln 

1 Siehe u. S. 452. 
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ist, keine Rede sein kann. Eine solche Definition wird dem Nicht- 
mathematiker gar nichts sagen. Für diesen ist auch heute wie 
damals der allgemeine Bruch wirklich eine natürliche Zahl, die 

nur in einem anderen Bereich abgezählt wird, in einem Bereich, 
dessen Ausgangseinheit der zugehörige Stammbruch ist. Wollen 

wir dagegen einen beliebigen Bruch als eine Zahl in die Zahlen- 

reihe einordnen, so müssen wir ihn in einen Dezimalbruch ver- 
wandeln oder ihn als Punkt in die Zahlenreihe zwischen die gan- 

zen Zahlen stellen und dadurch geometrisch festhalten; in ähn- 
licher Weise sind auch die irrationalen Zahlen leicht faßbar. Über- 
tragen wir aber die für die ganzen Zahlen entwickelten Rechen- 
methoden auf Brüche, multiplizieren wir also z. B. 6 mit dem 

Multiplikator 5/7, während doch eigentlich nur die Anzahl der 

bei der Multiplikation vorkommenden gleichen Summanden 
durch eine ganze Zahl angegeben werden kann, dann ist aus dem 
Bruch eine abstrakte Zahl geworden. Wenn in gleicher Weise der 

Grieche seine Rechenoperationen auf die Brüche überträgt und 

z. B. - einhalbmal nimmt (ÿjjju.cà/.i.ç Tjpiau), so bezeugt dies be- 

reits das Vorhandensein des abstrakten Bruches. 
Eine eigenartige Wandlung im Gebrauch der Brüche ist her- 

vorzuheben. Während sich in der „vorwissenschaftlichen“ Zeit 

das Rechnen mit Brüchen für die Zwecke des täglichen Lebens 
entwickelte, wofür sie auch ständig in Gebrauch blieben, ist ein 
solches in der wissenschaftlichen Mathematik, z. B. in den Ele- 

menten des Euklid, vollständig ausgeschaltet, so daß sogar die 
Ansicht entstehen konnte, die Griechen hätten Brüche überhaupt 

nicht gekannt. Es ist richtig, daß in den wissenschaftlichen Wer- 
ken die Brüche möglichst ferngehalten wurden, einmal da % — wie 
es Junge1 ausdrückte—• die Vornehmheit der ganzen Zahlen ein 
philosophisch begründeter Glaubenssatz war, aber auch wohl 
hauptsächlich deshalb, weil gleich mit dem Auftreten des Irratio- 

nalen (z. B. im Verhältnis von Quadratseite und Diagonale) sich 
die Unmöglichkeit zeigte, diese neuartige Größe in einer wie bis- 
her exakten Weise zahlenmäßig zu erfassen. Dies führte zu einer 
Bevorzugung der Xôyoi (Zahlenverhältnisse), die einen Ersatz für 
den allgemeinen Bruch boten und deren Verwendung durch die 

1 Junge 2, S. 253. 
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geniale Eudoxische Verhältnislehre auch auf das Irrationale  
ausgedehnt wurde. Hand in Hand damit ging die vorläufige Ver- 
drängung des rechnerischen, d.h. logistischen Elementes aus und 
ein Hervortreten der geometrischen Arithmetik  in der wissen- 
schaftlichen Mathematik. Die Brüche selbst hörten aber niemals 
auf, nur blieb ihre Anwendung auf die Logistik beschränkt. Was 
in der Praxis des Rechnens der Bruch 5/6 war (xà TOVXS fJ-spY) sc. 
von 6 bzw. xà -svxe xwv et; ptepcov), figuriert  in der Wissenschaft 
als ein u—eTnptcpTjç Xôyoç bzw. àpiApiôç 5 : 6. So war auch z. B. in 
dem sTïipiôpioç Xôyoç 1 1/3 vier gegenüber drei der STüîxptxoç àpi9-p.6ç. 
Schon die Namen sowie die von den Theoretikern gegebenen Defi- 
nitionen zeigen, daß man letzten Endes doch an das Zerlegen einer 
ganzen Zahl und an das zugehörige ptoptov bzw. die zugehörigen 
pipy] dachte, was wieder die Kenntnis des Bruches und den grund- 
legenden Gedanken der Relativität von Einheit und Vielheit zur 
Voraussetzung hatte. Im übrigen hat auch der Logos seinen Zah- 
lenwert, seine izonoXTJç bzw. Tc^Xtxôxïjç,1 * * 4 woraus seine Verwandt- 
schaft mit einem Bruch hervorgeht. 

Mit  Archimedes, also gar nicht so lange nach Euklid,  

1 Ursprünglich scheint man einen klaren Unterschied zwischen dem „Wie- 
vielsein“ (Tîoaôtyç) und dem „Wiegroßsein“ (Tî7]XIX6T7](;) gemacht zu haben. 
Die TToaÔTTJç bedeutet die Menge (7ïXr,t>oç), die Quantität, den Zahlenwert 
einer ganzen Zahl oder eines rationalen Verhältnisses. Da, wie wir sehen 
werden, die Logoi in engster Beziehung stehen zu den Brüchen, so ist es 
nicht verwunderlich, wenn bei Heron (z. B. IV S. 256) auch der Bruch 
4 4/5 eine 7ioaôxY]ç hat. Demgegenüber bezieht sich die umfassendere -rr 

Xixoxvauf das nicht immer rationale Verhältnis von Größen (fisyslb]) oder 
auf diese Größen selbst. Der Fuß, die Elle, die Strecke haben eine TnjXtxôxrçç 
(z. B. Heron IV S. 116), Euklid spricht im Buch V Def. 3 von dem Ver- 
hältnis zweier Größen (Xôyoç èaxi 8Ô0 [XsysDcöv ôjxoycvüv fj  xaxà 7r/]X'.x6TV)xâ TTOIX 

a/éatç; vgl. das Scholion Euklid V S. 285 : TnjXixôxrjç yàp 7iÉpaç xoü ärrsipou 
auvs/oüç xal — oaôxvjç xoü Stcoptaplvou). So äußert sich auch Pro kl os (S. 35) 
und I am blich os (2, S. 30), daß zu der Arithmetik das Troaov, zur Geometrie 
das rnrjXlxov gehöre. Später wurde dann dieser terminologische Unterschied 
nicht mehr aufrechterhalten. Eutokios gibt dem Logos einen Zahlenwert, 
der bei ihm nicht mehr rroaôx-çç, sondern rrr^iy.oxrfi heißt. - In anderer Be- 
deutung findet sich bei Barlaam manchmal (Buch II, Satz 13) die Wen- 
dung 7T6(7OV xal yjXtxov, wobei unter 7r6aov das Wieviel, der Zahlenwert des 
Bruches, nämlich der Zähler, und unter -IjXixov  die Größe des Bruchteils, also 
der Nenner, verstanden wird. Sonst spricht aber auch er von dem Zahlenwert 
(ryXix.ÔTïjç) des Logos (Buch V Def. 1 ; siehe S. 450ft'.). 
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tritt wieder eine Wandlung ein. Wie der größte Mathematiker 
des Altertums sich nicht scheute, mit dem „vorwissenschaftlichen“ 
mathematischen Experiment1 II oder mit Approximationen für 

die irrationalen Quadratwurzeln zu arbeiten, so hat er auch 

die bei den Philosophen bisher verpönte Logistik in den Be- 
reich der Wissenschaft gezogen und wieder die allgemeinen 
Brüche verwendet. Etwa seit dieser Zeit ist auch eine neue Sym- 

bolik in der Darstellung des allgemeinen Bruches durch senk- 
rechte Anordnung von Nenner über Zähler nachweisbar. Freilich 

wird später wieder unter dem Einfluß der neupythagoreischen 
Philosophie neben der geometrischen Arithmetik die Logosrech- 

nung in den Vordergrund gestellt, in dem sie bis zum Ende der 
griechischen mathematischen Literatur und weiterhin in der 
abendländischen Mathematik bleibt. So verwendet der Barlaam, 

der am Abschluß der griechischen Mathematik steht, noch aus- 
giebig die Logoi, für die er alle notwendigen Rechenregeln 
aufstellt. Und doch ist bei ihm, z. B. in den Kapiteln über die 
Brüche (die unter Verwendung von Verhältnisgleichungen be- 
handelt werden) an allen Ecken und Enden deutlich zu sehen, 

daß er doch eigentlich an die Brüche denkt und das Rechnen mit 
ihnen beherrscht. Besonders muß hervorgehoben werden, daß 
für ihn jeder Xoyoç einen Zahlenwert hat, der durch Division be- 
rechnet wird, wodurch allein schon der innere Zusammenhang 
mit dem Bruch hergestellt ist. 

Im folgenden sollen die Brüche in den verschiedenen Perioden 

der griechischen Mathematik untersucht und die Beweise für die 
aufgestellten Behauptungen erbracht, die einschlägigen Termini 
aufgezeigt sowie die quellenmäßig nachweisbaren Methoden der 
Bruchrechnung behandelt werden. 

Der Stammbruch. 

Der hauptsächliche Terminus für den Stammbruch, den 
Träger der gesamten Bruchrechnung, ist [J-ipoc,, also „Teil“  
schlechthin; er muß in dem Ganzen ohne. Rest aufgehen, wie es 

1 Siehe seine Ausführungen in der Methodenlehre (etpoSoç), Archimedes 
II  S. 426 ff. 
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die oben gegebene1 klassische Definition von Euklid schon aus- 
spricht, die sich durch die ganze griechische und mittelalterliche 
Mathematik hindurch verfolgen läßt. Noch Barlaam setzt den 

Satz als Definition 1 an den Anfang des 1. Buches seiner Logi- 
stik, das von der Addition und Subtraktion der Brüche handelt. 

Ein aus der Verhältnislehre übernommener Ausdruck für den 
Stammbruch ist das ÜTCOTCoXXaTCXäaiov, das „Untervielfache“, das 

sowohl im Ganzen wie imVielfachen enthalten sein muß. To — oX- 
XaTtXdtcnov psptÇopsvov TCapà TO UTCOTCoXXaTCXaorov polpaç (hier = 

Ganze) TCO te t sagt Barlaam im Satz 34 des 2. Buches. Ein Syno- 

nym zu pspog ist popiov.2 Besondere Bezeichnungen existieren 
noch für den Stammbruch mit geradem oder ungeradem Nenner 
(pépoç àpTtorvupov und TCepiTTCOvupov3 sowie für den nach der ent- 
sprechenden ganzen Zahl benannten Stammbruch. So gehört zu 

7 das pépoç öpwvupov (auch -rcapcovupov) 1/7. Barlaam definiert:4 

TC7.V pépoç TCapwvupov ovopa^srai CZTC* àpthpoü ôç TOGGCUTOCç ëy_si povà- 

8aç, ôoàxtç aÙTÔ TO pépoç xarapeTpst Tô ôXov; da 7 sieben Einheiten 
hat, geht 1/7 in 1 siebenmal, also ist 1/7 das zu 7 TCapcnvupov pépoç. 
Schon Diophant verwendet diese Bezeichnung auch in bezug 
auf die Unbekannten und ihre Potenzen. Er sagt:5 wcTcep 8k TöV 

àpiS-pûv T3. opwvupa popta TCapopotwç xaXstTat TOïç àptD-potç, TOü 

pèv Tpta TO TptTov, TOü 8k Tscaapa TO TSTapTOV, OUTa>ç xal TWV VüV 

ETCOvopacOevTCov àpt&pGv T3. opmvupa popta xX7)S"/)aeTai Ttapopoiwç 

TO tÇ àptO-pOtÇ ' TOU psv àpth-poü (x), TO aptOpOTTClV 

1 
(x2), TO SuvapOGTOV, 

X“  

% 8k Suvâpscoç 

X.T.X. 

Eine ältere Bezeichnung für „Teil“  und „Stammbruch“ ist 
potpa. Es heißt z. B. bei Homer:8 TCapcpyvpxsv 8è TCXSMV vùÇ TöV 

Suo potpdcwv, TpiTc/.TY] 8’ sri potpa XéXstTCTat d.h. 2 Teile (= 2/3) der 

Nacht sind vorbei, der dritte Teil bleibt noch übrig. Barlaam 
gibt eine Definition der potpa: TtavToç wpicrpévou psyéh-ouç TCp«T7) 

1 Siehe oben S. 398. 
2 Bei Diophant I S.6; bei Barlaam, bei Rhabdas. Über ein verloren- 

gegangenes Buch über die Brüche (xà Moptatmxdc) siehe Diophant II  S. 72. 
3 Barlaam I. Buch, Def. 5 u. 6. 
J Ebenda I. Buch Def. 3. 
5 Diophant I S. 6. 
0 Homer K 253 f. 
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sic, ïcra ô(7a87)Tï:0T0Üv Staipscrtp, etç poîpaç XsysTat slvoa.1 Dabei ist ein 
wichtiger Bedeutungswandel eingetreten ; denn diese potpai, die 
hauptsächlich als Teile der Peripherie oder des Durchmessers 

(bei Ptolemaios auch TpyjpaToc2) auftreten, werden nämlich für 
die weitere Einteilung als Einheiten (unsere „Grade“) aufgefaßt, 
wie es in der Fortsetzung der Barlaamschen Definition zum 
Ausdruck kommt : xoct ev pèv ànXüç xai. oXov, TT]V potpav xaXcö : 

pép7] Ss xai. pépoç TX T7)ç polpaç, 4 TO TT)ç polpaç. Also die Einheit 
heißt jetzt poïpa, der allgemeine Bruch und der Stammbruch 
sind dieTeile oder derTeil der potpa. Hier ist deutlich die Rela- 
tivität zwischen Einheit und Vielheit sichtbar, die schon bei dem 
ersten Auftreten logischer Unterteilungen in Erscheinung trat 

und die erst das Rechnen mit Brüchen ermöglichte. 
Die griechischen Namen für die einzelnen Stammbrüche wer- 

den wie im Deutschen unter Verwendung der Ordnungszahl- 
wörter gebildet, wenigstens vom Nenner 3 aufwärts. Das Wort 
für 1/2, das auch sonst eine Sonderrolle spielt, ist ältestes Sprach- 

gut (4pian = sëmi = ahd. sämi). Die Bezeichnung TO TpUov 

pspoç, TO TSTapTOv pépoç oder TO TSTapT’/jpop tov3 zeigen an, daß das 
Ganze in 3, 4 usw. Teile eingeteilt ist. Diese Abzählung durch die 
Ordinalia ist für den Aufbau einer Bruchrechnung von aus- 
schlaggebender Bedeutung. Wenn 1/4 als der vierte Teil bezeich- 

net wird, so müssen 3 andere vorhergehen, das Viertel muß also 
das letzte in einer Gruppe von 4 gleichartigen Gliedern sein. 
Wird nun dieses Viertel von der Einheit 1 genommen, so ist offen- 
sichtlich, daß eben diese 1 in eine Vielheit von 4 Untereinheiten 
geteilt wird, deren Größe man dadurch bezeichnet, daß man eine, 
und zwar die letzte der vier nennt. Ein Viertel ist also ursprüng- 
lich der letzte von 4, ein Fünftel der letzte von 5 Teilen usw. Hier- 
aus erklärt sich einmal die hervorragende Rolle, die der Stamm- 
bruch im ganzen Altertum spielt. Weiterhin ergibt sich aber auch, 
daß die dem Stammbruch l/n vorhergehenden (n—1) Teile zu- 
sammengehören; sie bilden den zum Stammbruch gehörenden 
Komplementbruch, der jenen zu der Einheit ergänzt. Der 
sprachliche Befund, der besonders für die ägyptische Mathe- 

1 Barlaam II. Buch, Dcf. 1. 
2 Ptolemaios I S. 31. 
3 A ristarch S. 352. 
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matik von Sethe1 eingehend klargelegt wurde, bestätigt dies 

alles einwandfrei. Hervorzuheben wäre nur noch, daß auch für 
die babylonische Mathematik dasselbe gilt. Auch hier ist z. B. 
igi -6- gala der Teil,2 der die Gesamtheit der 6 Teile „Vollmacht“. 

Die Bezeichnung 2 Drittel ist also ursprünglich sinnlos, da unter 
3 Größen nur eine die letzte, die dritte sein kann. Erst als man 
den Stammbruch als eine kleinere Einheit und somit als Anfang 

einer neuen Reihe von natürlichen Zahlen einer kleineren Ord- 
nung auffaßte, hat sich aus der naturgegebenen Stammbruch- 
rechnung, die nur Stammbrüche und Komplementbrüche kannte 

und ausdrücken konnte, die umfassendere Rechnung mit all- 
gemeinen Brüchen entwickelt. 

Bei der schriftlichen Wiedergabe der Stammbrüche wird ur- 
sprünglich der vollständige Name in Worten gegeben. 1/100 ist 

bei Archimedes3 TO SXOCTOCTTOV pépoç, 1/200 = SiaxoaiouTov pé- 
poç, dann auch ohne pe pop: 1/3 = TO TpHov, 1/42 = TO Tsccapa- 
XOOTOSUOV. Diese umständliche Schreibung wird durch Verwen- 

dung der Buchstabenziffern vereinfacht, denen noch bei Dio- 
pliant die grammatikalischen Endungen angehängt werden. So 

ist 1/3 = TO Y"‘  pépoç oder nur TO y01'. Am häufigsten findet sich 
aber zur Stammbruchbezeichnung der Strichindex: 1/3 = y', 

1/4 = §' (schon seit Archimedes). Diophant gebraucht auch 
das Zeichen ^. Er schreibt:4 sgst 8s EXOCOTOV OCùTWV (SC. pspüv) STZL 

TO TOO opcovôpou apt&poö GTjpsïov ypappyjv 'Z SiacTÉAXoucav TO sl8oc. 

Also 1/3 = yV 1/16 = tpV0 Auch die Schreibung mit einem 

Doppelindex (Ç" = 1/7, T' = 1/9) kommt vor, aber erst seit dem 
Auftreten der allgemeinen Brüche. Flier blieb der Gebrauch des 

einfachen Index für die Zähler Vorbehalten, wodurch diese als 
ganze Zahlen erscheinen, was sie ja auch - allerdings in einem 

anderen Bereich - tatsächlich sind. 
Auch sonst sind die Brüche in Gegensatz gestellt zu den ganzen 

Zahlen, die 6XôxXvjpoç6 und crwoç (àptô-poç) heißen.7 Andere Wen- 
1 Sethe S. 91 ff. 
2 Thureau-Dangin S. 27. 
3 Archimedes II  S. 230. 
4 Diophant I S. 6. 
5 Ebenda I S. 300, 164. Auch ^ = 5 ^= A1 ^ (I S. 160, 3S0). 
3 Diophant I S. 306 und Apollonios (Eutokios) II, S. 218. 
7 Rhabdas S. 148. 
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düngen sind: àpiD-poç —XïjpTjç xai popiov, potpat xai XertTia,1 po- 

vdtSeç xai XE-TCX.2 Dieser Gegensatz kommt auch deutlich bei der 
Verwendung der Zahlensymbole zum Ausdruck, z. B.: 

ŸY^  = ÿf =3 1/3 

Y fr"  =3 1/9 
< S" =61/4 

££ — ££ — S i/S 
?) pv<" = 8 1/156 

Für den speziellen Stammbruch 1/2 existiert eine Reihe von 
Sigeln; hauptsächlich wird verwendet: Z_3 und Z_'4 oder A",5 

dann aber auch : 

C' (halbe Obole ?) 
D'G 

Bei Diophant wird 1/2 auch wie die allgemeinen Brüche, 
nämlich als öf dargestellt. 

Der allgemeine Bruch. 

Unser allgemeiner Bruch m/n wird, wenn wir von der mathe- 
matischen Definition (Zahlenpaar, das nach bestimmten Rechen- 

regeln verknüpft ist) absehen, in doppelter Weise definiert. Ein- 
mal als das m-fache des Stammbruches l/n und dann als m:n, 

was aus der ersten Erklärung hervorgeht; denn ~ 

+ JL) : n = + iiîj  + lilt  + • • • + = m % � l/n. So ist es auch 
m J 1 2 y m 

bei den Griechen. Der allgemeine Bruch ist einmal eine Summe 

gleicher Stammbrüche (also m • l/n), wenn es heißt: TO EX öUV- 

1 Archimedes III  S. 260. 
2 Heron IV S. 236. 
3 M ichig. Pap. 621, S. 329. 
4 Diophant II S. XLIII;  Ar- 

chimedes I, S. 242. 

3 Heron V S. CXXII.  
c H u 1 tse h I S. 173. 
7 Nesselmann S. 112. 
8 RhabdasS. 148. 
9 Diophant II S.XLIII.  
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«VÛJJLWV  6(7(t)vS7)7r0T0ijv  (Jtoptwv ouyxelpisvov.1 An anderer Stelle2 wird 

das Ergebnis der Subtraktion 2/3 —(1/9 + 1/11) als TWV iJ.Ç TO 

qi>" (=1 /çg von 46) bezeichnet ; hier ist also der allgemeine Bruch 

46/99 als das Resultat der Division 46:99 aufgefaßt, was für die 
Zeit der reinen Stammbruchrechnung noch die Zerlegung in eine 
Stammbruchreihe verlangte. Dagegen ist z. B. 3/5 als vpta 7té[j.7tTa 

bei Archimedes3 bereits der wirkliche allgemeine Bruch, in 
dem der „Zähler“ 3 eine ganze Zahl vorstellt, mit der Objekte 
eines anderen Bereiches, die Fünftel, abgezählt werden. Wenn 
man meist noch die Darstellung in einer abnehmenden Stamm- 
bruchreihc verlangte, eben die im Charmidesscholion genannte 

Sialpecriç Twv pioploiv, so hat das seinen Grund in dem Wunsche, 
sich eine gute Vorstellung von dem Wert des Ergebnisses zu ver- 
schaffen. Auch uns sagt die Stammbruchsumme 1/10 + 8/100 
-j- 7/1000 + 5/10000 = 0,1875 mehr als der allgemeine Bruch 

3/16, für dessen Vorstellung man auch erst an die Entstehung 

aus einer Teilung durch 16 und an die an einem solchen Teil 
vorgenommene Multiplikation mit 3 wird denken müssen. Die 
hierdurch erreichte Abschätzbarkeit4 und L’bersichtlichkeit ist 

wohl ein Hauptgrund - neben der naturgemäßen Entwicklung - 
dafür, daß sich die Stammbruchdarstellung so hartnäckig erhalten 

hat, als längst schon der allgemeine Bruch geschaffen war.5 

Daß das Vielfache eines Stammbruches identisch ist mit einer 
Division, deren Ergebnis der zugehörige allgemeine Bruch (bzw. 
eine gemischte Zahl) ist, der seinerseits wieder in eine Stamm- 

bruchsumme aufgelöst werden kann, zeigt genau eine Stelle bei 
Rhabdas.6 Hier steht: xal ylvovrai cpo  ̂(576) sßSopia TöV sßSopicov 
(Siebtel von Siebteln) vjyouv TscaapaxoaroswaTa (49tel) pispl^co 
oùv T à cpog zic. rà pdf (= 576:49) xal Ttoioücri ptovâSaç ia xal pdP 

(11 37/49), aviva ylvov-ai piipoç piovàSoç (xyt iß“ xal (= 2/3 
1/12 1/196). Daß der allgemeine Bruch nicht erst eine byzanti- 

1 Barlaam I. Buch, Satz 7. 
2 Papyrus Akhmim, Aufg. Nr. 7. 
3 Archimedes II S. 192. 
4 Z. B. Archimedes III  S. 236: 1 — (- + -4- M = - J \2 4 64/ 64 60 
5 Siehe Vogel 2, S. 181 ff. 
6 Rhabdas S. 120. 
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nische Errungenschaft ist, beweist die Stelle bei Archimedes. 

Auch Pappos, der sonst die Brüche meist mit den Aoyoi um- 
schreibt, drückt 2/5 und 4/5 eines rechten Winkels als allgemeine 
Brüche aus. Es heißt da:1 4 ycma Süo —sp-TtTWV ophrjç und sy.aTspa. 

Twv \)~o ETA EAT Teacïàpwv TtépTtTWv ôpifyjç SCT-IV. 

Nach der schon mehrfach genannten Definition von Euklid 

wird eine Größe (bei Nikomachos auch eine Zahl) dann psp4 
(Teile) einer anderen genannt, wenn sie in dieser nicht enthalten 

ist. Dabei wird im allgemeinen kein Unterschied gemacht zwi- 
schen pip?) a) als Summe verschieden benannter Stammbrüche, 

z. B. 1/3 + 1/15, und b) als Summe gleichartiger Stammbrüche, 
z. B. 1/5 + 1/5 = 2/5. Mépv) ist also nach b) Terminus des all- 
gemeinen Bruches, in den ja die Stammbruchreihe a) verwandelt 

werden kann. In beiden Fällen ist pepv) die Mehrzahl eines 
Stammbruches pspoç. Nur Barlaam unterscheidet genauer.2 

Den Fall a) heißt er STspwvupo. psp7), den Fall b) cruvwvupa pspr\. 
Unsere aus Ganzen und einem allgemeinen Bruch bestehende 
gemischte Zahl ist für Rh ab das àp'.Fpoi. S^OVTSç pépv) povàSoç 

-/.at popta.3 

Sollte ein allgemeiner Bruch korrekt benannt werden, so mußte 
man (bevor man sich an die ursprünglich sinnlose, aber als sym- 

bolische Abkürzung mathematisch gut brauchbare Bezeichnung, 
z. B. 2/5 = 2 fünfte Teile, gewöhnte) entweder die Entstehung des 
Bruches selbst schildern oder den allgemeinen Bruch durch addi- 
tive, subtraktive oder multiplikative Verknüpfung von Stamm- 

brüchen, zu denen auch 2/3 gehörte, darstellen, wie es sich aus 
zahlreichen Problemstellungen der ägyptischen und griechischen 
Mathematik ergibt. Im Papyrus Rhind bedeutet der Text der 
Aufgabe Nr. 28: ,,2/3 hinzu, 1/3 hinweg“ = (x + 2/3 • x) — 

(x -j- 2/3 • x) • 1/3 unser 5X/3 — 5X/9.4 Bei Aristarch0 wird 

1 Pappos I S. 418. 
2 Barlaam I. Buch, Def. 8 und 9. 
3 Rhabdas S. 124. Auch ?Æ7tirâ heißen die Brüche, z. B. Heron V 

S. 254. Rhabdas S. 130, Anonymus 2, S. XIV.  
4 Eine Besonderheit der Problemstellung ist, daß bei allen solchen Aul- 

gaben der betreffende Stammbruchteil immer von dem ganzen vorhergehen- 
den Ausdruck genommen wird. Diese „Schachtelung“ findet sich auch sonst 
in der antiken Mathematik. 

5 Aristarch S. 352. 
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29/120 als 1/4 — 1/30 % � 1/4 (eXacrerov T£TapT7);xoptou Tü TOU TsxapTT)- 
[jioptou Tpiaxoarco) bezeichnet, und in einer noch ausführlicheren 

Weise beschreibt Archimedes1 den allgemeinen Bruch durch die 
Angabe seiner Entstehung. Ein Winkel größer als 99/20 000 
Rechte heißt hier: [XEIÇMV Y) Tôtç ôp9-âç Statpsü-etcïaç eîç Sucrpiuptcc 

TOÛTCüV Sfr [Jtépea oder ein solcher größer als 1/203: (XEÎÇCOV scrxlv 4 

SiaipsO-etcaç xâç àpfrac; eîç a xai, ÿ TOUTCOV SV [xépoç, wobei auch wie- 
der-wie oben bei Diophant - der Stammbruch als allgemeiner 

Bruch mit dem Zähler 1 aufgefaßt ist. Daß Ar chime des schon die 

übertragene Bedeutung des Stammbruches als beliebigen - nicht 

mehr nur letzten - Teil der Einheit kennt und daraus eine For- 
mulierung für den allgemeinen Bruch gewinnt, zeigte das ge- 

nannte Beispiel 2/5. Andere Wendungen bei Archimedes: xà 

§uo 7refJ.7tT(Xfjt6p!.a,2 an der gleichen Stelle rpta —épt—xa, ferner 

10/71 = 8éxa sß§o[AY)xoCTTÖ[xova.3 Diese mit Worten umschriebene 
umständliche Bezeichnung findet sich noch bei Rhabdas, ein 
Zeichen dafür, daß er wirklich alte Tradition vermittelt. Er 
schreibt für 14/42: SsxaTsccjapa TscnrapaxociToSuoc, für 26/5: 

7rsfi.7rra xg.4 Gerade hier zeigt die Darstellung von 26 als xd, daß 

die Zähler ganze Zahlen sind, mit denen die Fünftel abgezählt 
werden. 

Der nächste Schritt zu einer vereinfachten Darstellung ist er- 
erreicht, wenn statt der Zahlwörter auch für den Nenner die 
Zahlensymbole verwendet werden, wobei der Nenner vor oder 

nach dem Zähler stehen kann. Beispiele sind: 

§-'4 = 6/4 

pxaw’ ,a&)X§ L.' — 1834 — /12 1 

vxy-' = 50/23 

17) (Xß“ = 18/425 

Nachdem hier die Kasusendung als Index dem Zahlensymbol 
des Nenners angehängt ist, ist die Lesung eindeutig; wird da- 
gegen nur der Strichindex verwendet, so können leicht Unklar- 

1 Archimedes II S. 232. 
2 Ebenda II S. 192. Aus 7rÉ[X7rra piöpioc ist bereits TOp.7rrap.6pta geworden. 
3 Ebenda I S. 236. 
4 Rhabdas S. 120 und 124. 
5 Diophant I, S. 328; 306; 56; Rhabdas S. 120. 
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heitcn entstehen. Man kann Süo pé bei Aristarch 1 sowohl als 

2 + 1/45 wie a^s 2/4S auffassen; l oä bei Archimedes2 soll 10/71 
bedeuten, könnte aber gerade so gut als 10+1/71 gelesen werden. 

Daß 8 iy' 4/13 (und nicht 4 1/13) sowie & ia 9/11 (und nicht 
9 1/11) heißen soll, kann nur der Zusammenhang ergeben. Noch 
größer wird die Verwirrung, wenn die Querstriche und Strich- 

indices für Ganze und Brüche nicht unterschieden oder falsch 
gesetzt werden. So kommt vor 8 = 1/4,3 18 = 1/14,4 y'y' = 31/3, 
iy' = 1/13,5 X'ß' = 1/32.6 Hier scheint die unklare Schreibung 
mit den beiden Strichen von dem Doppelstrich " herzurühren, der 
in späterer Zeit zur Bezeichnung des Nenners verwendet wurde 

(s. u.) und der, wie z. B. in dem berühmten Nürnberger Ptole- 
maios-Codex aus dem Besitz des Kardinals Bessarion (nach- 
malig im Besitz Regiomontans), auch in die Mitte über die 
Zahl statt als angehängter Exponent gesetzt wird (z. B. Xß = Xß"). 

Diophant vermeidet Unklarheiten, indem er auch manchmal 

den Nenner mit den Worten èv popto) oder popiou einführt. So z. B. : 

47/90 = M |i( èv pople) povàSoç q" 

3x/(x — 3) = hÿ èv popto) hä A A ÿ 
2X4/(X2 — 2)3 = Ay Aß èv popiq) irö) onto Ayä A A ß xiiß« 

8/(x2 + x) = M4 popiou Ayä hä.7 8 

Ebenso heißt die Gleichung x = 65/12 768s bei Diophant: yi- 
vsrai ô h popiou Ay. A ßtyfy), %s. Wird noch weiter abgekürzt9, wie 
bei 3x/(x—3) = hy pop. hä A Ay, so ist pop geradezu zu einem unse- 
rem Bruchstrich entsprechenden Symbol des Nenners geworden. 

Während diese eindeutige aber doch umständliche Schreibung 
hauptsächlich bei zusammengesetzten Nennern vorkommt, findet 

sich in dem ältesten Diophant-Codex aus dem 13. Jahrhundert 

1 Aristarch S. 386. 
2 Archimedes I S. 242. 
3 Papyrus Ayer S. 36. 
1 Berliner Papyrus 11529, Aufg. Nr. 2. 
5 Michigan Papyrus 621, S. 329. 
6 Tebtunis Papyrus 87, S. 391; weiteres hierzu siehe Gerstinger- 

Vogel S. 49. 
7 Diophant I .S. 60, 286, 442, 246. 
8 Diophant I S. 186. 
’ Ebenda I S. 288. 
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eine senkrechte Anordnung des Nenners über dem Zähler. Bei- 

spiele: 65/9 = £e, 58/484 = U7r^, —^7— == ,1 In dieser 

schon recht vollkommenen Darstellungsform des allgemeinen 
Bruches brauchte man nur Zähler und Nenner zu vertauschen, 

um die indische Schreibung zu erhalten, aus der dann unter Hin- 
zufügung des Bruchstriches die unsere geworden ist. Tannery, 

der in seiner Diophantausgabe konsequent den Bruchstrich 
setzt, der seit Leonardo von Pisa im Abendlande nachweis- 

bar ist, bemerkt dazu :2 De transversa linea inter numeratorem 
ct denominatorem vix quiequam diiudicari potest. Ad libitum 
librarii tum addita tum neglecta videtur, sicut supra numéros 
integros. Auch in manchen Aufgaben Herons3 findet sich diese 
„indische“ Bruchschreibung. Da man aber aus den Codices 

nichts über die im Original tatsächlich angewandte Form des 
Bruches schließen kann, würden wir über diesen Punkt im un- 
klaren bleiben, wenn nicht ein Papyrus aus dem 1. Jahrhundert 

n. Chr. weitere Beispiele brächte.4 Den Bruchstrich kennt der 
Papyrus aber nicht. Woher dieser stammt, ist nicht bekannt. Ich 
halte es für möglich, daß der Strich über dem Zähler nichts an- 

deres ist als der Querstrich, der die ganzen Zahlen von den Buch- 
staben unterscheidet, was genau dem Wesen des Zählers als einer 
natürlichen Zahl in einem anderen Bereich entsprechen würde. 

Vielleicht muß man auch die Entstehung der neuen Schreibung 
aus der Exponentenschreibung in Betracht ziehen. Sie ist bei dem 

Diophant-CodexA nur einmal5 nachzuweisen (15/4 = 12®), wäh- 
rend sie in dem erst von Planudes redigierten Codex ständig 

verwendet wird. Eine Verschiebung des „Exponenten“ über den g 
Zähler bewirkt sofort die Form —, die bis auf die Vertauschung 

von Nenner und Zähler vollständig mit unserer Schreibung über- 

100 
128 

Ebenda I S. 272, 306. 
Ebenda IIS. XLV.  
Heron IIIS. 46, 48 u. p. ; im Kenyon - Pap. II, Nr. CCLXV, 40steht für 

s. Heath 1, I. S. 44. 
P 

Papyrus Vindobonensis 19996 (ed. Gerstinger-Vogel), S. 51L 
Diophant I S. 78; II S. XLIV.  

29 
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einstimmt. Nötig war der Bruchstrich nicht unbedingt, da ja eine 
Verwechselung zwischen Zahlen und Buchstaben nicht eintreten 

konnte. Die genannte Schreibung wird sogar für den Stammbruch 

verwendet. So ist bei Diophant 1/512 = Die Auffassung 

eines Bruches als Darstellung der in einem anderen Bereich ge- 
zählten Ganzen steht im Einklang mit der Übung, als Zähler 

selbst wieder eine gemischte Zahl anzuerkennen. Es wird z. B. 
j CO y  

1834 —/121 als pxoc ,acoXSZ' bezeichnet, was der Rechner dann 

noch zu 7338/484 = 
UTTS 

erweitert." 

Ein anderes Mittel, die allgemeinen Brüche eindeutig wieder- 
zugeben, war die Wiederholung des Nenners: 

2/5 = £ e' ß 5/13 = e iy' iy' 6/7 = çCC 

oder mit Kasusbezeichnung: 24/7 = zi.3 

Manchmal wird auch der Deutlichkeit halber das Vorhanden- 

sein von Brüchen im Gegensatz zu den Ganzen durch [j.ovà8sç 
— Xe—'m hervorgehoben : 

12 12/13 = povâSeç iß x<xi Xe—và iy' iy' iß.4 

In späterer Zeit6 wurden die Nenner durch Doppelschreibung 
und Doppelindex von den Zählern unterschieden: 

21/5 = e" e" xa' 4/5 = 8' e" e". 

Derartige Schreibungen finden sich vor allem in byzantinischer 
Zeit ;6 auch H u 11 sch hat sie in seiner Heronausgabe übernommen. 

Hervorzuheben ist noch das zur Vermeidung von Mißver- 

ständnissen gehandhabte Verfahren,7 die Brüche in Doppel- 
schreibung zu geben, einmal als allgemeinen Bruch und dann 

1 Diophant I S. 256. 
2 Ebenda S. 306. 
3 HeronlV, S. 238, 236; Heath 1, I S. 43; R h ab d a s S. 120. 
4 Heron IV, S. 236. 
5 Es ist nicht erweisbar, ob diese in den Heronischen Codices schon vor- 

kommende Schreibung aus der Zeit Herons selbst stammt. 
6 Heron IV S. XIV  
7 Auch für die babylonische und spätägyptische Mathematik sind Dop- 

pelformulierungen der Resultate - allerdings in anderer Weise - erhalten. 



Beiträge zur griechischen Logistik 423 

als Stammbruchsumme. So steht bei Heron1 ß y' ts" (2 1/3 1/15) 

vyroi ß xal e' z ß (22/5); ebenso2 142/3 1/33 = 1423/33. Bei 
Eutokios findet sich3 cpicc cscapca (3/4), TOUTSCTTIV -^poau xai TS- 

TGCpTOV (1/2 1/4). 

Eine besondere Rolle spielte der „Stammbruch“ 2/3, der, ob- 
wohl er „in der Einheit nicht enthalten“ ist, doch als pépoç galt. 

Für diesen ersten Komplementbruch (cà S60 pipy/) gab es zahl- 
reiche Symbole, bei denen ursprünglich die Zahl 2 den Haupt- 

bestandteil bildete: 

ß' ß ß £• 

Später scheint aus B' 0' und u' dann 0), % ) und y, y, 3, 3 
entstanden zu sein. Die Form y hat Tannery auch für den äl- 
testen Codex des Diophant nachgewiesen.4 Im 4. Jahrhundert 

findet sich F und F'5. Die spätere byzantinische Form ist os, o? 
(= u oder Z. -f-O w“, u''.6 Eine singuläre Schreibung ist 4.7 

2 
Allmählich verschwindet die Sonderstellung von — als Stamm- 

bruch. Schon Diophant hat Süo cp Hoc und Planudes erklärt 

ausdrücklich: Süo cpHoc cc sort Slpoipov. 
Ein besonderer Terminus für den Zähler des allgemeinen 

Bruches ist für die ältere Mathematik nicht nachweisbar, während 
der Nenner von Diophant mit demselben Namen wie der 

Stammbruch (popiov) bezeichnet wird. Die Darstellung des Bru- 

ches 5/8 durch £ poplou vj (vgl.o. S.420) ist nichts anderes als „5 mit 
dem Nenner 8“. Einmal werden einige Zahlen mit demselben 

toupiy o   
Nenner behandelt.8 Es heißt da: My • M,4X p°pt°u coö OOITOU . . 
«va 0   a ,grß 0   

My • M,^X popiou TOü OCûTOü.TO 8s poptov M My -My • M,acox8; 
also: 17 136 600/163 021 824 und 8517 600/163 021 824 sind die 

„Zahlen“ 17 136 600 bzw. 8517 600 mit dem Nenner (= popcov) 

1 Heron IV S. 322. 
2 Archimedes III  S. 124. 
3 Heron IV S. 256. 
4 Diophant II S. XLIII.  
3 Pap. Michigan 621, S. 329. 
0 Heron V S. CXXII.  
7 Heron V S. CXIX-CXX.  
8 Diophant I S. 186. 
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163 021 824. Eine andere Stelle1 besagt: èàv -D-SXTJç aùxoùç eïvoa 
évôç ptoptou: „Wenn du willst, daß ein gemeinsamer Nenner vor- 
handen ist.“ In einer anderen Aufgabe2 werden die Brüche 
3x/x — 3 und 4x/x — 4 addiert. Es heißt da : oE xoü ptépouç STCE 

xà èvaXXài; ptôpia 7toXXa-Xacnacr9-Y]C70vxai ; also „die x des Bruches 
(ptépoç ist hier allgemeiner Bruch!), werden mit den Nennern ab- 
wechselnd oder wie wir sagen „übers Kreuz“ multipliziert.3 Es 
heißt dann weiter : oïov i> y èni xà xoü èxépou (sc. ptépouç) ptôpta xoux- 

SCTXt SKI i> à A M S.4 Da ja ptépoç und ptoptov Synonyma sind, wäh- 
rend aber hier ptépoç den Bruch, ptoptot den Nenner bedeutet, so 
sieht man, daß die Ausdrucksweise noch recht unentwickelt ist, 
zudem auch noch ptépoç bzw. ptépv) als Nenner vorkommt:5 6 xà 
piépy) Ttpoç aXXyXa. Meist wird in einem solchen Fall gleich der 

spezielle Nenner angegeben: al'pco xà tya® = ich beseitige die 
Dreizehntel. 

Die späteren Bezeichnungen sind klarer. Hier ist der Nenner 
die Zahl, nach der der Bruch benannt ist, z. B.: 

àptO-ptoç àcp’ où xà ptépv) ôvoptàÇsxat, 
6 àptS-ptoç àcp’ où . . . 7tapovopiàÇexai 
àptSptoç cbv xà ptépT] 7ïapà)vupia,7 

xov opteovu ptouvxa xco ptOptO) àpt&IJLOV, 

ol ôptcovuptot àptO-ptot xwv ptopEwv.8 

Wenn Rhabdas9 beim Bruch 2/6 sagt, daß er den 2 Einheitenden 
Namen 6 gibt (xat xaXw xàç Sûo ptovàSaç à>ç à.nb xou c, ëxxa §00), 

so erinnert dies nicht nur an die lateinische Bezeichnung als „de- 
nominator“, sondern auch an die ägytische Ausdrucksweise: 

1 Ebenda I S. 284. 
2 Ebenda I S. 288. 
3 Tannery übersetzt nur dem Sinn nach: numeratores in denominatores 

invertendo multiplicabuntur. Chamber (S. 26): y.aaxixcöq. 
4 D. h.: nämlich 3 x mit den Teilen (= dem Nenner) des anderen (Bru- 

ches), das ist mit x—4. 
5 Heron IV S. XV; ebenso 81 àXXïp.cov xà >.E7rxà (S. XIV)  und xà pipe; 

Si’ à>./.ï]Xtov (S. XVII).  Vgl. auch S. 439. 
6 Diophant I S. 206. 
7 Barlaam I. Buch Satz 7, 2 und 3. 
8 Rhabdas S. 150, 124. 
9 Ebenda S. 102. 
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Nijs 2 hnt 7 = „benenne 2 nach 7“, die schon in der 2 : n-Ta- 
bclle des Papyrus Rhind sich findet und die auch sonst haupt- 
sächlich bei der Teilung des Kleineren durch das Größere vor- 
kommt, die ja mit einem allgemeinen Bruch identisch ist. Beson- 

ders deutlich drückt dies Planudes einmal aus.1 Er sagt an 

einer Stelle, in der l'^a2 + b als a + — berechnet wird, daß er 
2a 

dem Rest b den Namen 2a gibt, (xal TO èva-oXeiçü'èv (b) ôvôpaÇs 
TCO ovopaTt, TOü cr—Jj TOü §i7tXac,!.a(7poü TŸjç TcXsupaç (= 2a) TOÜ TE- 

Tpaywvou àpiD-poü). Eine weitere Umschreibung des Nenners ist 
6 crücrToiyqç àptO-pôç.2 

In später Zeit finden sich auch Bezeichnungen für den Zähler. 

Dieser ist entsprechend der Auffassung des allgemeinen Bruches 
als Summe gleicher Stammbrüche: 6 àpi&poç TOü TZArftouç TWV 

poplcov.3 Dasselbe zeigt eine andere Stelle,4 in der nach dem Er- 
gebnis der Multiplikation zweier gleicher allgemeiner Brüche 
gefragt wird (oxs'dacDai Ttocrov xal 4X1x0v EGTI TO yevopevov). In 
der Antwort heißt es nun, daß die „Menge“, also der Zähler 
ebenso wie der Nenner eine Ouadratzahl sein muß: — XvjO-oç TïOIEï 

crovwvüpLWV pepwv xal iGcmhrftkc, TSTpaycovco apiD-pw xal Ttapcovupov 
UTZG TETpayCOVOU àplApoÜ. 

Einen Spezialfall der allgemeinen Brüche stellen die Sex a gesi- 
malbrüche dar. Sie sind babylonischen Ursprungs und wurden 
von der griechischen Astronomie etwa um —200 übernommen; 
sie fanden auch sonst Verwendung, wie es u. a. ein Ouadrat- 
wurzclbeispiel bei Theon zeigt.5 Ptolemaios, ferner sein eben- 
genannter Kommentator, dann B ar 1 a a m und Maximos Planu- 
des sind die Hauptquellen, aus denen wir Näheres erfahren. Es 
war schon die Rede davon, daß die Grade (poïpat, Tp.4u.aTa) ur- 

sprünglich Teile darstellten, die dann zu Einheiten wurden. Pla- 
nudes geht bei der Erklärung der diesbezüglichen Rechen- 
operationen von dem Tierkreis (ÇtdStaxoç xôxXoç) aus. Es ist TO 

'(cpStov = 30 poïpai, der ganze Kreis also 360°. Die weiteren Teile 

1 Maximos Planudes S. 30. 
- Barlaam II. Buch Satz 2 u. 11. 
3 Barlaam I. Buch Satz 7. 
4 Ebenda II. Buch Satz 14. 
5 Theon von Alexandria, S. 185 f. ; T ro p f k e II3, S. 17t ff.  
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schreiten nach Sechzigerschritten fort, die alle XéTCXOC heißen. 
1 [xotpa = 60 Xs—xà Trpôyra (erste Teile), 1 Xsrcxov Ttpeaxov = 60 Seü- 
Tspot XsTtm (zweite Teile) usw. Die Beispiele 47°42'4o'' = poipoiv 
ptÇ ptß'pt", Ö7C4' 55" = TpiYjji.'Z.TCov S' vs") zeigen, daß die Angabe 

des Nenners durch die Indexschreibung ersetzt ist, upcora = ', 
Ssüxcpoc = ", xptxa = xsxapxa = "" usw. Die Grade selbst 
werden vorerst noch nicht bezeichnet. Barlaam (III,  Def. 1) 
definiert folgendermaßen : XY)C, ptiaç ptoipac, eîç èSvjxovxa tea Statpe- 

% 9-e[av]ç, xà xoiauxa jxopia, —pwxa Xettxà XlysTai. Ssüxspov Ss XSTCXOV 

xo xoü Tcpwxoi) èÇTJXOCTXÔV, xal xptxov xo xou Ssuxspou, xal sîy/jç OptOLCOÇ. 

Eine Fortführung dieses Prinzips nach der anderen Seite hätte 
ein vollständiges Positionssystem geschaffen, da der Übergang 
von den Ganzen zu den Brüchen (das „Sexagesimalkomma“) 
sowie der Stellenwert aus den Indizes ersichtlich ist. Die Zu- 
sammenfassung von 60 Graden zu einer Sexagena erfolgte 
nachweislich erst im 13. Jahrhundert.1 So ist 227 015 = 1”' 3” 3' 

350. Wenn man so auch die Null entbehren konnte, die Über- 
sichtlichkeit wurde doch wesentlich dadurch erleichtert, daß man 
einen Platz frei ließ oder durch das Fehlzeichen ausfüllte. Es ist2 

o°2' 7"0'"4."" = ouSepia ptotpa, Süo Ttporra, sttxà Ssûxspa, oùSsv 
XpLXOV, XSCTGUpOC XSXapXK (sc. S47]XO(Jxä) = ptOlpCOV o ß' lo"' 

Es ist anzunehmen, daß die konsequente Durchführung des 
scxagesimalen Prinzips, das bei den Babyloniern noch mangel- 

haft war,3 sowie der Gebrauch des Abakus mit seiner dezimalen 
Einteilung unser modernes indisches Positionssystem entschei- 
dend vorbereitet hat. 

Die Grundlage für jedes überlegte - nicht mechanisch algorith- 
misierte - Rechnen mit Brüchen ist das klare Erfassen der Re- 
lativität zwischen Einheit und Vielheit. Sollen Brüche ad- 
diert werden, so bringen wir sie durch Erweitern auf einen Haupt- 
nenner. Dieser gibt an, in wieviele Teile die bisherige Einheit zer- 

1 Tropfke P S. 61 ff,; Thureau-Dangin S. 74. 
2 Vgl. Heath 1, I S. 45. 
2 Es fehlten die „Indizes“, so daß der Stellenwert nicht eindeutig war, 

desgleichen in älterer Zeit das Nullzeichen. Auch die indische Schreibung 
war noch unvollkommen, da hier das Positionssystem auf die Ganzen be- 
schränkt blieb, wie umgekehrt das griechische (astronomische) Sexagesimal- 
system auf die Brüche. Erst mit der Einführung der Dezimalbrüche ist die 
höchste Vervollkommnung erreicht. ' 



Beiträge zur griechischen Logistik 427 

legt werden muß. Eine solche Untereinheit ist der Anfang einer 

neuen Zahlenreihe, in deren Bereich die Zähler als natürliche 
Zahlen auftreten. Schon oben sahen wir, wie die poipa (Teil) zu 

einer neuen Einheit wurde. Besonders deutlich wird dies von 
Rh ab das dargelegt bei der Betrachtung der gemischten Zahl 

8 2/3 1/4 1/156. Er sagt P TaXiv ôptotwç àvaXôco xai và TOU TJ peiÇova 
(lipT) ziç TO raxpaxstpsvov aÙTOtç sa^a.TOV pôpiov, orap SCTTIV pvç". evt, 
yoüv pvç" Tj ptovàç. Also 1/156 ist jetzt die neue Einheit; kurz vorher 

ist bei 5 2/3 1/33 1/110 1/330 jetzt 1/330 4 povàç, 1/110 4 Tpiàç, 
1/33 Tj Ssxàç, 1/5 rà £4, 2/3 Ta. CTX. Auch im Bruch 2/6 bezeichnet 
er die 2 als povàSsç, denen er den Namen Sechstel gibt. Übrigens 
war den Griechen die Relativität schon von den ganzen Zahlen 
her geläufig, wo auf dem Abakus die Eins je nach der Kolumne, 
in der sie stand, die verschiedensten absoluten Werte hatte. Bei 
I a mb lieh os2 werden ausdrücklich 10, 100, 1000 als die Einheiten : 

§£UT£pto&ou|iiv7], TptcoSoupivY), T£TpcoSou[j.£V7] povà.4 bezeichnet. 
Das Verfahren des Erweiterns besteht für Ganze in einem 

Auflösen = àvaXûeiv in die entsprechenden Teile; soll ein Stamm- 
bruch auf einen größeren Nenner gebracht werden, so ist der 

neue Zähler gleich dem Erweiterungsfaktor. In einem Beispiel 
bei Rh ab das werden Ganze zu Brüchen erweitert. Es heißt 
hier:3 àvaXûû) Exaarov TCOV àpiApcov ziç TO 7rapaxEi|i.£vov auTcö pipo:, 
4Y0UV TOV Ë £'.;—ÉVTE St,à TO z", xai yivovTai pOl Tà 6Xa pSTY. TOU z°v, 

Ttép7tTa xç" usw. In einem anderen Beispiel4 soll 3 1/3 1/14 1/42 
in 42tel umgeformt werden. Der Text sagt: àvàXucrov ziç, TO ZG- 

yjZTOV popiov (1/42) xai, Tà psiÇova psp4 (1/3 1/14), vjyouv ziç TO Teer- 
capaxocToSuov TO Tpüov xai TO IS"' xai yivETat TO pèv Tp'.Tov Ssxa- 

TECTcapa TscoapaxoTToSua ' TO SS IS", Tpia ' xai TO TscroapaxocrTO- 
Suov, Iv • a.—Ep yivovTat, opoü 14 TsaaapaxocrroSua (nun wird zu 3/7 

gekürzt) xai Ta.4 Tpsîç povàSa.4 ziç ÇÇa, xai yivovTai, psTà TCOV Tpiwv 
IßSopwv Tà oXa "CC? xS. Schon bei Heron ist das gleicheVerfahren 

bekannt.5 In dem Beispiel 6 1/4 • 4 1/8 •2 1/3, das auch in dem 
Pariser Codex 3 8 7® angeführt ist, heißt es: Tà 4 S" ziç TSTapTa 

1 Rhabdas S. 122. 
2 Iamblichos 1 S. 88. 
2 Rhabdas S. 124. 
4 Ebenda S. 120 ff. 
5 Heron V S. 94. 
6 Heron IV S. XVII.  
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(6%. in Viertel) usw. Im gleichen Codex1 wird auch 24 zu Fünf- 
teln erweitert (TCVxàxiç xà X8' • yivovxai px') sowie 3 1/3, 4 1/4, 

5 1/5, 2 1/4, 4 l/s, 6 1/7 und 9 1/8 zu Brüchen umgeformt. Im 
ersten dieser Beispiele wird das Verfahren als Methode des Dio- 
phant bezeichnet.2 Wenn dies auch nicht wörtlich zu nehmen 
ist, so steht doch fest, daß D i o p h a n t sie beherrschte. Denn wenn 

er es versteht, 3x/x-—3 und 4x/x—4 auf den Hauptnenner (x—3) 
(x-4) zu erweitern, so ist wohl kein Zweifel, daß er auch die 
Stammbrüche oder erst recht die Ganzen erweitern kann. In einer 
anderen Aufgabe3 werden 57/12, 17/5 und 92/12 zu 6otel gemacht. 

iß £ 
Es heißt da : serrai ô psv a°s (= 7tpwxo<; àpiD-p-ôç) vÇ, ô 8è ß°? iÇ, ô 8s y°s 

iß _ 
qß • xal sàv FéXyjç aùxoùç eïvai svàç popiou, 7tàvxa sîç saxai (ô a°s) 

arcs, é ß0i'ES, ô y°s ü^. In einem anderen Fall4 sollen bei den Brü- 
chen 1834 ^2/121, 469 Yz/l21 und 14 %/121 die Brüche im Zähler 
beseitigt werden, was durch Erweitern mit 4 (auch 2 hätte ge- 
nügt) geschieht. Im Text steht: xal éàv sv ôXoxX/poiç SsXvjc; ïva ;r/j 
TO L' STUTpsyy, sîç 8a spßaXs. Rhabdas5 erweitert 122^/42 zu 

243/84: Siàyoüv TO S", SiTrXacriàÇco xà pxß S”j xai ytvovxai ptets 0üx- 
sxi TsoaapaxoCTxoSua àXXà öySoTjxaffTOTSxapxa. Das Erweitern 
mit 2 ist also ein 81—XacridÇeLv von Zähler und Nenner. In ähnlicher 
Weise wird xpiTtXaaiâÇeiv, TsxpaTrXacnâÇsiv, TrsvxaTrXaaiâ^siv6 ver- 
wendet. Auch aus den Ausführungen Barlaams7 sieht man, wie 
er Brüche gleichnamig macht. Dabei tritt ô cûoxoï^oç àpiDpôç als 
Name für den Hauptnenner auf.8 Auch das Rechnen mit Sexa- 
gesimalbrüchen erfordert die Kenntnis des Erweiterns, wie es z. B. 

aus dem Divisionsbeispiel bei T h e o n ersichtlich war. Planudcs9 

spricht davon, daß eine aus der höheren Stufe entlehnte (= Savsi- 
Çsiv) 1 Sechzig bedeutet (4TIÇ cr/jptaivei HO = 60). 

1 Ebenda IV S. XIV.  
2 Vielleicht ist auch die ganze Aufgabe a: - gemeint. 
3 Diophant I S. 284. C 

4 Ebenda I S. 306. 
5 Rhabdas S. 126. 
6 Ebenda S. 150. 
7 Barlaaml. Buch, Satz 11 ff.; II. Buch, Satz 1 ff. 
8 Siehe S. 425. Bei Barlaam II, 11 bedeutet oùaxoïxoç apülpöp nur 

Nenner. In einer anderen Bedeutung (s. unten S. 442) steht es in III,  3 
(xaveov b>. Ttapax7)pŸ)CTECùi;). 

9 Planudes S. 25. 
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Auch für die umgekehrte Operation des Kürzens, das in der 

Division von Zähler und Nenner durch die gleiche Zahl be- 
steht, finden sich einige Beispiele. Schon bei Aristarch werden 

die Xoyot gekürzt:1 1958:20250 wird zu 979:10125 (xat. và -fjpuGnr), 
TOUTsaTtv, 979:10125). Diophant2 verändert 11007/726 durch 

TtavTMV o5v TO SXTOV in 1834 y2l 121. Ausführlicher ist wieder R h a b - 

das3 in seinen Erklärungen. Der Zweck des Kürzens ist bei ihm 

die einfachere und klarere Darstellung (Stà TO eùXvjTtTOTspov xat 
aacpsoTepov). Er kürzt 18/42 in 3/7, ohne näher anzugeben, wie er 

den fraglichen Faktor findet: àXX’ sTtstSv] Ta Hj p.ßa Tpta TOHOüGTV 

eßSopia à<ptY)[jtt Tà piß“ xat xpaTÖ '(behalte) Tà ÇÇœ. Gleich darauf 
erhält er für 2/3 1/5 1/33 1/110 1/330 den Bruch 300/330, worauf 
er fortfährt : TaÜTa Ss axona> èàv Suvap.ai tva TteptaT'/jcrcii stç [i.stÇ6- 
vwv [iopttuv —ocroTTjTa xat eûptcrxco OTt 7rotoücrt Séxa évSéxaTa. Hier 
fügt er noch zum Beweise hinzu: X yàp TX“ Ttotouatv èvSéxaTov ev, 
WöTE à.Tcô TOUTOU SvjXov oTt Tz T —oiouGt ï évSéxaTa. Die Elftel sind 
richtig als die „größeren“ Brüche bezeichnet. Im nächsten Ab- 
satz kürzt er 144/156 s’tç oXtyoïTÉpav 7t0G0TyjTa, nämlich zum Bruch 
12/13, in dem die Zahlen kleiner sind. 

In dem Charmidesscholion sind als besondere Zweige der Lo- 
gistik die Addition und die Zerlegung der Brüche (aoyxs- 

(paXatMGtç und SiaEpecru;) aufgeführt. Bei der ersten Operation 
handelt es sich darum, eine Stammbruchsumme zusammenzu- 
fassen. Zur Erleichterung der Rechnung werden Hilfstabellen 
(64901) verwendet. In einer Aufgabe4 soll von 2/3 die Summe 1/4 

1/44 subtrahiert werden. Im Text wird gefragt, in welcher Ta- 
belle 1/4 1/44 vorkommt (èv rcota 8” P-S"). Die Tabelle gibt 

1/4 1/44 = 3/11 (TOü Y TO ta"). Das Ergebnis der Subtraktion 
41/3 . 
- wird noch in einer Zerlegung (otatpecrtç) zu 1/3 1/22 1/66 

umgewandelt, was sich an den tatsächlich erhaltenen Tabellen 
verfolgen läßt. Aus einer im PapyrusAkhmim erhaltenen Tafel 

4 1/3 entnimmt man 4/11 = 1/3 + 1/33, also ist —— = 1/3 1/33 1/33; 

1 Aristarch S. 398. Über die gekürzte Form des Xôyoç s. o. S. 377. 
2 Diophant I S. 306. 
3 Rhabdas S. 120. 
4 Pap. Akhmirn Aufg. Nr. 9. 
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aus einer 2:n-Tabelle (z. B. der des Papyrus Rhind) ersieht 
man 2/33 = 1/22 -f- 1/66, so daß dann das Endergebnis entsteht. 

Von den erhaltenen Tabellentexten ist die des Papyrus Akh- 

mim (etwa 6. Jahrhundert) die umfangreichste.1 Sie enthält die 

Stammbruchentwicklungen für die allgemeinen Brüche m . —. 
n 

Dabei läuft n von 3 bis 10 für m = 1, 2, 3, ... 9, 10, 20, 30, . . . 

90, 100, 200, . . . 900, 1000, 2000 . . . 9000, 10 000. Während 
n = 2 fehlt, weil wohl die Mediatio leicht im Kopfrechnen durch- 
führbar war, ist noch eine 2/3-Tabelle vorhanden, die ebenfalls 
für m = 1 bis 10000 die 2/3-Werte enthält. Von n = 11 bis 

n = 20 läuft die Tafel nur von m = 1 bis m = n. Eine ganz ähn- 
liche Tafel ist im Papyrus Michigan 6212 (4. Jahrhundert) er- 
halten. Sie beginnt bei den Siebteln und endigt bei der Über- 
schrift eweaxottSexaTa, also bei den ipteln. Beide Tafeln zeigen 

nur geringe Abweichungen, z. B. 2/3 1/10 1/30 =1/2 1/4 1/20 

u. a., die meist darauf zurückzuführen sind, daß in der einen 
Fassung das Bestreben zutage tritt, den größtmöglichen Teil 2/3 
aus dem allgemeinen Bruch berauszuziehen. Der erste Brief des 
Rhabdas enthält ebenfalls ähnliche Tabellen für n = 2 bis 10 
und m = 1 bis 10 sowie eine 2/3-Tabelle und eine hierzu inverse 
3/2-Tabelle, die mit TX àxepatoStpoipa yivovrai Se àvTicvpoçco^3 

überschrieben ist. Die gleichen Normalzerlegungen wie der Pa- 
pyr usAkh mî mund der Michigan-Papyrus 621 zeigen Bruch- 

stücke einer 7tel- und 1 ltel-Tabelle etwa aus -)- 6004 sowie solche 
für 15tel und lötel ebenfalls aus byzantinischer Zeit.5 Daß diese 
Tabellen auch noch für höhere n bearbeitet waren, zeigen Frag- 

mente für n = 25, 31 und 49® sowie Aufgaben bei Proklos, 
Heron usw., in denen solche Umwandlungen Vorkommen. Eine 
Aufgabe des Papyrus Akhmîm7 zeigt, daß aus einer dr/jœoç die 
entsetzliche Stammbruchreihe 1/10 -f- 1/11 + 1/20 + 1/22 + 1/30 

1 Pap. Akhmîm S. 24 ff. 
2 Pap. M ichigan 621 S. 330. 
3 Rhabdas S. 113 f. 
4 London Papyrus 2241 Nr. 24-26. 
5 Thomson S. 52; hierzu Sethe S. 70. 
6 Für 25 u. 49 im London Papyrus Nr. 2241 Nr. 27; für 31 in Coptic 

OstracaNr. 480 (S. 46, 78; hierzu Sethe S. 71). 
7 Pap. Akh m i m , Aufg. Nr. 12. 
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+ 1/33 +1/40+ 1/44+ 1/SO+ i/SS + 1/60+1/66 + 1/70 + 1/77 
+ 1/88 + 1/90 + 1/99 + 1/100 + 1/110 als 1/110 von 60 1/10 1/30 
entnommen wurde. 

Die griechischen Bruchtabellen stammen offensichtlich von 

den ägyptischen ab, mit denen sie inhaltlich, sogar in den Einzel- 
heiten, in hohem Grade übereinstimmen. Ein solches aus demo- 

tischer Zeit stammendes Fragment1 enthält die Zerlegungen für 
n = 7 bis n = 13 und m = 1 bis n. Die 2 :n-Tabelle des Papyrus 

Rh in d, der aus dem 17. Jahrh. v. Chr. stammt, enthält die Stamm- 
bruchreihen für ungerades n = 3 bis n = 101, allerdings nur 

für m = 2. Außerdem existieren in der ägyptischen Mathematik 
auch noch l/n-Tabellen, wie die „Lederrolle“ zeigt.2 Sie enthält 
die Zerlegungen für n = 2 bis 16, dann n = 20, 30, 32, 64 sowie 
die triviale Zerlegung 2/3 = 1/3 + 1/3. Die Entstehung einer sol- 

chen l/n-Tabelle läßt sich aus dem Komplementgedanken er- 
klären.3 Nimmt man den xten Stammbruch von l/n, so ist dieser 
l/xn, der zugehörende Komplementbruch (x— i)/xn. Ist ferner 
x = n + 1, so entsteht die Zerlegung: 

(1) i/n = i/(n + 1) + i/(n + 1) • n . 

Mit dieser Formel ergibt sich bereits eine große Anzahl brauch- 
barer m/n-Zerlegungen. So ist 1/2 = 1/3 + 1/6 oder 1/3 = 1/4 

+ 1/12, 1/5 = 1/6 + 1/30 oder in griechischer Index-Schreibung: 

5' = 6' + 30'. Hieraus folgt sofort: 

2/5 = 3' + 15' 
3/5 = 3' + 6' + 15' + 30' =2' + io' 
4/5 = 2' + 6' + 10' + 30' = 2/3 + 10' + 30' usw. 

Desgleichen ergibt sich in einer anderen Reihe 15' = 18' + 90' 
(aus „dreimal“ 5' = 6' + 30') oder auch 15' = 20' + 60' (aus fünf- 
mal : 3' = 4' + 12'). Bei ungeraden n der Formel (1) entsteht die 

„ , . ,n + 1 ,(n + 1) n 
2 : n-Zerlegung 2 n — 1/  + 1/  , die auch im Pa- 

2 '2 
pyrus Rhind nachgewiesen ist. Die dort vorliegenden Zerlegun- 
gen, die auch weiterhin in der griechischen Mathematik erhalten 

1 Siehe Revillout S. LXIX  ff. 
~ Siehe Glanville, Vogel 1. 
3 Siehe oben S. 408. 
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blieben, wurden eingehend untersucht.1 Es ergab sich dabei, daß 
die Wahl des ersten Stammbruches der Reihe ohne ein erkenn- 
bares Bildungsgesetz erfolgte, während dann die folgenden Glie- 
der einer eindeutigen Methode sich fügen. 

Alle diese Tabellen waren für das praktische Bruchrechnen von 
großer Bedeutung, besonders bei der Siodpetnç (im Pap. Akhmîm: 
^coptCTpoç) des allgemeinen Bruches (oder auch eines Stamm- 

bruches; hierzu s. u.) in eine Stammbruchreihe. Außer ihnen 
standen aber noch eine Reihe von „Formeln“ zur Verfügung, 

mit denen man umgekehrt wieder Tabellen berechnen konnte. 
Außer der obengenannten Formel (1) finden sich im Akhmîm- 

Papyrus noch weitere, die Baillet2 untersucht hat. 
(2) ist eine Zerlegungsformel, die nach einer subtraktiven Me- 

thode arbeitet. Sie heißt: 

m _ — n2 
n2_ 

ni n2 
nin2 ni n2 

Es soll nach ihr 66/550 entwickelt werden.3 Zu diesem Zweck 
wird 550 in Faktoren zerlegt (10.55, "aXXwç": 11.50) also 

66/550 : 
66 

10.55 

66 — 55 + 55 
10.55 

11 55 1 1 
 i_  44 —  , 

10-55 ' 10-55 So 10' 

In einer anderen Aufgabe4 soll 
239 

6460 
entwickelt werden. Da 

239 239 — 76 76 
6460 = 85 .76 ist, wird gerechnet     — —    b „ 
* 3 ' ’ g 85-76 85•76 85•76 

=   1 . Da das Verfahren nur zum Ziel führt, wenn die 
85-76 85 

Differenz m — n2 in nx- n2 enthalten ist, so wird beim nächsten 

Schritt das Produkt 95 • 68 genommen, also: 

163—68 68 1 111 

95 • 68 “ + 95 - 68 + 85 = 68 + 95 + «5 

oder geordnet 1/68 + 1/85 -f- 1/95. 
1 DieArbeiten bis 1929 wurden aufgeführt bei Vogel 2 S. 132 ff.; s. bes. 

S. 173 ff. Über die Bruchzerlegungen bei Heron siehe Tannery, M. sc. II  
S. 137 ff. 

2 Papyrus Akhmîm S. 38 ff. 
3 Ebenda Aufgabe Nr. 12. 
4 Ebenda Aufgabe Nr. 21. 
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Die nächste Formel ist 

(3) 
m 

n 1 % � n 2 iij  +% � n 2 n j —f- n 

Beispiel: 2/35 = 
1 1 

p 5 + 7 5 + 7 
5-2- 7 2 

= 1/30 + 1/42.1 

oder 3/110= =   = 1/70 + 1/77.2 

10+11 10 + 11 
10  11.  

3 3 

Die nächste Formel, in der noch ein Faktork auftritt, lautet: 

(4) 
m 

+ 
iij.no knx + n2 / knj + n 

n,  2| : k 

In einem Beispiel, dessen erster Teil die subtraktive Zerlegung 

verwendet,3 wird 
28 

li-  120 
umgewandelt in : 

11 % � 

12-11 120 
+ 

28 
120 

12 _ 1 12 1 1 

12-11+120 99 12-90 99 90' 

28 “  

Für solche Zerlegungen, die in zahlreichen weiteren Beispielen 

Vorkommen, wird das Synonym ycopumoç für Statpstrtç gebraucht. 
Auch die Aufgabe, einen Stammbruch in eine vorgeschriebene 
Anzahl von Stammbrüchen zu zerlegen, wird so bezeichnet. Es 
läuft dies auf die Herstellung einer l/n-Tabelle hinaus. Eine Auf- 
gabe4 heißt: yopic (= ycoptoov) xß" eîç y(p.6pta), also: 1/22 = l/x 

+ l/y + i/z. Der Rechner erweitert 1/22 zu 5/110. Nach (2) 

1 Papyrus Akhmîm, Aufgabe Nr. 23; vgl. hierzu die 2:35-Zerlegung 
im Papyrus Rhind. 

2 Ebenda Aufgabe Nr. 38. 
3 Ebenda Aufgabe Nr. 18. 
4 Ebenda Aufgabe Nr. 16. 
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wird 5/110 =     + , dann nach (3) J- 
' 110 2-55 110 

10 
10+11 

T. 

+   = — + — ; die Gesamtlösung ist deshalb: 5/1 ic 
11 10 + 11 70 77 

3 
= 1/55 + 1/70 + i/77- In anderen Aufgaben wird ein Stamm- 

bruch in 4,6, ja sogar 8 Stammbrüche zerlegt. 

Auch aus anderen Texten ersieht man den Gebrauch von Zer- 
legungstabellen. So ist bei Rhabdas 7/13=1/2 + 1/26, 37/49= 2/3 

+ 1/12 + 1/196, 104/143 = 2/3+1/18+1/429 +<1/429) +1/2574.1 

Bei Eutokios2 wird 15/64 sofort als 1/6 + 1/15 angegeben. 
Bei der oxiyxecpaXatcoatç, also bei der Addition der Stamm- 

brüche, handelt es sich um die umgekehrte Verwendung der Ta- 
bellen, wodurch man das auf dem Hauptnenneralgorithmus auf- 
gebaute Erweitern (nebst nachfolgender Addition ganzer Zahlen 

eines anderen Zählbereiches) vermeiden konnte. Barlaam3 be- 
handelt die Vereinigung von Stammbrüchen zu einer Summe in 
dem Kapitel : TO SO&èV —XÿDoç sTepcovô(i.«v fj-spöv àvaXücrai etç CTUV- 

wvupia pip-/]. Hierbei ist für das Resultat auch wieder ein Stamm- 
bruch zu erstreben :4 OTKV pispoç pipst ouvD-slç crxeuTcopLat zl ylverxi 

ÈÇ a’JTCov jjLspoç. Sollen zwei allgemeine Brüche addiert werden, so 
wird am besten jeder von ihnen zuerst in einer Siaipsciç in lauter 
Stammbrüche zerlegt, die dann ihrerseits wieder in einer ouyy.z- 
çaXatcOOTÇ zusammengefaßt werden. In diesem Verfahren wird 
aus 2/7 + 3/11 die Reihe 1/4 + 1/28 + 1/4 + 1/44 = 1/2 + 1/28 
+ 1/44. Das Hauptnennerverfahren gibt dasselbe Ergebnis: 

22+S,=43 = 38V,+4V.= I. + JL. Der letzte Summand 
77 77 77 2 154 

wird noch umgeformt in: —- 
& 308 

18 — 11 11 1 1 
- -  1   - = f- - . 

28-11 '28-11 44 28 

Daß man aber auch die allgemeinen Brüche direkt addieren 

konnte, zeigt das oben schon behandelte Beispiel von Diophant,5 

1 Rhabdas S. 148, 121, 123; bei Tannery 1/2374. 
2 Archimedes III  S. 236; 1/960 ist vernachlässigt. 
3 Barlaam II. Buch Satz 1. 
4 Ebenda I. Buch Def. 4. 
5 Diophant I S. 288. 
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dessen vollständiger Text folgendermaßen lautet: ÖTOCV yàp Ssvjcr/) 

cjvOscrtç AyÇAA/.8 (= 7x2 — 24X) popiou TOG UTCb TöV poptcov, 
TOUTSOTI Ay ä Miß A Ï C (= x2 + 12 — 7x). 

Das Schema beim Addieren von Sexagesimalbrüchen nä- 
hert sich unserem dezimalen darin, daß hier - ganz wie bei den 
Potenzen von 10 - die Potenzen von 60 untereinander angeord- 
net werden, was beim Rechnen mit den gewöhnlichen Brüchen 
ohne Vorteil für eine raschere Ausführung gewesen wäre. Wir 
dürfen hier auch Maximos Planudes, den Verkünder der 

neuen indischen Rechenkunst, zu Rate ziehen. Denn in dem Ka- 
pitel: Ilsp't. TOG ÇwStocxoG xûxAou vermittelt er altes Wissen, das mit 
dem Buchtitel VF-/-((poepopta xa-r’ VvSoùç nichts zu tun hat. Er ver- 
langt, daß die Zahlen in eine Kolumne geschrieben werden sollen 

(ypacpeiv xoerà Gucroi/Jav).1 Überschreiten die Einheiten der ein- 
zelnen Kolumne die Zahl 60, so werden die größeren Einheiten 
durch eine Division mit 60 herausgezogen (dcvaßißdc^eiv, poipdc^eiv).2 

Wie die Additionstabellen3 gleichzeitig als Subtraktions- 
tafeln Verwendung fanden, so können auch die Stammbruch- 

tafeln in dieser Umkehrung gebraucht werden. Aus 1/2 = 1/3 

+ 1/6 ergibt sich sofort: 1/2 — 1/3 = 1/6 und 1/2 — 1/6 = 1/3. 

Verschiedene Regeln für das Subtrahieren von Brüchen gibt wie- 
der Barlaam.4 So spricht er aus, daß zwei Stammbrüche, deren 

Nenner (auaroiyoi àptD-pot) unter sich prim sind, kein Stamm- 

bruchresultat ergeben. Auch weiß er, daß die Differenz zweier 
Stammbrüche, deren Nenner zwei in der Zahlenreihe aufein- 
anderfolgende Zahlen (ol ècpel;rjç àpi&poî) bilden - z. B. 1/2 und 
1/3 oder 1/3 und 1/4 - als Summe einen Stammbruch ergeben, 

dessen Nenner das Produkt der beiden alten Nenner ist, also 
1/3— 1/4 = 1/12. Gerade dies ergibt sich aus der subtraktiven 

1 Plami d es S. 24. 
2 Euklid V, S. 322. 
3 Siehe oben S. 380. 4 Barlaam I. Buch Satz 21-27. 
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erhaltenen Beispiele aus Heron und Rhabdas bringen sofort 

das Endergebnis, ohne daß man feststellen könnte, ob es in einer 
Kopfrechnung oder unter Verwendung einer Tabelle gefunden 

wurde. Beispiele sind: 

3 — 1/12 = 2 + 2/3 + 1/4;1 

[104 + 1/2 + 1/7 + 1/14 + 1/21] — [21 + 1/2 + 1/3 + 1/12] 

= 82 + 1/2 + 1/3 + 1/84;2 

64 —(40 + 4/5 +4/25) = 23 + 1/2 5 *3 

Dagegen ist aus dem Bapyrus Akhmîm das Verfahren der 
Stammbruchsubtraktion ersichtlich in den Aufgaben Nr. 6, 7, 

8, 9, 12, 14, 15, 25, 29, 30, 31, 32. In Nr. 31 z. B. wird gerechnet: 
1/2 + 1/3 + 1/42—(1/6 + 1/66) = 6/7 — 2/11 =66/77 — 14/77 
= 52/77. Das Ergebnis ist also hier: töv vß xb 0Ç". In der Aufgabe 

Nr. 8 wird das Resultat 21/3/II noch in 1/6 1/33 1/66 verwandelt 
(wç stvai 4"Xy"^4"). 

Bei der Multiplikation zweier oder mehrerer Brüche oder 
gemischter Zahlen können die beiden im Charmidesscholion ge- 
nannten Methoden (die ägyptische und die griechische) verwen- 

det werden. Doch ist auch hier wieder, wie bei der Multiplikation 
von ganzen Zahlen, kein Beispiel der recht umständlichen ägyp- 

tischen Methode erhalten. Die Rechnung 2 -—— • 6— hätte 
4 28 2 

folgendermaßen ausgesehen: 

1 
1 6- 

2 

/ 2 13 
1 1 

1 1 1 

/ 4 1 2 8 
1 111 

/ 28 7 14 56 

zusammen 14 
1111 

oder 

1 Rhabdas S. 126. 2 Heron IV S. 372. 3 Heron IV S. 304. 
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Dttgegcn sind für die griechische Multiplikation von Brü- 
chen oder gemischten Zahlen Beispiele bei Heron, Eutokios 
und Rhabdas erhalten. Man machte von zwei verschiedenen 

Methoden Gebrauch. 
Die erste entspricht dem griechischen Multiplikationsver- 

fahren für ganze Zahlen, wobei wieder von links nach rechts die 
Teilprodukte gebildet werden. In der älteren Zeit wird alles im 
Text ohne Anwendung eines Schemas ausführlich beschrieben. 
Eine von den zahlreichen Multiplikationen bei Heron (433/64 

• 762/64) lautet folgendermaßen:1 7roXu7rXac>(,àÇovxai 8è ouxwç . 
8Ç yet] • (aus dem 1 X 1 : „4- 7 = 28”) • xocl xexpàxiç xà 

öjiTj ÇS'ÇS' (4 • 62/64 — 248/64) ’ xal Xy c;8'i;8' TMV É7ïxà povaSwv 
äXä £8' £8' (33/64 • 7 = 231/64) ’ xal Xy eJprjxoaxoTSxapTa xwv SÇTJ- 

xovxaSûo £S'<;8' ,ßjIç <;8'c;8' xwv £8' E,8' (33/64.62/64 = 2046/64 

• 1/64 yiv6pi£va xal xaöxa £8' £8' Xa xal scy/jxovxaSüo ^8'^8' xwv £8'i;8' 
(= 31/64 -f- 62/64 • 1/64) ‘ ôpioü [xovàSsç xi] sy^xoaxoxéxapxa —sv- 
xaxoena SÉxa xal èîprjxovxaSûo ÇS' £8' rwv £8' £8' (= 28 + 510/64 
T 62/64 • 1/64) yivôjxEva xal xauxa povàSeç £7rxà Éiÿ/jxoaxoxÉxapxa 

i;ß xal É^xovxaSûo <;8'ç8' TüV <;S'i;8' (= 7 -f- 62/64 + 62/64.1/64) 
4x01 xà oXa (xovàSôç Xi  çS'ÇS' £ß xal E,ß £S'<;8' xwv çS'ÇS' (= 35 62/64 

+ 62/64 • 1/64). Bei dieser umständlichen Berechnung fällt auf, 
daß im Endergebnis die Ö4tel von Ö4teln nicht (wie es Heiberg 
übersetzt) zu 4090teln zusammengefaßt werden, sondern daß die 
Entstehung der Teile in der gewählten Form deutlich sichtbar 
bleibt; diese Ausdrucksweise ist uns aus der muslimischen und 

mittelalterlichen Mathematik geläufig. Andere Beispiele hierfür 
gibt Heron: 1/5 • 1/5 (Heiberg: 1/25) = e xo E' oder 2/5 . 1/5 
(2/25) = ß S'E' xwv eV bzw. 8uo e' xo e'.2 Dagegen führt Rhabdas 
die Berechnung des Nenners noch weiter durch.3 So ist : É7txaxu>- 

[xûpia cpÇ ôySoïjxocrxoxsxapxa xwv ôySoYjxoaxoxsxàpxwv, xouxsaxiv 
,<(v(7a (70560/84. 1/84 d. i. 705ôtel); oder4 sßSofxa xwv sßSotxwv 
vjyouv xECTxapaxocrxoévvaxa. Hier wird auf die Berechnung des 

Nenners durch Multiplikation noch besonders aufmerksam ge- 
macht: TcoXXaTtXaaiâÇw xal xo Ç" sep’ Èauxo, xal ytvovxai fx8-a. 

1 Heron IV S. 266. 
2 Ebenda IV S. 256 u. 258. 
3 Rhabdas S. 126. 
4 Ebenda S. 120. 
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In einer weit übersichtlicheren schematischen Form sind uns 
Multiplikationen gemischter Zahlen bei Eutokios erhalten. Sie 
werden nach der Reihenfolge (ax + bx + cx + . . .) • (a2 + b2 

+ c2 . . .) = (aj^a, -|- a1b2 + axC2 +...)+ (bja,, + bx b2 + bx c2 

+ ...) + (c2a2 + Cjb2 + CjC2 + ...)+(...) durchgeführt. Das 
Beispiel 3013 1/2 1/4.3013 1/2 1/41 sieht folgendermaßen aus: 

1.  ,W L.' S' 

2. £-1 ,viy L' S' 

Th Y  
3- M M + ,acp 4IV  

4. M pXS ß L' 

+XÜ a L! L! I'  

,7.0 Z7.L Ô 7) 

= 9000  000-r30000  +9000+lS00+7S0  

(=  3OOO •  3OOO + 3OOO • IO  + 3OOO % � 3 

+ 3OOO -  2 + 3OOO .  p 

= 30000  + 100+30  +5+2*(=  10 -3000  

+ 10.10+  10.3  + 10.2'+  10 4)  

= 9000+30+9+4 + 2 ^-(=3-3000 

+ 3-10 + 3-3 + 3- 2 +3-4) 

/ ^\r r 
1500  + 5 + i 2 

l •IO + 4*3 + 

v + Q (= 2 • 3000 

7- 

1 2 

i£v ß L' L' S' 7]' tç1' = 750 + 22 , 2 4 

1 1 
2 ‘  2 

h.1) 
2 47 

4-10+4-3 

11 + 8+-i^V3°00 

1 1 1 1 
4 2 1 4 4' 

8. 6(1,00 M /ßx71^ 1^  = 9082689  4 •  
16 

Hier mußte bei der Multiplikation der Ganzen wieder die Stcl- 
lenregel verwendet werden. Ein Untereinandersetzen der Posten 
erfolgte nicht; es wäre auch nur für die Ganzen möglich gewesen. 
Man sieht ferner, daß bei den Additionen Kopfrechnungen in 
weitgehendem Maße durchgeführt wurden. 

1 Archimedes III  S. 250. 
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Die zweite griechische Methode, Brüche oder gemischte 

Zahlen zu multiplizieren, besteht darin, daß die beiden Faktoren 
zuerst in allgemeine Brüche verwandelt werden, die dann ganz wie 

in unserem Verfahren nach der Regel: „Zähler mit Zähler und 
Nenner mit Nenner“ behandelt werden. Sie heißt für die Nenner : 

Ta (J.spv] Ttpàç aXXnjXa.1 

Rh ab das spricht von einer „wunderbaren“ Methode, die meist 
noch unbekannt sei:2 èyw 8s crol àtp&ovwç urcoSst^co Faupaalav Tivà 

7tepi TOUTOU piFoSov xal TOLç àXXoïç, wç syà> oïoptat, ayvcooTov. 
Doch stammt sie sicher nicht von ihm, da sie im Pap. Akhmîm 

belegt ist und auch an anderer Stelle TCoXuTcXa<nacï[j!.c)ç Faupacno? GùV 

TOtç (XET’ a'jTwv XETîTOïç genannt wird.3 Das Beispiel 3 1/3.41/4 

- 5 1 /5 wird folgendermaßen beschrieben: xcd Xsyo;j.EV OUTOIç 
-8ià 

Ta ETta'/.oXouOo'jvTa XsTtTà —oXu—XaaiâZsiç sv ëxaarov s—l jjtspoç ou- 
Tcoç • Ta y'y" 8ià TO y" ytvovTat t' (sc. Drittel), Tà S'S" Sià Tô S" yt- 

vovTat i^'> xal Ta z'z" yivovTaixg' ‘ eiTa TOOç TOIOUTOUç àpdfpt.oùç —poç 

àXXy]Xouç (also Regel : Zähler mal Zähler) ‘ Ssxàxiç Tà t£' po' 
(10 • 17 = 170) ’ xal TaÜTa z~i Tà xg' ytvovTac ,8ux' (170 • 26 = 

4420). sÏTa St’ àXXyXorv Tà Xeirrà (Nenner mal Nenner) y' S' iß' 
(3-4= 12), xal TaÜTa 7tevràxtç cj (12.5= 60). TWV yoüv ,8ux' 
TO Xaßwv zyzi' TO Çy)Toû(i.svov, xal ecm TO oy' cy (4420/60 

— 73 2/3). Ein weiteres Beispiel an der gleichen Stelle ist: 
21/4.41/5.61/7-91/8; ferner bei Heron4 7 1/7-4 i/S •2 1/9 und 
61/4.41/8.2 1/3 ; dies auch im PariserCodex387.5 Rhabdas 
führt einige z. T. schwierige Aufgaben vollständig durch. Diese 

Multiplikationsmethode (nzpl TWV TroXXa—XaGiaa[xwv TWV E/OVTOIV 

pipy jxovàSoç xal pwpia)6 wird als sùjr/yavop pi9-o8oç bezeichnet.7 Die 

Beispiele sind : (3 1/3 1/14 1/42) . (3 1/3 1/14 1/42), dann (5 2/3 1/5 
1/33 1/110 1/330). (8 2/3 1/4 1/156) und (5 1/5 • 7 1/7). (9 1/6 1/18). 
Bei der 2. Aufgabe z. B. wird die Stammbruchreihe 2/3 1/5 1/33 

1/110 1/330 in den allgemeinen Bruch 300/330 verwandelt, der 

1 Siehe S. 424; vgl. Rhabdas S. 124. 
2 Rhabdas S. 120. 
3 Heron IV S. XIV.  
4 Heron V S. 96, 94. 
5 Ebenda IV S. XVII.  
0 Rhabdas S. 124. 
7 Rhabdas S. 120. 
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zu 10/11 gekürzt wird. Aus dem 2. Faktor macht Rhabdas 

8144/156 = 812/13. Die weitere Rechnung ist nun: 5 10/11 
. 8 12/13 =65/11 • 116/13 = 7540/11 . 1/131 = 7540/143 = 7540: 
143 = 52 104/143 (= vß xal p8 ExaTocrroTeaffapaxocTOTpiTGC, chuva 
raxoöcri piépT] piovàSoç ay i•/)" uxF" (uxF") xal ,ß9oS“ . . .) = 52 2/3 
1/18 1/429 1/429 1/2574. Bei der Multiplikation2 122 ^2/42 . 144/42 
wird der Doppelbruch beseitigt, indem 122^/42 zu 245/84 er- 

weitertwird. Es heißt jetzt weiter : eH, <xvayx9jç(!) oùv 8(,7üXacn.àÇcü xal 

Tà pp.8 piß“ (144/42) xal ylvovTat 7tS a air/] (288/84). Wir sehen also, 
wie hier beim Multiplizieren überflüssigerweise ein gemeinsamer 
Nenner hergestellt wird, was zudem noch als „notwendig“ be- 

zeichnet wird. 
Auch der PapyrusAkhmîm enthält ein größeres Beispiel für 

die Multiplikation nach der zweiten Methode, womit nachgewiesen 
ist, daß Rhabdas auch in diesem Punkte alte logistische Tech- 

nik vermittelt. Es soll hier3 1 2/3 1/11 1/22 1/66 mit 1 1/2 1/29 1/58 
multipliziert werden. Zuerst wird für die Stammbruchreihen das 
Äquivalent 9/11 bzw. 16/29 aus Tabellen entnommen. Die wei- 

tere Rechnung ist dann: 19/11.1 16/29 = 20/11 • 45/29, worauf 
nach der Regel: „Zähler mit Zähler, Nenner mit Nenner“ die 
Produkte 20-45 = 9°° und 11 • 29 = 319 gebildet werden. 

Das Multiplizieren von Sexagesimalbrüchen konnte nach der 
oben beschriebenen ersten griechischenMethodevollzogen werden. 

So wäre 37°4'55" • 37°4'S5'' = 37° % � 37° + 37° • 4' + 37° • 55" 

+ 4' • 37° + 4' • 4' + 4' • 55" + 55" • 37° + 55" • 4' + 55" • 55"- 
Bei einer solchen Anordnung hätte man sich aber einen Vor- 
teil, die Kolumnenschreibung gleicher Potenzen von Sechzig, 
entgehen lassen. Es scheint, daß schon in dem Originaltext dieses 

Beispieles bei Theon eine ähnliche Gruppierung eingehalten 
wurde. Zwar werden die Rechnungen immer noch umständlich 
im Text Wort für Wort beschrieben, so daß man die schemati- 
schen Anordnungen, wie sie Plalma (und nach ihm Nessel- 
mann und Friedlein) gibt, als Zusätze späterer Abschreiber 

ansehen könnte. Doch gerade bei dem genannten Beispiel wird 
im Text (wenigstens in dem zu Rate gezogenen Nürnberger 

1 évSéxara TOJV xpiaxoaSsxaTtüV ÈxaToaTOTEaaapaxoaTÔTpiTa. 
2 Rhabdas S. 126. 
3 Pap. Akhm'im Aufg. Nr. 25. 



441 Beiträge zur griechischen Logistik 

Codex)1 durch die Wendung wç Û7toyéypa7tTat auf ein Schema 
hingewiesen, das dann allerdings nur mit Abweichungen dem 
von Halma angegebenen entspricht. Es steht dort statt: 

37° 4' 

37 

55' 

55" 
1369 148 2035" 

148 16 220" 

2035 22c/ 3025 
1375 14 10 25 

auf fol.72 verso des gen. Codex:2 

nur XÇ 8' vs 

AÇ S' vs 

p p) 

PM 

.RAE GX ,yxs 

* H W o% / 

Wir sehen die Angabe der Benennungen (Indices) über den 
Zahlen, vor allem aber fehlt die Schlußaddition (mit Strich), die 

nebst den noch nötigen Umwandlungen wieder im Haupttext 
vollzogen wird. Außerdem stehen die aus den einzelnen Teil- 

produkten entstandenen Summen (z. B. 148'I6"22O"') nicht 
in jedem Fall in derselben Zeile, sondern man sieht z. B. bei der 

4. Zeile an der Summe 148'I6"22O''', daß der jeweils freie Platz 
ausgenützt ist. Wenn also auch schon das Bedürfnis nach über- 
sichtlichen Gruppierungen nachweisbar ist, so kann doch von 
einer konsequenten Durchführung noch keine Rede3 sein. Ein 

anderes Beispiel bei Theon zeigt dies ebenfalls. Es soll iO3055' 
23” mit 48°3i'55'' multipliziert werden. Das zur Ergänzung der 
Rechnung im fortlaufenden Text beigegebene Schema zeigt die 

folgende von der anderen ganz verschiedene Form: 

py ve xy 
p.7) Xà VS 

,8^4.8 AP sy 
/ßXP- 

/ WA2 

,a^£ 

/«pS 

,yx£ 

KY 
,aa^E 

Das Ergebnis ist (in unserer Anordnung): 

4944° 3193' 5665” 
2640' 1705” 3025'" 

1104” 713"' 1265"" 

5043° 35' 15” 39'" 15""- 
1 Norimb. cent. 5, 8 app. 20. 
2 Richtungspfeile zwischen den zusammengehörenden Brüchen sind von 

mir ergänzt! Theon von Alexandria S. 117. 
3 Ebenda S. 254, Cod. Norimb. fol. 82 v. 
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Man sieht, es werden die höheren Einheiten (hier Sechzigstel- 
potenzen) herausgezogen, wobei wieder die Kopfrechnung je 

nach der Fähigkeit des Rechners Hilfe leistete. 
Schwierigkeiten machte bei der sexagesimalen Multiplikation 

höchstens die Bestimmung des Stellenwertes (siSoç). Alle Schrift- 
steller, die die Sexagesimalrechnung behandeln (Theon, Maxi- 
mos Planudes, Barlaam, der Anonymus des Pariser Co- 
dex 453), geben zur Bestimmung des sTSoç des Produkts aus- 
führliche Regeln, die für ganze Zahlen ihre Parallele in der er- 
wähnten Stellenregel des Archimedes haben. Bei Barlaam 

ist eine solche in Proportionsform ausgesprochen:1 sàv — XvjD-oç 
7toXXa7tXoc<jiâa7j TcX'/jatoc;, serrai coç sv TOü TCoXXaTrXaeriavTOÇ ( !) —poç TYJV 

pioïpav, OUTCOç sv Twv sv TCO yivopivco TTpoç sv sv TCO TToXXaTrXaataa- 
ESVTI, also für i/6om • i/6on = i/6ox gilt: i/6on:i = i/6ox 

:i/6om. Da die Produktengleichung bekannt war, folgt: x = m 
-f- n. Im nächsten Theorem (TO Softèv —Xrjhoç XSTTTCOV STTI TO SOD-SV 

rrX^Eoç XSTTTCOV — oXXaTtXaaiavTa ( !) axs^aoü-ai TITO ysvojjisvov) ergibt 
sich als Regel für den praktischen Gebrauch, die schon ohne Be- 
weis empirisch feststellbar war (xavehv sx TrapaTTjpYjcrscop), daß man 
die Exponenten, die auch wieder als CTUGTOI/OI aptllpoi bezeichnet 
sind (sie stehen ja auch über den Zahlen!) addieren muß. In er- 
müdend ausführlicher Weise werden die Multiplikationsregeln 
beim Anonymos des Par. Cod. 453 besprochen. Der Anfang 

lautet: àXX’ 4 ptsv poipa sep’ 8 av sTSoç 7ToXXaTTXa(Tiac7&4, TO aÙTo 
ElSoÇ TTOIEI • STTI yàp — pCÖTK XS7TTà TT0Xu7TXaaia^0|i.SV7) 7) pioïpa yj poipai 

—pwTa XsTTTà 7TOIOÜOIV ' xai àvâuaXiv XsTCTà —pcoTa STTI poipav 4 

[zoîpaç TTOISI TTpCOTa XsTTTGC, XOll siÿTjç OplOlCOÇ ' plOÏpa STTI SsÔTSpa, 8sû- 
Tspa Troisi xai STTI TpiTa, Tpéra xai s^vjç ' 7îpcÔTa 8s STTI TrpcoTa TTOISï 

SsuTspa X.T.X.2 

Ähnliche Ausführungen stehen bei Theon von Alexandria 
und Maximos Planudes.3 Die Reihe der verwendeten Sechzig- 
stel schließt meistens bei den sxva. Hierüber sagt Planudes:4 

1 Barlaam III.  Buch Satz 2. 
2 Diophant II  S. 6. 
3 PlanudesS.26; Theon (S. x 11 ff.) bezieht sich hierbei auf Diophant 

(s. II S.35), der (inIS.8ff.) die entsprechenden Regeln für i/x, 1/x2 usw. 
ausführlich behandelt hat. Siehe auch das „Opusculum“, ed. C. Henry. 

4 Planudes S. 28. 
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av exTa ' TO S’Û7t£p TaÜTa 7tsp[spy6v TS xal àXXwç 7tôpiTTov. 

Eine Hilfstafel, die alle diese Einzelregeln zusammenfaßt und 
die auch die Sexagenae enthält, ist für die griechische Mathe- 
matik nicht nachweisbar. Eine solche findet sich in der kommen- 
tierten lateinischen Übersetzung der Logistik von Barlaam 
durch J. Chamber.1 Sie umfaßt die Produkte 6om • 6on für m 

und n von 6 bis—8 und sieht (auf 3 bis—3 verkürzt) folgender- 
maßen aus: 

3' 2' 1' o T 2' 3' 

Im übrigen waren die Multiplikationen auch ohne Tabellen 

leicht ausführbar, wenn man bei den potpai, begann und sorgfäl- 
tig die Teilprodukte Schritt für Schritt weiterrückte, wobei der 

Wert der Einführung des oùSév-Symbols ,,o“ sich deutlich zeigt. 
Die Division einer gemischten Zahl oder einer Stammbruch- 

reihe durch eine ganze Zahl ist identisch mit einer Multiplikation 
mit dem zugehörigen Stammbruch und macht keinerlei Schwie- 

rigkeit, besonders wenn Tabellen zur Hand sind. So ist z. B. 

(3 1/8 1/12) : 7 = 3/7 + 1/56 + 1/84 = 1/3 + 1/14 + 1/42 + 1/56 
+ 1/84. Wesentlich schwieriger ist dagegen die Division durch 
eine gemischte Zahl bzw. eine Stammbruchreihe. Als ein ausführ- 
liches Beispiel steht bei Rhabdas2 die Division io:(3 1/3 1/14 
1/42). Eine Durchführung nach dem ägyptischen Verfahren wäre 
recht umständlich, obwohl die ägyptischen Texte zeigen, daß 
man die Methode beherrschte. Hier wird stattdessen ein Haupt- 
nenner zu der Bruchreihe des Divisors gesucht und dann (wieder 

1 Chamber S. 78 u. 102. 
2 Rhabdas S. 124 f. 
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überflüssigerweise wie bei der Multiplikation, wenigstens von 
unserem Standpunkt aus) der Dividend auf denselben Nenner 
gebracht. Es heißt im Text: avaXüw TOV Totoürov àptDpov etç rà 
cruyy.stpsva auTcii popta, TCXTJV ay.07tM 7totov sert TO sXâ^tcrTov aÙTÛv 

pspoç . . . y.a't àvaXûw y.al TOV pspt^opsvov àpiFpôv ôpolwç siç rà 

aùTa. ... Es liegt also folgende Rechnung vor: 31/3 1/14 1/42 
= 144/42, was zu 24/7 gekürzt wird. Nachdem der Dividend 10 

zu 70/7 erweitert ist, heißt die Division 70/7:24/7. Damit ist der 

Zweck des uns überflüssig erscheinenden gemeinsamen Haupt- 
nenners sichtbar : Man will  vergleichen, und zwar die 7oSiebtel 
mit 24 Siebtel, hat also nur noch die Messung 70:24 zu erledigen. 
Der Schluß der Aufgabe ist dann: 7o:241 = 3—2/24 = 22/3 1/4. 

Ein weiteres Divisionsbeispiel mit einem Bruch als Divisor 
steht in dem schon mehrfach erwähnten Pariser Codex 387,2 

wo das verwendete Verfahren als Methode des Diophant be- 
zeichnet wird. Um auszurechnen, welcher Teil von 24 der Bruch 
4/5 ist (also 24:x = 4/5), wird 24:4/5 bestimmt, was, „da von 
Fünfteln die Rede ist,“ mit dem Hauptnenner 5 durchgeführt 

wird. Es ist nun 120 Fünftel: 4 Fünftel = 30. Der Text lautet: 
Ta Tsaaapa e"z" ri pépoç star 7tpoç Ta. y.S' ; èpoüpsv oüv OUTWç y.azx 
TYjv Töü AiocpàvTou psFoSov ' ETTStSv) Ttepi s"e" 6 Xôyoç, TrsvTay.tç Ta. 
y.S' ‘ ylvovTa: py.'. y.al STîSIST] 8'S"S", Xaße pspoç S' TWV py.', ottsp 
SCTTI Tpia.vTa ‘ y.al S'CTTI Ta. S'c"e" siç rx y.S' pspoç X". Am Schluß 
folgt die Anweisung: OUTM Ttotsi y.a Ta. TtavTOç (jr/jepou, oTsXsTtTa. stsv: 

„Mache es so in jeder Rechnung, in der Brüche Vorkommen!“ 
Auch Barlaam beschäftigt sich mit der Division allgemeiner 

Ausdrücke: OTIOUV — ap’ OTLOüV Suva.TÔv èan psplcrat,.3 Später4 

stellt er sich die Aufgabe: TO SoFèv roxpà TO SoFèv peplaavTa, 
Gy.éipxad-xL TL ylvsTat. Der bei der Division übrigbleibende Rest 

-) muß als neuer Dividend wieder mit dem Divisor 
d, 

gleich- 

namig gemacht werden. Das Resultat ist ein Bruch, aus den (ad\ 
— 

bc 

1 Es wird also hier zuerst 24 mit 3 . 24 = 72 verglichen. 
2 Heron IV S. XIV;  hiezu S. 429 Fußn. 2. 
3 Barlaam II. Buch Satz 28. 
4 Ebenda II. Buch Satz 38. 



Beiträge zur griechischen Logistik 445 

Die Division von Sexagesimalbrüchen wird von verschiedenen 
Autoren eingehend erklärt. Das Beispiel vonTheon war schon 
oben (S. 403) behandelt worden, da es lange Zeit überhaupt als 
einziges Beispiel für die Division in der griechischen Logistik 
galt. Während Theon erst bei Bedarf die Umwandlung in die 

kleineren Einheiten (Potenzen von 60) vornimmt, wird bei Pla- 
nudes1 bei der Division 3°23'54'' : 2°34'24" alles sofort in Sekun- 
den verwandelt und dann die Division 12 234": 9264" durch- 

geführt. Die Rechnung nimmt folgenden Verlauf: 

12 234” also lmal 
9 264” 

Rest 2 970" 
= 178 200"' 

9 264" 

Rest 2 184"' 
Rest =131 040"" 

9 264" 

19 

14 

Das Ergebnis ist i°i9'i4". Es wird dabei der Rest in Sekunden 
bzw. Terzen verwandelt, da „der Dividend größer sein muß als 
der Divisor“.2 

Auch hier ist es wieder nur die Bestimmung des sISoç, die 
Schwierigkeiten machen kann. Die diesbezüglichen Regeln wer- 
den mit derselben Breite wie die für die Multiplikation bespro- 
chen. So von Planudes,3 Barlaam, Theon4 und dem Ano- 

nymos des Pariser Codex 453.5 Eine dieser Regeln lautet: 1/604 

:i/6o3 = i/6o4~3, eine andere i/6o5:i/6o3 — 1/605-3, also all- 
gemein5: i/6om:i/6on = i/6om-n. Derartige Regeln, die sich em- 
pirisch aus der Praxis ergaben und an deren Beweis man wohl erst 
später heranging,6 sind als Vorläufer der Potenzrechnungen an- 
zusehen ebenso wie die Archimedische Stellenregel bei der Multi-  
plikation. Barlaam spricht dies folgendermaßen aus:7 7rSv eïSoç 

1 Planudes S. 27 f. 
2 Ebenda S. 17. 
3 Ebenda S. 28 f. 
4 Theon v. Alexandria S. 116. 
6 Diophant II  S. 11 ff. ; à—6 TCöV ë à^oapoupifvcov ÿ xaxaXEt7rovTat ß (S. 14). 
c Theon S. lizff. 7 Barlaam III.  Buch S. 9 (7r6pia[j.a Ssürepov). 
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dividiert durch eine ptotpa, ergibt dasselbe st&oç; rtav EÎSOç divi- 
diert durch TtpwTOt, gibt das vorhergehende sZSoç (TO —pocrE/top 
Tipo OOITOü); Trâv stSoç dividiert durch SEÜrspa ergibt TO S'Lç 7tpo 
aÙTOÜ, durch TptToc, TO Tpîç Ttpo aÙTOÜ usw.1 Damit konnte man auch 
ohne die sonst recht umständlich in Proportionsform gegebene 
Regel2 die vorkommenden Divisionsaufgaben erledigen. 

Die Logoi. 

Im Zusammenhang mit der Betrachtung der Brüche muß auch 
auf die Xoyot eingegangen werden, die vielfach da auftreten, wo 
wir Brüche erwarten. Ihre Einteilung in 5 Plauptgruppen wird 
von allen Autoren, die „zur Einführung in die Philosophie“ 
Arithmetikbücher verfaßten, ausführlich geschildert. Boetius 
übernimmt diese Einteilung, aus der wir die lateinischen Namen 
der griechischen Termini erfahren.3 

In seiner Theorie der Arithmetik betrachtet Nikomachos 
zuerst die Zahlen für sich (TO xaD-’ auTO TTOCTOV) und dann in ihrem 
Verhalten zueinander (ptsTepyopieila xcd im TO ~p6' Tt).4 5 Hier geht 
er bei der Behandlung des ungleichen „gegenseitigen Verhältnis- 

ses“ auf die fünf verschiedenen Arten (EZSOç) des Verhältnisses ein. 
I a) Im TtoXXv.—Xâoro:; Xoyoç a : b ist der —poXoyoç a ein Vielfaches 

des wïôXoyoç (= ô—apiD-fjtoç) b. Die einzelnen Glieder werden auch 
opot genannt. Iamblichos definiert so: . . ., OTOCV Sustv opwv ö 
ETspoç TCIV sTspov Tï/.EOVCIXLç y) S/izaS, xaTap.ETp7) TcXvjpoûvTWç.0 Zu dem 
7ioXXa7rXâcnoç Xoyoç gehört' als Gegenstück 

Ib) der Ô7t07roXXa7iXà<noç Xôyoç. Hier ist b ein Vielfaches von a, 

so daß der Zahlenwert (—OG6TY]ç, 7T7)XIX6TY)ç)6 des ÛTtOTtoXXa—Xâtnoç 

1 Also: 6om/6o—3 = 6om + 3. 
2 Barlaam III.  Buch Satz 9. 
3 Boetius S. 46 ff. 
4 Nikomachos 1 S. 44f. 
5 Uber den £7up.6pi.oç >.6yoç in einer voreuklidischen arithmetischen Schrift 

siehe Tannery, M. sc. Ill  S. 244 ft. Die Logoi werden behandelt von Ni- 
komachos, Theon v. Smyrna, Iamblichos, Domninos, Pseudo- 
psellos, Boetius, Martianus Capella; ferner geometrisch bei Euklid 
und numerisch in den Euklidscholien. 

0 Siehe oben S. 411. 
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Xôyoç immer ein Stammbruch ist, während er für den 7îoXXan:Xâ- 
cnoç Xôyoç die „gleichnamige“ ganze Zahl war. 

Ha) Der è7U[j.ôp(.oç Xôyoç ist dann gegeben, wenn a die mit ihr 
verglichene Zahl einmal ganz enthält und noch einen Stamm- 

bruchteil von ihr dazu, also a = b i/n % � b = ——• b. Es ist 
n 

die ratio superparticularis von Boetius. Nikomachos defi- 
niert: 6 syojv sv sau-rot Tov cuyxpivojjtevov ÖXov xod pöpiov auroü sv 
Tt;1 eine andere Definition, die dasselbe besagt, lautet: Xoyoç, 
ÖTCCV Tojv cruyxptvopsvcov ôpwv ô pst^orv eyr) IOV XOITCOV xod sxt sv aù- 

TOU [jtoptov ysvtxwc.2 

11b) Der Û7is7npiôpi.oç Xôyoç liegt vor, wenn umgekehrt b = a 

+ l/n % � a ist, oder a = 
n -f 1 

lila) Die nächste Gruppe umfaßt den sTCLjxspvjç Xoyoç (super- 

Ein sTupspTjç NTT- • , m + n partions). Hier ist a = b -| b = • b. 
n n 

Xôyoç ist z. B. der sTuStxptToç Xôyoç 5 13. Zu 3 kommen beim Ttpo- 
Xoyoç noch 2/3 von 3 dazu (srrt und Stxptxoç), was unter dem Ge- 
sichtspunkt der Komplementbrüche auch als sTnSipsp^c (es kommen 

noch die 2 Teile dazu!) bezeichnet wird (sogar SLç s—Lxpixoç!). 

11Ib) Im ô-ETCtpspvjç Xôyoç (subsuperpartiens) ist umgekehrt 

a = ——— . b. 
m -(- n 

IVa) Im TtoXXoc”Xacis—ipiôptoç Xôyoç (multiplex superparticu- 
laris) enthält der —pôXoyoç den û—ôXoyoç öfter als einmal ganz 
sowie noch einen Stammbruchteil desselben dazu, also z. B. 

16:5; hier ist 16 = (3 + jj  %  5- 

IV  b) Die Umkehrung ist der u7i07roXXa7rXa<Ti.S7U{i.ôpt.oç Xôyoç 
(multiplex subsuperparticularis); z. B. 5:16= 1:3 1/5. 

Va) Beim 7toXXa7rXa<ns7U|j.£pY)ç Xôyoç (multiplex superpartiens) 
ist der irpôXoyoç ein Vielfaches des ijTcôXoyoç, der noch um ,,pcspyj“ 

von ihm vergrößert ist, z. B. 17:5. Es ist 17 = 13 -|- -% J . 5. 

1 Nikomachos 1 S. 49. Wir haben also denselbenTerminus (cnjyxptvEtv) 
wie beim Dividierenl Siehe oben S. 399. 

2 Iamblichos 1 S. 40. 
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Vb) Die Umkehrung 5:17 = 5 :[(3 + 2/5) . 5] heißt: U7t07toX- 
Xoc7tXa<He7r(,[A£pï]ç Xoyoç (multiplex subsuperpartiens). 

Einige Beispiele seien noch mit ihren griechischen und latei- 
nischen Namen angegeben. Es gehören zu: 

I a) TîoXXaTtXotcioç = multiplex 2:1 = 2 8t7rXàai.oç duplus (nume- 
rus) 53:1=3 TptTîXâatoç triplus 54:1=4 fETpa7tXàcrt,oç 
quadruplus; n: 1 = n 7toXu7tXàc7i,oç (OCTK—Xctcrioç) multi- 
plus. 

Ib) Û7t7roXXaTcXàcn,oç = submultiplex 1:2 = 1/2 ij—o8t7rXà<noç sub- 
duplus; 1:3 = 1/3 U7roTpt.7tXctc*E,oç subtriplus; 1:4 = 
1/4 t)7toT£Tpa7ïXâo't.oç subquatruplus. 

lia) s—tptoptoç = superparticularis 3:2=1 1/2 YjfAtoXiO!; 1 ses- 
qualter, superdimidius; 4:3 = 1 1/3 STttTpiToç ses- 
quitertius; 3:4 =11/4 ETUTÉ-rapToç sesquiquartus. 

IIb) uTrsTrtptopLoç = subsuperparticularis 2:3 = 2/3 'jcpv][i.i6Xi,oç 
subsesqualter; 3:4 = 3/4 ü—E-ExptTOiç subsesquiter- 

tius; 4:5 = 4/5 U7t£7UT£TapTOç subsesquiquartus. 
LLLa) £7rtpt£pY]ç = superpartiens 5:3=1 2/3 È7u8t|i.spYjç = s~t.SE- 

Tptroç = Surs—Erpt/reç supcrbipartiens, superbitertius. 
7:4 = 1 3/4 £—tTptpLEp’/jÇ = ETtlTpiTETKpTO; = TplCTETU- 

TÉrapToç supertripartiens, supertriquartus; 7:5 = 1 2/5 

8(.G£Ttt7t£[l.~TOÇ ; 8:5 = 1 3/5 TpUTETU—EpiTCTOÇ = ETÎtTpt- 

7ï£p.7tTOÇ5 9:5=14/5 ÈTClTETpaptEp'/JÇ = ETTlTSTpdc—SptTTTOÇ 
superquadripartiens, superquadriquintus. 

LLLb) û—£~tu.£p4ç = subsuperpartiens 3:5 = 3/5 t>—s—tSExpixoi;2; 
5:8 = 5/8 Û7î£TC(.TpE7t£[l,7ÏTOÇ. 

IVa) 7toXXa7iXacTt£7ït[i.6ptoç = multiplex superparticularis 5 :2 — 

21/2 StTtXaatEcpyjpucuç duplex sesqualter; 7:3 = 21/3 
8t7tXa<ns7UTpt,Toç duplex sesquitertius ; 7:2 = 3 1/2 

Tpt7tXa<7i£<p'/)[ziGUç triplex sesqualter; 16:5 = 3 i/5 'tpt7r" 
TtXaotE—E—Eli.—TOç triplex sesquiquintus. 

IVb) ÛTtOTtoXXa—Xact.£7îtuôptoç = submultiplex superparticularis 
2:5 = 2/5 Û7to8tTtXa<7t£cpr)[n.(jUç subduplex sesqualter; 

3 : 7 = 3/7 ’iTioStTcXaCTLE—ExptToç subduplex sesquiter- 
tius. 

1 Ô 7rpÔç Tûi 0X0) 5tal TO e/tov. 
2 Hierfür konnte ich keine speziellen Beispiele finden. 
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Va) 7roXXa7tXacn,e7U(i.Epv)ç = multiplex superpartiens 8:3 = 22/3 
StTtXao'(.S7ii.S[,jjLsp-/)ç = Si7tXacriE7uStTpi,Toç duplex super- 

bipartiens; 11:4 = 2 3/4 St.7ïXacn.£7n,Tpt.p.Ep7)ç = SOTXK- 

ateTUTpiTSTapToç duplex supertripartiens; 19:5 = 3 4/5 
Tpt7tXaot£TaT£TpajxepY)ç = Tpt7rXact£7UTETpà7t£[i.7tTOç tri- 
plex superquadripartiens. 

Vb) ÜTtoTtoXXaTtXaciE—(.(jL£p-/]ç = submultiplex superpartiens 3:8 

= 3/8 U7toSt7tXaotE7ttStTpiToç subduplex superbiparti- 
ens; 4:11 = 4/11 Û7toSi7cXa<7iE7UTpiT£T«pToç; 6:23 
= 6/23 Û7TOTpi7tXaCTL£7tl7T£V&£XTO<:. 

Die Aôyoi als Brüche, der Bruch als âQL'd'fiôç. 

Es war oben1 davon die Rede, daß die griechische Mathematik 
keine Brüche gekannt haben soll, sie habe dafür immer die Logoi 

verwendet. Es ist richtig, daß die wissenschaftliche Mathematik 
die Brüche auszuschalten suchte, wenigstens für die Zeit ihrer 
ersten Blüte. Daß aber der beabsichtigte Zweck nur unvollkom- 

men erreicht wurde, zum Teil wohl wegen der Unmöglichkeit, 
sich vollständig von logistischen Gedanken freizumachen, zeigen 
zahlreiche Beispiele von Archimedes bis in die Spätzeit. Ein 
Teil der Autoren wollte aber vielleicht den philosophischen 
Glaubenssatz von der Vornehmheit der ganzen Zahl2 bewußt 
nicht mitunterschreiben. 

Daß man bei der Festsetzung der Terminologie immer an die 

Brüche dachte, ist schon daraus zu sehen, daß alle Fachwörter 
mit ptopiov und pipy) gebildet sind. Schon dadurch ist ein enger 

Zusammenhang zwischen den Logoi und den Brüchen, insbeson- 
dere mit dem Komplementbruch (Û7TE7up.6pioç) hergestellt. Im 
èmpopioç Xôyoç a:b = (n + i):n ist der 7ïp6Xoyoç gleichbedeu- 

tend mit der gemischten Zahl 1 — b. Wenn Archimedes davon 

spricht, daß BA „gegenüber EZ ein Drittel dazu an Größe ist“ 
(= ÈTUTpLTOç TCXç EZ (jtdbcEi.), so meint er nicht nur BA:EZ = 4:3, 
sondern ebenfalls BA = 4/3 EZ3. Des Archimedes Kommentator 

1 Siehe oben S. 4ioff. 
2 Siehe oben S. 410, Fußn. 1. 
3 Archimedes II S. 302. 
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Eutokios weist ausdrücklich darauf hin, daß man bei den 
Logoi ohne Teilung der Einheit nicht auskommt.1 

Auch die Entstehung der beiden Formen (des arithmetischen 

Logos sowohl wie des Bruches) aus derselben Operation, dem 
Dividieren, zeigt ebenfalls die nahe Verwandtschaft. Wie dem 
Berechnen des allgemeinen Bruches ein cuyxpivstv vorhergehen 

muß, so werden auch beim gegenseitigen Verhältnis zweier Zah- 
len diese miteinander „verglichen“.2 Genau wie bei dem Divi-  
dieren heißt es auch hier àpiâ-jxèç ÈTcsiSàv èv cruyxpîast, —poç srspov 

A-etopvjTai. . . oder STtstSàv [xeîÇovi Guyxpb’/jTai.3 Auch bei den Logoi 
kommt, wenn sein Wert untersucht werden soll, wie bei der 
Division nach dem auyxpivetv das dtcpoupstv des Kleineren von dem 

Größeren (ei Sè îtXeovdbaç yj a—ai; àtpaipeQ-elç 6 ÈXaTTCov à~o TOU 

[JLEî^OVOç. . . ,).4 Der Logos hat genau wie der Bruch seinen 
Zahlenwert, seine Quantität (—TjXtxcTYjc 7TO<T6TT)ç). SO ist die "TJÄL- 

XOTYJç des 7)[i.i6Xioç Xoyoç l % (ptovàç â xoù ^(XKTU). Von ihr sprechen 
Domninos5 und Barlaam;6 dieser definiert die 7I7]XIX6T/)ç - ge- 
nau wie bei der Division den Quotienten - als die Zahl, mit der 
man den ûîtoXoyoç (Divisor) multiplizieren muß, um den -pôXoyoç 
(Dividenden) zu erhalten: 7C7]XIXOTï)ç Xoyou taTI àpiDuôç, ôç TtoX- 
Xoc7tXaaiocÇ6p.evoç STTL TOV TOU Xoyou uTcôXoyov opov, TCOISC TOV —poXoyov. 
An einer anderen Stelle7 wird zur Aufgabe: eüpetv TOO SOFSVTOç 

Xoyou A:B TTJV 7T7]XIX6T7)TGC angegeben, daß A durch B geteilt 
werden muß (p-spiCnh^Tco ô A izc/.pà. TOV B). Daß es sich dabei nicht 
um eine spätbyzantinische Auffassung handelt, zeigen die Zeug- 
nisse früherer Zeit. So wird bei Archimedes8 der Xoyoç 6336 

:20i7 1/4 der Zahl 3 10/71 in Annäherung gleichgesetzt. Es 
heißt da: avobtaXiv apa 4 TreptfXETpoç TOU —oXuyoivou Tzpbq TTJV 8ta- 
[XETpov [j.el'Co'Jcf. Xoyov eyei vfzep, ÇTXÇ rrpoç ,ß LÇ 8' (= 6336:2017 1/4) 

d—so TOW 8' fietÇovà sortv 4 TputXaatova xai 8éxa oa' (=3 10/71). 

1 Siehe u. S. 455. 
2 Siehe o. S. 447. 
3 Nikomachos 1 S. 46, 47. 
4 Domninos 1 S. 420. 
5 Domninos 2 § 3 „cd TOJV Xôycov 7ï7]XI.XG>T7)TEç“- 
6 Barlaam V. Buch, Def. 1. 
7 Ebenda V. Buch, Satz 1. 
8 Archimedes I S. 242. 
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An einer anderen Stelle1 ist das Verhältnis 11:1148 ungefähr 
der Zahl 1/100 (= 11/1100) gleichgesetzt. Noch eine dritte Stelle 
ist dafür anzugeben. Sie lautet:2 el'v) x« à ycovla à Ttepts^opiva ü~o 

TSCV 0M, 0O [XEtÇcov 4 T«ç cipffôtç Siatpeffetcïaç èç StctpuSpia TOUTOOV 

ÂS- [iipsa.. 
Es wird hier aus der Verhältnisungleichung O0M:AAS)99 

: 100 gefolgert, daß 00 M >99/100 AAS oder, da A AE) 1/200 R, 
daß O0M)99/2OOOO R ist. Hieraus ergibt sich wenigstens für 
Archimedes die Identität von Bruch und Verhältnis, das ja 
auch wie ein Bruch gekürzt werden kann.3 Dasselbe sehen wir 
auch bei Pseudo-Psellos.4 Wenn dieser bei der Behandlung 

des regelmäßigen Fünfecks sagt, daß rj TOö IcroTtXsüpou v.cd tcoyoi- 
vlou (y01 via) s—ETïS[J.~TOç serai opFyjç, so will  er damit das gleiche 
sagen wie 7 Seiten später, wo es heißt : Der rechte Winkel und ein 
Fünftel (ywvla opUd] y.al — SIJL—TOV). 

Auch Eutokios spricht in einem Kommentar zu den Kegel- 
schnitten des Apollonios5 von dem Zahlenwert des Logos: 
Wenn man ihn mit dem zweiten Glied des Verhältnisses multipli- 

ziert, erhält man das erste (cm OCÛT/J YJ 7r/]XtxÔT/]ç — oXXa—XaciaÇo- 
[J.SVY] È7tl rov s-ousvov opov TOü Xoyou TtotEL TOV Tjyoupisvov). Niko- 

machos,6 ein sonst unbekannter Heronas7 und Barlaam8 

sprechen dasselbe aus. 
Sollen, was z. B. für die Akustik von Bedeutung ist, Verhält- 

nisse miteinander multipliziert oder dividiert werden, so ent- 
wickeln sich Rechnungen, die der Multiplikation und Division 

von Brüchen entsprechen. Man hieß dies „Zusammenlegen“ und 
„wegnehmen“ der Logoi. So ist bei Domninos zu lesen: „Man 
sagt, ein Logos ist aus Verhältnissen zusammengesetzt, wenn die 
miteinander multiplizierten Quantitäten9 der Verhältnisse ein 
solches machen“ (Xoyoç 8è èxXoycov cruyxeïcrSIai XsysTai, Örav al TC5V 

1 Ebenda II S. 230. 
2 Ebenda IIS. 233. 
3 Siehe oben S. 377, 429. 
4 S. 79. 
5 Apollonios II S. 218. 
6 Nikomachos 2; nach Eutokios (Archimedes III  S. 120). 
7 Archimedes III  S. 120. 
8 Barlaam V. Buch, Def. 1. 
9 Über 7TO<J6T7Jç und 7r7jXtxÔT7)ç siehe auch oben S. 411. 
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Xoywv 7ï7]>.IX6T7]TEç ècp’ sauxàç 7toXXa7tXacuaaI)'Et(joa TOIWOL xtva)1. 

In der nachträglich, aber doch vor Theons Redaktion,2 ein- 
gesetzten fünften Definition des VI. Buches der „Elemente“ 
steht derselbe Satz; Archimedes,3 Eutokios,4 die Scholien zu 
Euklid5 und Barlaam6 beschäftigen sich mit ihm. Man kann 
also die Zahlenwerte der Logoi, wobei es sich nicht immer um die 
Abmessungen von geometrischen Größen handelt,7 multiplizieren 

und dividieren. In einem Beispiel8 werden die Logoi 2:40 und 
40:8 zu 2:8 „zusammengesetzt“, also (2:40) • (40:8) = 2:8 be- 
rechnet. Im Text steht: 2:40 = 1/20 (stxoorov [ripoç, nicht viel- 
leicht ÜTtstxoCTt—Xâaioç) und 40:8 = 5; da nun 1/20 .5 = 1/4 ist, 
ergibt sich das Resultat 2:8 = 1/4 (xsTaprov pipoç). Dies alles 
entspricht genau dem Multiplizieren eines Bruches; man sieht 
deutlich, wie der Rechner immer dann, wenn es sich um die wirk- 
liche Durchführung der Berechnung eines Logos handelte, nicht 
von dem Gedanken an die Brüche loskommt. Und daß dies nicht 
etwa nur die Ansicht von Rechenmeistern war, dafür bürgen die 
Namen eines Eutokios oder eines D omni nos, der in wohl- 
tuendem Gegensatz zu den philosophierenden Zahlenmystikern 
steht.9 

Auch unter einem andern Gesichtspunkt sind die Stellen, die 

das Vorhandensein von Brüchen neben den Logoi dartun, be- 
deutungsvoll. Sie können zum Beweise dienen, daß man nicht 
immer nur die ganze Zahl als „Zahl“ (apr^po^) auffaßte. Euto- 

kios spricht an der genannten Stelle10 von Logoi, deren Quantität 
eine ganze Zahl ist (Suvarov scrxiv aptD-ptov éXoxXvjpov Etvat xvjv 

7r/)Xix6T7]Ta). Also gibt es auch Logoi, deren Quantität keine gan- 
zen Zahlen sind. Zur Beruhigung derer, die an arithmetisch gc- 

1 Domninos 2 § 3; in den Euklidscholien (V, S. 324) raxtöal TIVOC TT/J/.I- 

y.0TY]Ta Xoyoo. 
2 Euklid II S. 73 Fußn. 2. 
3 Archimedes I S. 190, statt cniyxEialtai. steht hier auvrjiTToa. 
4 Archimedes III  S. 120 ff. 
5 Euklid VI S. 321 ff. Die —rl/.iy.'jTr}C von 6:4=1 1/2 (S. 330). 
6 Barlaam V. Buch, Def. 2. 
7 Thaer II  S. 37 übersetzt „Abmessungen“. 
8 Domninos 2 § 5. 
9 Tannery, Mém. sc. II S. 107. - 

10 Apollonios II S. 220. 
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führten Beweisen für Verhältnisregeln Anstoß nehmen, teilt er 
mit, daß die „Alten“  solche Beweise verwendet hätten (fr/) TocpocT- 

TSTW 8s TOÙç svTuyyàvovTKç TO 8tà Twv àpt'i)'[r/]Tt,x(üv SsSeïx&xi TOüTO ' 

ot TS yàp TtaXatot y.é^p'/jvxat xatç TOIOCÛTOUç ä-TtoSst^eai) ; überhaupt 
gehörten die Logoi und ihre Quantitäten (TC7)AIX6TY]TSç) in den Be- 
reich der Zahlenlehre (Aoyot yàp xal TïYJAIXOTYJTSç Aoycov . . . TOtç 
àptOfjtotç TtpwTwç UTtàpyouatv). An anderer Stelle drückt er sich 

noch deutlicher aus.1 Er sagt: „Quantität des Logos heißt die 
Zahl, nach der der gegebene Logos benannt ist“ (. . . TT/)XIX6T7)- 

TOç SvjXovoTt Xeyojjtéwjç TOü àpiD-poü, o5 Ttapowjpoc SCTTL ö StSoptsvoç 

Xoyoç). Der Wert des Logos 12:3 wäre beispielsweise 4, da ja der 
Logos 4:1 (TSTpaTtXà.otoç) vorliegt. Die Erklärung beschränkt sich 
aber nicht auf diese ganzzahligen Logoi. So ist bei ihm die 
Quantität des Logos 9:12 = 3/4 (Y) yàp ir/jAixoTY)? TOü 5- —poç 

TY)V iß Xoyou èorl Tpia TsxapTa) oder die des Logos 3:2 = 1 % 
(sv -(jijLiGu).2 Man sieht, daß nach der gegebenen Definition der 

Quantität jetzt auch Brüche zu den „Zahlen“ gerechnet werden. 
Mit der fortschreitenden Anwendung der für ganze Zahlen 

gültigen Rechengesetze auf die Zahlen, „die Brüche bei sich 

haben“, scheinen jetzt auch diese zu den „Zahlen“ gerechnet 
worden zu sein. Rhabdas3 bezeichnet 3 1/3 1/14 1/42 bzw. das 
Quadrat davon als Arithmos. Auch bei D omni nos ist dasselbe 
Zusehen.4 Ernennt iy2: „den 11/2 ' (TOV a! S”), nämlich Arithmos, 
und nicht „das“ (T6). Besonders klar tritt diese Auffassung bei 
Heron hervor. Soll man geometrische Aufgaben praktisch durch- 

führen, nicht nur theoretisch, wie es Euklid macht, so genügt es 
nicht, nur die geometrischen Größen (psysS-Yj) zu betrachten. Man 
muß auch die zugehörenden Zahlenwertc heranziehen. Heron 

spricht da von „Zahlen, die auf den Größen liegen (I—ixsipevoi 
à-piApoo).5 Das sind natürlich meist keine ganzen Zahlen. So wird 

1 Archimedes III  S. 120. 
2 Archimedes III  S. 124, 126. Vgl. S. 452 Fußn. 5. 
3 Rhabdas S. 120. 
4 Domnin os 2, § 16. Eine mir während der Drucklegung bekannt gewor- 

dene Äußerung Tannerys in einem Brief an Huitsch [Isis25, 1936,57-59] 
zeigt, daß tatsächlich der Logos als Arithmos angesehen werden konnte, womit 
dieser eben nicht mehr auf den Bereich der ganzen Zahlen beschränkt blieb. 

5 Heron IV S. 80: . . . ’4x01. TöV [zsyEthäv rj xcöv ETUXsifiivosv aùxotç àpL&fxüv. 
Schon Euklid (III  S. 16) verknüpft im Satz X, 5 kommensurable Größen 
31 
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tatsächlich z. B. 44/5 explizit als „Zahl“ (àptDptoç) bezeichnet.1 

Und wenn ein Bruch als Multiplikator auftritt, der ursprüng- 
lich nur als ganze Zahl verstanden werden konnte, so ist er eben 
auch schon zu einer „Zahl“ geworden.2 

Wie sind diese Gegensätze in der Beurteilung von Zahl und 
Bruch bei den Griechen zu erklären? Sicher war für Euklid nur 

die ganze Zahl ein Arithmos und Brüche aus der strengen Wissen- 
schaft ausgeschlossen, vor allem wohl deshalb, weil nur so das 
Irrationale exakt zu fassen war. Aber die „Alten“,  von denen E u t o- 

kios spricht, waren anderer Meinung. Er nennt sogar Archy- 
tas3 als Zeugen dafür, daß Arithmetik und Geometrie verwandte 
Wissenschaften seien. Deshalb dürfe man - das war die Schluß- 

folgerung des Eutokios - die eigentlich in das Gebiet der Geo- 
metrie ((i.aö'Yjij.aTa) gehörenden Logoi auch numerisch behandeln, 
indem man statt der Logoi ihre Quantitäten, ihre Zahlenwerte 
(7rt]Xtx6T7]Tsç) setzt. 

Daß Eutokios damit die richtige Meinung des Archytas 
wiedergibt, läßt sich sogar aus einer Stelle bei Archytas selbst 

nachweisen.4 Er spricht nämlich darüber, daß die Logistik vor 
den andern Künsten, was den wissenschaftlichen Gehalt anlangc, 
den Vorzug verdiene. So könne sie Beweise führen, wo die Geo- 
metrie es nicht fertig brächte, da die logistische Behandlung der 
Sätze klarer sei (xal Soxsï à Xoyicmxà TCOTI ràv aXXav cootav TWV 

ixèv àXXav -rsyywv xal — oXù Staçépstv, àràp xal T5.ç ystoptôTptxaç svap- 
yscrrspco Ttpayu.aTôusc'hm â D-sXet . . . xal â èxXetTrst aü à yeojjxsTpta, 

xal à.TioSst^taç à Xoyicmxà àTUTsXeï (!) . . .). 
Es war schon davon die Rede,5 daß die neupythagoreische 

Überlieferung immer wieder den Unterschied zwischen Zahlen 

und dem Zählbaren hervorhebt. So ist die Einheit (povoeç), die zu 
dem Gedachten (VOTJTOV) gehört, vom Standpunkt des Philosophen 
aus unteilbar, während man die Eins (ëv) teilen kann, da sie sich 
auf Wahrnehmbares (alfTÖTjTOv) bezieht, mit dem es die Logistik 
zu tun hat, die mit benannten Zahlen rechnet oder mit Zahlen, 

mit den zugehörigen Zahlen. Bei Iamblichos 2 (z. B. S. 96f.) haben die 
Flächenstücke ihre —O<J6T7]ç. 

1 Heron IV S. 256. 
2 Siehe o. S. 409. 
3 Apollon ios II S. 220, 221 Fußn. 1, hiezu Niko machos 1, S. 4 u. 5. 
4 Diels, Vorsokratiker. S. 273 (nach 1. Aufl. zitiert). 5 Siehe S. 366. 
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die „Leiber haben“, wie es bei Platon1 heißt. Diese Auffassung, 
die den Gegensatz zwischen theoretischer Arithmetik und prak- 
tischer Logistik wiedergibt, stimmt überein mit der Beschränkung 
der Brüche auf die Logistik, an deren Stelle in der Arithmetik die 

Logoi stehen. Auch in diesem Punkt müssen sich die Ansichten 
geändert haben; denn es wird ausdrücklich betont,2 daß dieser 

Unterschied zwischen „Einheit“ und „Eins“ früher nicht bestand. 
Auch hier wird Archytas (und dazu Philolaos) als Zeuge an- 
geführt. Damals war wohl der Unterschied zwischen Arithmetik 

und Logistik noch nicht klar herausgearbeitet.3 Später scheint 
dieser Gegensatz wieder verschwunden oder wenigstens zurück- 
gedrängt zu sein, wenigstens wenn man von den neupythagorei- 
schen Arithmetikbüchern zur Einführung in die Philosophie ab- 

sieht. Sonst hätte nicht Diophant bei seinen „arithmetischen“ 
Aufgaben den Zahlen, die keine Koeffizienten von x oder x2 sind, 
immer ausdrücklich den Zusatz „Monaden“ gegeben,4 auch in 
einer Aufgabe, in der er mit benannten Zahlen rechnet.5 Des- 
gleichen muß auch Eutokios die Monas teilen, wenn eine Rech- 
nung (wie z. B. im Satz des Archimedes über Kugelsegmente) 
wirklich durchgeführt werden soll. Er sagt da, daß man eine Tei- 
lung der Einheit zulassen müsse; wer es nicht für die Arithmetik 
tun wolle, müsse es wenigstens in der Logistik erlauben (COST’ en’ 

êxstvcov SiaipsTsov r/)v ixovâSa, ô si xcd (XT) xoexà TO 7tpocr?jxov TT) àpt,9- 
[X7]T(.xyj àXXà rÿj XoyuTTwqj TuyyàvEt,.6 Gleichzeitig sieht man, daß 
jetzt die Logistik nicht mehr wie früher eine Angelegenheit der 
Rechenmeister ist, sondern daß sie jetzt wieder ein wichtiges 
Hilfsmittel für die Betrachtung mathematischer Probleme dar- 
stellt,7 wie es bei den „Alten“  gewesen war, bei denen Arith- 

1 Platon, Staat VII,  525 D. Zum Unterschied von [xovâç und êv siehe 
Theon von Smyrna S. 19 f. 

2 Theon von SmyrnaS. 20. 
3 Des Archytas Lebenszeit wird von 428 bis 365 angesetzt, Platons 

Dialog Gorgias (s. o. S. 361) vielleicht auf 390. 
4 Z. B. 5 x2-)-13—8 x ist Ay ë M ( = (xovâSsç) ïÿA 5?) (Diophant I S. 94). 
6 Aufgabe 30 im 5. Buch (Diophant I S. 384). 
0 Archimedes III  S. 120. 
7 In dem Gorgiasscholion des Olympiodoros (S. 131) heißt es, daß die 

Arithmetik sich mit den Arten der Zahlen beschäftigt (z. B. gerade und un- 
gerade), während die Logistik es mit dem Stofflichen (üXir)) ZU tun hat. Und 
31*  
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metik und Logistik ja auch von denselben Lehrern gelehrt 
wurde.1 

Aus all dem kann man schließen, daß Eutokios unter den 
„Alten“  die vor der strengen Fundierung des wissenschaftlichen 
Systems lebenden Mathematiker versteht. Dann folgt die Zeit 
der ausschließlichen Verwendung der Logoi in der reinen Mathe- 
matik, aus der jetzt die Logistik ausgeschlossen ist. Später aber, 

von der Zeit des Archimedes an, der die Logoi schon hin und 
wieder durch Brüche, die in der Rechenpraxis nie verschwunden 

waren, ersetzte und der sich nicht scheute, auch das Irrationale 
durch numerische Annäherungen zu erfassen, fielen die aus theo- 
retischen Gründen der philosophischen Sauberkeit geschaffenen 
Beschränkungen des Arithmos auf die ganze Zahl fort, so daß 

die Brüche wieder zu Ehren kamen und der ausschließliche 
Gebrauch der Logoi auf die reine Geometrie beschränkt blieb. 

Nur in den mathematisch wenig hochstehenden, für die Philo- 
sophiestudierenden bestimmten Arithmetiklehrbüchern der Ncu- 
pythagoreer lebt die alte Überlieferung weiter fort. Es scheint 
überhaupt, daß jetzt (bei Diophant, Eutokios, Domninos 

usw.) die Logistik zu einer den andern Teilen der Mathematik 
ebenbürtigen Stellung sich wieder erhoben hat, die sie schon ein- 
mal, bei den „Alten“, innegehabt hatte, bei denen neben den 

Geometern auch die Logistiker D-yjpeuTixol2 waren, Männer, die 
der Wahrheit nachjagten. 

So glaube ich, daß die Behauptung der Unmöglichkeit, ein 
Verhältnis einem Bruch gleichzusetzen, und damit auch die der 
Sonderstellung des Arithmos als ganze Zahl nur mit Einschrän- 
kungen gültig ist. Hierbei genügt m. E. der Hinweis auf den 
Gegensatz zwischen wissenschaftlicher und praktischer Mathe- 
mathik nicht, sondern es muß vor allem der Wandel in der Ein- 
schätzung der Logistik im Laufe der Entwicklung von Archytas 
bis Eutokios berücksichtigt werden. 

zwar ist bei ihm das Stoffliche in den Zahlen „die Menge der Monaden“. 
Also auch hier gehören die |J.OV(Z8Eç nicht mehr zur theoretischen Arithmetik. 

1 Hippias minor 366-368; hiezu Tannery, M. sc. IV 61. 
2 Euthydemos 290B. 
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algebr. Symbolik 369 
algebr. oder arithm. Lösung 368 
algebr. Regeln 409 

Algorithmisches Rechnen 397, 426 
Allgemeiner Bruch 407, 409 f., 414, 

4i5-44b 
Entstehung aus der Division 417, 
419 

als Summe gleicher Stammbrüche 
407, 416 ff., 425 

als Summe verschiedener Stamm- 
brüche 368, 407 ff., 417 f., 422, 439 

Definition 409, 416, 418 
Terminologie 409, 418 f., 424 f. 
seine Darstellung 
durch Stammbruchreihe 417 ff. 
symbolisch 408 f., 419 ff. 
unklar 419 f. 
eindeutig 420 f. 
durch doppelten Nenner 422 

durch Exponenten 421 
Nenner über Zähler 409, 421 
„indische“ Schreibung 421 

im Altertum bekannt ? 409 
Antike Mathematik 365, 371, 396, 
408, 414, 418 

Arithmetik 
ihr Umfang 360 f. 
in geometrischer Form 371, 411 
politische Arithmetik 369, 372 
s. auch: Logistik, Wissenschaft], 
Mathematik 

Arithmetische Reihe 365 
Astronomie 360, 425 f. 
Aufreihen 360 
Ausmessen 396, 402 

Babylonische Mathematik 365, 377, 
386, 397, 406 ft'., 415, 422, 425 f. 

Bruch 
Entstehung aus der Metrologie 
406 

Entstehung aus der Division 397 f., 

407, 450 
Definition 398, 409, 412 ff. 
sein Zahlen wert 450, 452 f. 
abstrakter Br. 407, 409 f. 
konkreter Br. 407 
unechter Br. 439 
Br. und Logos 367 f., 371, 410, 418, 
446 ff. 

Beschränkung auf die Logistik 
411 f., 449 ff-  

Ist der Br. eine Zahl ? 409, 449-456 
s. auch: allgem. Br., Dezimalbr., 

Komplementbr., Logos, Nenner, 
Sexagesimalbr., Stammbr.,Zähler 

Bruchrechnung 368 f., 371, 397, 405 
-446 
Tabellen 369, 404 1'., 408, 425, 
429 ff., 440, 443 

bei den Ägyptern 407 f. 
bei den Babyloniern 397, 407 



Sachverzeichnis 46S 

bei den Römern 407 
s. auch: erweitern, Hauptnenner, 

Kürzen so wiedie einzelnen Rechen- 
operationen 

Bruchstrich 420 ff. 
Byzantinische Mathematik 371, 417 

f., 422 f., 430, 450 

Dezimalbruch 407, 410, 426, 435 
Diophantische Gleichungen 368 
Dividend 400, 403 ff., 444 
Division 361, 368 f., 395-405, 429 
Definition 399, 401 
Tabellen 404 f. 
Terminologie 395, 397'f-. 4°5 
geometrische Vorstellung dabei 
40t f., 405 

D. als Messung 395 ff., 401, 444 
D. als Teilung 396 ff. 
D. als Verteilung 380 f., 395, 398 
D. als Addition u. Multiplikation 

396. 399. 404 
D. als Subtraktion 396 f., 402, 404 
D. als Bruchrechnung 397 f., 404 f. 
D. des Größeren durch das Kleinere 

397. 406, 445 
D. des Kleineren durch das Grö- 
ßere 397, 399, 406 f., 425 

D. des Gleichen durch Gleiches 

399 
D. nach dem Augenmaß 396 
D. nicht aufgehend führt zur Bruch- 
rechnung 397, 401, 406 f. 

ägyptisches Verfahren 397, 400 ff., 
405 

babylonisches Verfahren 397 
griechisches Verfahren 400 ff., 405 
indisches Verfahren 372, 402 
auf dem Abakus 373 
Probe 399, 404 

Division von Brüchen 373,443 f.,45 1 
von Sexagesimalbrüchen 445 f. 

Divisor 399 f., 403, 405, 443 f. 
Doppelformulierung des Ergebnis- 
ses 422 

Einheit = povxç 383, 454 f. 
= Grad (polpa) 413 f., 416, 425, 

427. 443. 446 
relative E. 373, 406 f., 411, 414, 426 
Umrechnen von E. 378, 383, 406, 
428, 435, 442, 445 

teilbar oder unteilbar? 450, 455 
Einmaleins 375, 385, 387 ff., 394, 

401, 405 
Eins (ev) im Gegensatz zur (JLOVOCç, S. 

Logistik 
Einsundeins 375, 378, 380 ff. 
Elemente der Geometrie 387, 410 
Erweitern 422, 426 ff., 434, 440, 444 
bei Sexagesimalbrüchen 428 

Feldmessung 362, 369 
Figurierte Zahlen 367 f., 386 
Fingerrechnen 372 ff., 378, 380 
Flächeninhalt 368 

Geodäsie 360, 366 
Geometrie 

G. und Arithmetik 454 
G. und Geodäsie 361, 364, 411 
geometrische Größe 411, 452 f. 
ihr Zahlenwert 453 f. 

rechnende Geometrie 368, 371, 453 
s. auch: wissenschaftl. Mathem. 
geometrische Reihe 392 

Gleichungen 368, 420 

Halbieren (Mediatio) 396, 405, 430 
Harappakultur 373 
Hauptnenner 405, 409, 426, 428, 434, 

443 
Hauptrechnung 377 

Indische Mathematik 371 f., 377, 

383. 392, 397. 426, 435 
s. auch: allgem. Bruch, Multipli-  
kation, Positionssystem 

Index zur Zahlbezeichnung 375, 420 
beim Bruch 409, 415 f., 420, 431 



Sachverzeichnis 

Doppelstrichindex beim Bruch 409, 
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Wahrnehmbares - Gedachtes 361 
f., 366, 369 f., 454 f. 

£v - pova; 454 
bei den „Alten“  nicht vorhanden 
360, 455 f. 
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Tabellen 380, 382, 435 
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Summe 378, 381 

Tabellen, Tafeln 369, 372 
s. auch: Bruchrechnung, Stellen- 
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prim - zusammengesetzt 369 

Zahlen, „die Brüche bei sich ha- 
ben“ 453 

ganze Zahl und Bruch 408 f., 415 f., 
420, 422 

s. auch: Bruch, Logos, Logistik 
Zahlbegriff 361, 406 

Z. unbestimmt 374 
Zahlen- und Ziffernsystem 360 f., 
367 ff., 372 ff. 
ägyptisches Z. 374 
babylonisches Z. 407 
griechisches Z., Buchstabenziffern 
360, 375, 415 
Herodianisches System 374 f. 

phönikisches Z. 380 
Dezimalsystem 371, 373 f., 399, 426 
Myriadensystem des Apollonios 

375 f-, 378, 393 f- 
Oktadensystem 376 

Vierersystem 373 
Zweiersystem 373 
s. auch: Positionssystem, Sexagesi- 
malsystem 

Zahlenmystik 452 
Zahlentheorie 360, 363, 368 
Zahlenwert 377 f., 411 
v. kommensurablen Größen 453 
s. auch unter Logos 

Zahlwörter 
Grammatikalische Form 373 
Zahladjektiv 386 f., 395 
Zahladverb 386, 395, 401 

Zählen 369, 373 
Zähler 411, 419(7., 425, 429, 439 f. 
als gemischte Zahl 422, 440 
als ganze Zahl einer neuen Größen- 
ordnung 415, 417, 419, 421, 427, 

434 
Zerlegen der Brüche 368, 429 ff. 
Zumessen 398 f. 
Zuteilen 399 
Zuzählen 360 


