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Die Lamé-Hermitesche Gleichung im Lichte
der konformen Abbildung.

Von Werner v. Koppenfels in Wiirzburg.

Vorgelegt von Herrn C. Carathéodory in der Sitzung vom 5. November 1938.

Dic Lésung der Laméschen Differentialgleichung
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dic Hermite und Halphen fir beliebige Werte des akzes-
sorischen Parameters 4 zum Gegenstand ticfgreifender Unter-
suchungen machten, kann unter der Annahme reeller Verzwei-
gungspunkte ¢, durch die konforme Abbildung einer Halbebene

. S 5 . 0 T T T I
auf cin Kreisbogenviereck mit den Winkeln 2 2 o (ﬂ-—{—;)‘l‘t

leicht gewonnen werden. Die Abbildungsfunktion ist nach
H. A. Schwarz’ und F. Kleins allgemeiner Theorie der
Quotient zweier linear unabhingiger Losungen der Gleichung (1):

y1(®)
) @ = v (%)

Ihre unmittelbare, d. h. aus der Abbildungsaufgabe selbst
und nicht aus der Differentialgleichung sich ergebende Kon-
struktion, die meines Wissens bisher nicht durchgefihrt wurde,
macht die Struktur der Hermiteschen Losung und ihre Beziechung
zu dem elliptischen Normalintegral III. Gattung besonders
durchsichtig. Die eingehende Diskussion dieser und einer ver-
wandten Kreisvierecks-Abbildung, die einer ausfiihrlichen Publi-
kation vorbehalten sei, darf fiir sich Interesse beanspruchen,
weil hier die scltene Méglichkeit vorliegt, die Abhingigkeit der

beiden wesentlichen Parameter der Differentialgleichung — Dop-
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186 Werner v. Koppenfels

pelverhiltnis der Verzweigungspunkte und akzessorischer Para-
meter — von den beiden geometrischen Konstanten des Kreis-
vierecks im kleinen wie im groBen zu verfolgen.

Sind A, (v =1, +++ %) reelle und voneinander verschiedene
Parameter, so bildet die Funktion

x

(3) t(x) = f aer
H(x-—A )]/4P(x)

o

Px) = (X—e1> (x—e5) (x—ey)

dic Halbebene der x mit positivem imagindren Teil konform auf
das Inncre cines Geradenpolygons der #-Ebenc ab, dessen vier
im Endlichen gclegene Ecken als Bildpunkte der Verzweigungs-

2’ 2’
aufweisen. Den Umgebungen der logarithmischen Verzweigungs-
punkte 4, dagegen entsprechen parallcle Halbstreifen, deren
Breite der w-fache Betrag dcs Residuums des Integranden an der
betreffenden Stelle ist. Werden die # Parameter A, jetzt durch
dic # Forderungen

T T I
punkte x = eq, ¢,, €3, 00 bez. die Innenwinkel L= = (n +—) s
2’ 2

4 (P=4P(A4)II(4,—d) (v=1-""n)
festgelegt, so erhalten alle Residuen den Betrag 1
und alle Parallelstreifen die Breite n. Dann liefert die
Funktion

dx
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I g=

(s) ¢

g=d®ay (x— ANV 4P (2)

1

die Abbildung der x-Halbebene auf das Innere eines Kreis-

bogenpolygons mit den Winkeln — g g (n + )7:. Dieses Kreis-

bogenpolygon ist eigentlich als ein (2 + 4)-Eck aufzufassen
und besitzt an den ,,Pscudo-Ecken*

(6> Y)v s et(Ay)!
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die in den Nullpunkt oder in den unendlich fernen Punkt der
n-Ebene fallen, je nachdem das betreffende Residuum - 1 oder
— 1 ist, die Winkel 7. Die Abbildungsfunktion (5) kann unter
Beriicksichtigung der Gleichungen (4) auch in der Form

n L ; dx

) V4P(Av)f(x—/1u) V4P ()
(52) n=¢ "= %
geschricben werden, die der Losung Hermites entspricht. Wird
niamlich e; + ¢, + ¢35 = 0 gesetzt, so verwandelt sich n(«x) durch

die Substitution
x

7 Sy SLLIN

V4P ()
in

a’u

8) 7)(%>=e = . eu a,
( c(u—i—a)
mit
) A,=g(a) v=1,2," 7

Diese Funktion 7 (2), die das Innere des Periodenrechtecks des
elliptischen Integrals I. Gattung auf das Innere des Kreisbogen-
vierecks abbildet, ist offensichtlich der Quotient der Hermiteschen
Loésungen

yl(u)} mocmFa) tui,)
10 = VRN 4
(10) ) =1 ayotan
der transformierten Differentialgleichung
42
(11) ;Z,;J;—[n(n-{—l)@(u)—[—A]y:o.

Die Konstanten a, bestimmen sich nach der Hermite-Halphen-
schen Theorie! zunichst aus den Gleichungen

*Halphen, Traité des fonctions elliptiques, II p. 496.
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die sich vermoége der aus

(13) n i =c
folgenden Beziehung
\" ¥ila) c
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in die wesentlich einfacheren Gleichungen

, C
(42) @ (@) = I (9 (a)— @—@;’))‘ V=1°-°"n

verwandeln. Diese sind, wie wir sahen, Ausdruck der Tatsache,
daB} die bei der Abbildung auf die -Ebene angehdngten Parallel-
streifen die Breite = besitzen und auf diese Weise ein Kreisbogen-
viereck mit # Pseudo-Ecken entstcht.

In dhnlicher Weise 148t sich durch Konstruktion der Abbil-

dungsfunktion fiir ein Kreisbogenviereck mit den Winkeln g,

7;-, 3:, und (ﬂ—{— 2) 7= und mit # Pseudo-Ecken die Differential-

gleichung
1) Gh— o e DeW + Ay =o

lésen. Dabei gibt die Verknipfung der Parameter und ihre Deu-
tung in der Bildebene zu neuen Fragestellungen Anlal3.
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