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Zur Auflésung von Gleichungen fiinften
und hoheren Grades.

Von Ferdinand Lindemann.

Vorgelegt in der Sitzung vom 5. November 1938.

Die nachfolgenden Entwicklungen geben eine wesentliche
Erginzung zu meinem Aufsatze ,,Elliptische Funktionen und
Gleichungen 5. Grades'" im Jahrgang 1936 dieser Sitzungs-
berichte (S. 473 ff.) nachdem in Band 16 des Zentralblattes fiir
Mathematik (1937 S. 242) eine Besprechung dieser Arbeit er-
schienen ist, in der auf einen scheinbaren (auf angeblich unerlaub-
ter symbolischer Umformung beruhenden) Rechenfehler hin-
gewiesen wird. Es ist mir gelungen, den Beweis fir das not-
wendige identische Verschwinden einer Kovariante P, die auf
Scite 478 eingefiihrt wurde, auf ganz neuem Wege zu fithren (vgl.
unten § 1), so daBl die wesentlichen Resultate meiner Arbeit
nicht gestért werden. Diese Resultate halte ich fiir wesentlich,
weil sie zeigen, dal3 die Auflésung der Gleichungen 3. Grades
gelingt, ohne dal} es nétig wire, auf die Theorie des Ikosaeders
und der damit zusammenhingenden Gleichungen 6. Grades
einzugehen.

Nach einigen Erweiterungen in § 2 und § 3 folgen in § 4 Dar-
legungen iiber allgemeine Hilfsmittel und Gesichtspunkte, die
fiir die Auflésung von Gleichungen beliebigen Grades in Betracht
kommen, und auf denen die frither von mir gegebene allgemeine
Auflésung solcher Gleichungen beruht.

§ 1. Gleichungens. Grades.
(Erginzung zu meiner Abhandlung vom 5. Dezember 1936)

Zunichst mogen die Bezeichnungen erliutert werden; es sei

|f f=ak=204 = ... die Grundform 4. Ordnung,
() | 11 = (aby a> é:“i = (f,f)s deren Hessesche Kovariante,
7 =a) =08 = ... = (f H), dic Kovariante 6. Ordnung,

l = (&.(3)2 ai BL = (v 8)%yL 3} dic Hessesche Form von 7.

Miinchen Ak. Sb, 1938 11 21



190 F. Lindemann

Es werde in der Form a, gesetzt
(2) V=) og Yo =— ol ay;
dann ergibt sich (a. a. O. S. 478)
(3) 4@y =4 P TPy P T -Hy+f-H,

wo P = (aw)? (aP)? ot BL, P; = (aa)? 4’ of. Es handelt sich
um die Berechnung von £ durch die Invarianten und Kovarianten

von f. Nach bekannter Identitit ist

(4) 4 P =[(a)?yl + (ay)? ol —(ay)* 2]

oder, da alle Ausdriicke mit dem symbolischen Faktor (zo)*
identisch Null sind und auch (ay)* bekanntlich verschwindet:

4P =2 (auf(ay)*al v, —2 [(aw)® () + () (a7)?] oz vz 0%
=2P—4 Py dh P=-—2PywoP,=(aw)(ay)2alaly],
wiahrend ich a. a. O. P =—7F, gefunden hatte. Ls liegt dies
daran, daB ich auf der rechten Seite von (4) die Summe (a2)? v5
-+ (ay)? o2 vor der Auswertung des Quadrates durch 2 (aa)?v%
ersetzte, was bei symbolischer Rechnung nicht erlaubt sein soll.

Fir den Inhalt meiner Arbeit ist das Resultat 7 = o wesent-
lich, das ich auf Grund meiner angezweifelten Gleichung P =
—- P, gewonnen hatte. Dieses Resultat 1408t sich aber auf an-
derem Wege (d. h. ohne Benutzung der Gleichung P = — P,)
ableiten, so daB die weiteren Schlissemeiner Arbeitdurch
den gemachten Einwand nicht beeinflullt werden.
Dies ist jetzt zu zeigen.

Beim Studium der Kovarianten und Invarianten der Formen
des Buschels »f - AH benutzt Clebsch ecinen Differentiations-
prozeB, der sich auf die Koeffizienten von f bezieht und durch
das Zeichen & angedeutet wird. Auf diese Koeffizienten ange-
wandt, gibt er bekanntlich folgende Resultate:

8f=H, 8i=2j, 8j = % SH =+if,
(s

87 =0, also auch dy; = o0, 3y, =0, 8H =0,
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wenn 3, ¥, durch (2) definiert werden. Fiir die Form a} ergibt
sich also aus (3)

48a, =4 Hy, =4 T?8P—4TH, 3P, + H-HE,
und bei nochmaliger Anwendung:
6) 48%ay=43H, ~—za y =472 3 P—4TH, 82P1—{——sz2

Die Form P; ist eine Kovariante 6. Ordnung und 4. Grades;
als solche muB sie sich als ganze Funktion von f, A, 7, ¢, j dar-
stellen lassen; das ist aber nicht méglich, folglich verschwindet
P, identisch, wie auch auf Seite 144 in Clebschs ,,binéren
Formen‘‘ durch Rechnung nachgewiesen ist. Aus (3) und (6)

folgt jetzt
(7 4824’1‘,:%2}1;, also 82P =i P.

Es ist P cine Kovariante 8. Ordnung und 7. Grades, und deshalb
in der Form

(8) P =N jH? + Ny 22 Hf + Nyijf?

darstellbar, wo &), V,, N4 rein numerische Faktoren sind, deren
Werte sich aus (6) ergeben miissen. Man findet mittels (5):

SP=N, (32 H?+ JijHf) + Ny (2HY+ 47 j H f 45 5 f2)
+ Ny (2iHf + 27+ 582 f).

Bildet man auch 322, so ergeben sich fiir die einzelnen Glieder
der beiden Seciten der zweiten Gleichung (7) folgende Zahlen-
faktoren:

Faktor von

ijH* gleich § Ny + 8 Ny+ 2 Ny=3 M,
BHf gleich M +Y N, + 2 Ny=1N,
2jf2 gleich 2 N, + 3 Ny+ 5 Ny =1,

FRHf gleich N+ 8 N, 4 8 Ny=o.

21"



192 F. Lindemann

Bringt man die rechten Seiten links hiniiber, so entstehen
4 lineare homogene Gleichungen fiir die Zahlen NV,, NV,, V,, die
offenbar nicht miteinander vertriaglich sind. So folgt aus (8)

(9) N, =0, Ny, =0, Ny=o0,also P =o.

Es gibt somit keine Kovariante 8.Ordnung und
7. Grades der Form f =4}, die der 2. Gleichung (7)
genligte.

Die Gleichung (3) wird jetzt
10) 4“}1,:4;'}12%

womit die fiir meine frithere Arbeit von 1936 grund-
legende Relation gewonnen ist, so daf3 alle Folgerungen
derselben unverdndert bestehen. Meine frithere symbolische
Rechnung wird sich deshalb auch rechtfertigen lassen.

[Nachtrag zu § 1.

Da es mir inzwischen gelungen ist, das Verschwinden der Bil-
dungen P und P, durch einfache symbolische Rechnung nach-
zuweisen, und zwar ohne die beanstandete Umformung zu be-
nutzen, moége diese Rechnung hier mitgeteilt werden. Die erste
Gleichung auf Seite 479 meiner Arbeit von 1936 lautet aus-
gefiihrt:

@ 4P =2 P +oR B0 va—uP,
wor P=(awf(aBlalpl R=(a0)ted Q=(B)lalf
Py = (aw)? («f)? ag o By

Ich gehe aus von der Differenz P — R - BS; es ist

P— R = (an)[(aB)? o B2 — (a2 L] o2 B2
= (a0)? [(ap) 0, — (ac) B,] [(aB) o, + (a0) B,] o2 B
= (a)? (2B) [(@B) o, + (aw) B, @} B a, = Ry + Ry, wor

D) Ry = (af)(an)? (aP) #3Br 2y Ry = (aB)(an)’ o« By ay,
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und weiter

Ry = (por) (aP)? () BR k@, =3 (o) [(a20) B (aB) ] (ar) (aB) e3P
L (aB) [(a0)? B+ (aB)? al—(aB)?af] ol P
=—1(ap)? (aw)? o2 Bial 4§ (@P) eiBiat=—3 Pa+{Qd

Ry =3 («B) [(a0)* B3 — (aP)® 5] 3 Bl
= —3(0B)? [(a9)? B + (aB)? o2 + (a%) (aB) e, B, o B,

=_P2_% Ry

Ry = (oB)? (ax) (aB)uiBihas =, («B )2 [(a)* B+ (af) 20— (o) ag] a3

= P,—3Qaj

und schliefilich:
(IIl) P—RE =R, + Ry=—2P,+,Qa’ identisch
mit (I); aber jetzt gewonnen, ohne die Auflésung des Quadrates
[(2o)?B% 4 (aB)? o2 — («B)% a2]? durchzufithren.
Diesclbe Relation ergibt sich aus der Gleichung (4) S. 479
a. a. O., nimlich zunichst:
= [(am)? B + (aB)? o — («B)* az]* i B2
= [(a0)' 8% + (@B)t o 4 2 (2 9)* (@B)* 43 B + («B)* 4z
—2(aa)*By(xB)*az—2 (aB) o (aB)a;] 0xf}
~2RB]+ 2P+ Qat— 4P,

Vertauscht man aber vor Ausfithrung des Quadrates der Klam-
mer die Symbole o mit 8, so ergab sich:

4P =4 RPS— 4Py + Qay;
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und diese Gleichung hatte ich a. a. O. benutzt. Die Differenz der
beiden letzten Gleichungen ist (nach Streichung eines Faktors 2):

av) P — RpS.
Diese Differenz muB} sich gleich Null ergeben. Sie wird:
P— RBy = (a)* [(aB)® og — (ao)* BT] oz By
= (aa)* («B) [(aP) o, + (@) B] o0z Bra, = M+ NV,
wo nun
M=—(ax)(Ba)a,p, (ax) (ap) Bl
=— [(@o B3+ Bo* oz — (up)* ] (a) () 03 B3

= — 3 () (aB) 2383 — , (4B)* (a) (B) 3Bl +- 5 (aB)* (am) 185
oder, da sich das erste und das letzte Glied gegenseitig fortheben:
M = — 3 (B [(a o) B3 + (aB) o — («B) al] o2 Bl
—_— f, P, + i Qa;.
N = (a0)® («B) apla, = R, wenn R, wieder durch obige
Gleichung (II) definiert wird, also: N = —; Py + 11 Q a, und
(V) P—RBS=M+N=—P,+,Qal,

jetzt ebenfalls gewonnen, ohne die Auflésung des Quadrates der
Klammer durchzufiihren.

Nach (I) ist aber
2(P—RT)=—4 P, + Qal.

Zwischen den Ausdriicken S = P — RS — ) Qf und P, be-
stehen also die Identititen nach (V) und (I):

2S8S=—yPy=—2P,
d. h. es ist:

(VD) S =o0und P, =o.
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Die Gleichung S == 0 sagt nach (IV) aus, daf} die Gleichungen
(I) und (V) miteinander identisch sind. Folglich war meine
Rechnung in der Gleichung (4) Seite 379 meiner frithe-
ren Arbeit nicht zu beanstanden, und die dort vorgenom-
mene Umformung der Gleichung (I) war gerechtfertigt.

Bei den vorstehenden Rechnungen wurde kein Gebrauch da-
von gemacht, dal} o die Kovariante 7" der biquadratischen Form
alist;siegeltendaher fiirbeliebige Formenaiund «f (wo-
bei letztere auch durch «@ ersetzt werden darf). Ist aber af die
Kovariante sechster Ordnung der Form vierter Ordnung, so ver-
schwinden bekanntlich die Bildungen R und @, und es ergibt
sich aus (VI)

P =o0und P, =0, w.z. b. w.

Im Oktober 1938.]

§ 2. Verallgemeinerungen.

Es sei of (= £ =% ...) eine Kovariante der Form vierter
Ordnung und zugleich eine Kombinante des Blischels »f 4 3 /;
so ist bekanntlich o eine Kovariante der Form 6. Ordnung 7,
geniigt also der Gleichung 8¢ = o, wenn wieder 8 den bekann-
ten Aronholdschen Prozel3 bezeichnet. Da nach § 1 die Bildung
P = (aTR (aT)* TLT! verschwindet, sobald 7% eine Kom-
binante des Biischels ist, so ist auch

(1) (@) (@Bl oy ey B =0

tir alle Werte von & und # (nimlich als Form 2 fiir eine Kombi-

nante 6. Ordnung ¢ 7" die von einem willkirlichen Punkte

abhingt), also auch:

(2) R = (an?(@Bpan =t Br =" —o
fiir alle Werte von x. Ebenso ist

3) R, = (a)?a’ o™ % =o0.

Es besteht daher die Identitiit

@ 4t = f[H
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wo f=arund H = (ap)2am*B7 2 (= Hessesche Form von
«), wenn

(5) yr=og ey yp=— ol oy
gesetzt wird, oder

(6) o la, =o.

Dies ist eine Gleichung (7 — 1)"*® Grades in x bei gegebenem y,
und sie kann ebenso wie die Gleichung 7,7, = o durch ellip-
tische Funktionen geldst werden, denn cs ergibt sich wieder

4ay = 4 R [ofP—4 Ry o} - H, + ay- [,

wo A, die Hessesche Form von o bedeutet (also von der Ord-
nung 2 (m — 1) ist), und da R und R, verschwinden:

M —

(y; d)’) N H (T, dx))

also auch:

ra’x ,a’
o) —(W*O/( ) [ dy),

) a

Es gibt somit cine spezielle Gleichung (2 — 1) Grades, fiir
welche diese Loésung moglich ist; es bleibt aber vorliufig un-
bekannt, wic diese Gleichung durch ihre Invarianten-Relationen
gegeniiber der allgemeinen Gleichung (72— 1)*® Grades charak-
terisiert werden kann. Immerhin 146t sich fir den Fall 2 = 8§
folgendes aussagen. Withlt man als Form o) die Hessesche Ko-
variante der Form 77, d. h. der Kovariante 6. Ordnung der Form
4. Ordnung al, so ist o) cine Kombinante des Biischels % @

+ 2 (ab)? a5 6%, so daB die Gleichungen bestehen
Suf =0, 3R = 8(aw)?(aP)? ulpd = (Hf/.)z(H@)'*’ wi8s=o,
R = 32 (an)? (aB)? of B = g (a0)? (aB)? oy

Als Kovariante von @i mulB sich R und 3%R als ganze Funktion
von a, [—]; und Tﬁ darstellen lassen; und so kdénnte man dic
Gleichung(2) fur dicsenFall beweisen; ebenso die Gleichung R, =o.
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Fiir die Kovariante 2. Ordnung und 2. Grades der Form 7. Ord-
nung ] «, gilt eine dhnliche Gleichung, wie in § 1 fur T: T, Essei

Zli‘ e~ (‘7’ B)G e Gx %y @y'
Die Identitit («, B, — o, 8,7 («f)® = (xy)* (af)® ergibt hier
(8) 2 (QB)G Ol';-)c 6?/_2 (‘ZB>6 U‘xpxol‘yﬂy = (mp’>8 (xy>2

Schon frither habe ich gezeigt,! daB dic Form o2 als Hesse-
sche von 7% vollstindig durch das Verschwinden ihrer 6. Uber-
schiebung charakferisiert werden kann, wie 7% durch das Ver-
schwinden der' 4. Uberschiebung. Es ist also (f)%e28% = 0 und
durch Polarenbildung

2(28)% ax ooy By + (@ B)001fy = o,
oder 62'_% = — (xy)%(ap)8

Die Kovariante 2. Ordnung und 2. Grades hat also einen doppelt
zihlenden Nullpunkt, und zwar ist dieser identisch mit dem
Punkte ¥ der Transformation 7. Ordnung oo, = o.

Will man so weiter gehen und die (mit 4} bezeichnete) Hesse-
sche Form von «) zur Transformation benutzen, so fithrt das zu
nichts, denn die Hessesche Form, die von der 12. Ordnung wird,
ergibt sich gleich dem Quadrate der Form 775;2 es wiirde also

Mlh,=C- TS TIT,

Hingegen kann die Funktionaldeterminante der obigen Form o,
und der Form 7%, diec auch von der 12. Ordnung ist, zu einer
analogen Transformation von aj benutzt werden. Sie liefert,
gleich Null gesetzt, die drei Formen des Biischels xajy -+ 242,
denen cin harmonisches Doppelverhiltnis zukommt, wihrend die
Gleichung of = o die beiden Formen des Biischels mit Aqui-
anharmonischem Doppelverhiltnis darstellt. Die Funktionaldeter-

minante der Form 12. Ordnung, welche die 3 harmonischen Qua-

1 Mit Hilfe der typischen Darstellung: Vorlesungen tiber Geometrie Bd. I
erster Teil 2. Aufl. S. 672.

? Vgl a.a. O. sowie Gordan, Math. Annalen Bd. 12 S. 148, 1877.
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drupel darstellt, und der Form 73 ist von der 16. Ordnung und
bis auf einen Zahlenfaktor gleich

3 12 4 8 o 2 6
(9) 21— 284 a3 + 198452 — 28 2t x}? -+ &l

oder, wenn man x; = &, x; = 1 setzt, gleich
£ 2883y L 108 B2 — 28870 - 1t = (8 — 1457 + 1%)%,

also das Quadrat ciner Form 8. Ordnung, die sich in 2 Formen
4. Ordnung zerlegen 148t. Diese letzteren sind 21— (7 = 1/48) 23,
zerfallen also in je vier lineare Faktoren mit harmonischem
Doppelverhiltnis. Diese acht Nullpunkte bilden die Hessesche
Form von 7, sie liegen harmonisch zu den Nullpunkten von
73, welche Form in der Gestalt x, x, (x} + x}) angenommen
ist. Die Form (9) kann (als vollstindiges Quadrat) nicht durch
ihre Polarenbildung zur Transformation von aj benutzt werden.

Ohne genaueres Studium der Formen 7. und 8. Ordnung wird

sich hier nicht mehr aussagen lassen (vgi. jedoch Gordan a.a.0.).

§ 3. Anderes analoges Auftreten von Umkehr-

problemen der elliptischen Funktionen,.

Die in § 1 und in meinem Aufsatze von 1936 zur Lésung einer
Gleichung fiinften Grades angegebene Methode ist ganzlich
verschieden von dem sonst fir diesen Zweck eingeschlagenen
Wege; denn dieser benutzt zur Lésung der aufgestellten Resol-
vente sechsten Grades die ,,elliptischen Modulfunktionen®, die
von den cigentlichen elliptischen Funktionen, die durch Um-
kehrung des elliptischen Integrals entstehen, verschieden sind. In
letzteren kommt zwar auch der Modul vor, aber als Konstante,
nicht als verinderliches Argument, von dem die 16sende Funk-
tion abhingt.

Daf} die eigentlichen elliptischen Funktionen zur Lésung alge-
braischer Gleichungen benutzt werden kénnen, kommt auch
sonst gelegentlich vor. Bei anderen Untersuchungen? ergab sich
mir z. B., daB3 die Gleichung 9. Grades in x

1 Gottinger Nachrichten Jahrg, 1892 S. 297.
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362(x3—3 x +u) (v* ~4) (v—u) 3= (1oxt—42 2%+ 4ux424)*

gelost wird durch Umkehrung des elliptischen Integrals:

fo—37tr;z¢ M/@ —4) "(U—‘%) Ga’z/

und a. a. O. habe ich ein weiteres Beispiel angegeben.

Auch zur Lésung einer transzendenten Gleichung fihrt eine
Art Umkehrproblem aus der Theorie der elliptischen Funktionen,
verwandt mit dem ,,erweiterten Umkehrproblem’* von Clebsch
und Gordan; und zwar das folgende:

Gegeben sind die GroBen w und @', gesucht werden die Gréflen
¢ und ¢, die den Gleichungen

q
f{z} 49 j)za’.ﬁ f 20’9 s,
7 o T

geniigen, wo £ = A (p—a) (p—B) (p—7) (p—3), Q = 4-
(g— oy (g—B)( v) (¢ — 8), wihrend A eine Konstante be-
zeichnet. Auf Gleichungen dieser Form fithrt die Behandlung der
Planetenbewegung nach der Hamiltonschen Methode. Die Lo-
sung mul} sich also auf die Keplersche Gleichung zuriick-
fihren lassen. Bezeichnet man die beiden Integrale der ersten
Gleichung bis auf additive Konstante mit # und v, so wird die
zweite Gleichung unter Benutzung der Jacobischen Bezeich-
nung:

Bl (x, ) + U (v, 0)] — C[Z (2t + ) + Z (v + ©)]
+ Z(H—O)) + Z(’Z}—w) — ZUI,

wo B, C, v bekannte Konstante sind; und wenn man mittels der
Gleichung?!
= sin*c - sin? 9’

r- — i
1—»2sin%6 - sin2 9

! Vgl. meinen Aufsatz ,,Uber gewisse Umkehrprobleme aus der Theorie der
elliptischen Integrale®, diese Sitzungsberichte Bd. 28 Jahrg. 1898 S. 37 ff.
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die exzentrische Anomalie ® einfithrt, ergibt sich tatsichlich die
Keplersche Gleichung @ + x2 = ¢ (® —e sin ®). Hier bedeu-
ten L, », 9,9, a, b, ¢, e gewisse Konstante, und es ist & :2l (—w);
20’ ist bis auf eine additive Konstante proportional zur Zeit ¢, wie
es die Hamiltonsche Theorie ergibt.

§ 4. Auflésung der Gleichungen héheren Grades.

Die klassische Methode zur Lésung der Gleichungen 5. Gra-
des, wie man sic Hermite und Kronecker verdankt, war eigent-
lich ein Zufallsresultat. Man studierte die Eigenschaften der Mo-
dulargleichung 6. Grades, die bei der Transformation der ellip-
tischen Funktionen auftritt, und entdeckte, dal} sie eine Resol-
vente 5. Grades besitzt; also muBte eine Gleichung 5. Grades auf
diesc besondere Gleichung 6. Grades zuritickgefiihrt werden kén-
nen, wodurch die Lésung der ersteren gefunden war. Auch die
oben in § 1 und in meiner fritheren Arbeit durchgefiihrte Losung
der Gleichung 5. Grades war ein Zufallsfund, denn ich versuchte
auf gut Gliick eine Verallgemeinerung der von Hermite fur die
Transformation ditter Ordnung angewandten Methode und kam
dadurch auf die Transformation 77,73 = o.

Einen andern Weg schlug Clebsch! ein bei seinen Unter-
suchungen uber die geometrische Interpretation quadratischer
biniarer Transformationen im terniren Gebiete und deren Ein-
flull auf die Schnittpunkte von geraden Linien mit den Seiten
eines geradlinigen Vielseites. Beim Filinfseite kam er auf die Figur
des zehnfach’-Brianchonschen Sechsecks, und auf die Trans-
formation einer beliebigen Form 5.Ordnung in die Jerrardsche
Form und damit auf den Zusammenhang dieser Form (die Her-
mite seiner Lésung der Gleichungen 5. Grades zugrunde legte)
mit gewissen Formen sechster Ordnung, die sich linear in die Mul-

1 Vgl. Math. Annalen, Bd. 4, 1871; Vorlesungen iiber Geometrie, Bd. I,
2. Aufl. 1910, S. 741 1f.

Durch einen Vorzeichenfehler in der betr. Relation zwischen den In-
varianten der Form 6. Ordnung (den ich a.a. O. S. 755 verbessert habe) tritt
bei Clebsch nur die Modulargleichung, nicht auch die Multiplikator-
gleichung, als besonderer Fall auf.
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tiplikator- oder Modulargleichung bei der Transformation 5. Ord-
nung der elliptischen Funktionen transformieren lassen.

Denkt man sich diese Konstruktionen in der unendlich fernen
Ebene ausgefiihrt und den Kegelschnitt, dessen lineare Trans-
formationen fiir die Theorie des Flinfseits studiert wurden, zu-
sammenfallend mit dem imagindren Kugelkreise, projiziert man
ferner diese Figur von einem im Endlichen gelegenen Punkte als
Mittelpunkt auf eine Kugelfliche, so entstehen aus den Unter-
suchungen von Clebsch iiber das Fiinfseit diejenigen von Klein
iiber das Tkosaeder.! Letztere fithren ebenfalls wieder zur Theorice
der Auflésung der Gleichungen 5. Grades mit Hilfe der Modular-
gleichung 6. Grades. Kleins Ausgangspunkt® war das Studium
der bindren Formen mit linearen Transformationen in sich und
deren Reprisentation durch Bewegung (besonders Drehung)
der rcgulidren Kérper. Die weiteren Arbeiten von Klein und
Gordan bezichen sich auf besondere Klassen von Gleichungen
7. und 8. Grades.

Das bisher benutzte Verfahren, nach dem man zur Lésung
algebraischer Gleichungen die Eigenschaften transzendenter, an-
scheinend ganz fremdartiger Funktionen heranzog, die zufillig
brauchbar waren, hat man natiirlich auch sonst als unbefriedi-
gend cempfunden®

L Auf diesen Zusammenhang weist auch Klein hin, Math. Annalen, Bd. 12
S. 543, 1877.

2 Vgl. Klein, Ikosaeder, S. 26ff., 1884. Diese Gruppen von Kollineationen
habe ich auch dargestellt in Bd. II der Vorlesungen iiber Geometrie (Raum),
S. 579 ff., 1891.

3 Vgl. z. B. Klein, Tkosaeder, S. 136. Wenn hier auf die Poincaréschen
Z-Funktionen hingewiesen wird, so ist damit doch wenig erreicht, denn zur
wirklichen Aufstellung dieser Funktionen bendtigt man noch zahlreiche Hilfs-
mittel, so daB schlieBlich ein unbekanntes Problem auf ein anderes, ebenfalls
unbekanntes Problem zuriickgefiihrt wird. Ebenso ist es, wenn man das Pro-
blem der Zweiteilung der hyperelliptischen Funktion auf die Bestimmung der

Wurzeln der fiir diese Funktionen charakteristischen Irrationalitiit ]//d’tl zuriick-

fithrt, wie es C. Jordan tat. Das Interesse dieser Zuriickfiihrung liegt in der
Art, wie sie mittels der Gruppentheorie gefithrt wird, nicht in dem Resultat,
durch das ebenfalls zwei uniésbare Probleme miteinander in Zusammenhang
gebracht werden. Auch Tropfke (Geschichte der Elementarmathematik,
1903) betrachtet die Gleichungen belichigen Grades als durch die Z-Funktio-
nen gelost. -—— Da ich 1893 nach Miinchen verzog und damit viele neue An-
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Zur Verwirklichung der Lésung beliebiger alge-
braischer Gleichungen ist erforderlich (nach Her-
mites! Formulierung), neue Hilfsvariable einzufiihren,
um dann die Wurzeln als ebenso viele verschiedene
undeindeutige (transzendente) FunktionendieserHilfs-
variabeln darzustellen.

Die einzige bisher gegebene Losung der Aufgabe in diesem
Sinne ist die von mir 18842 gegebene; wenigstens ist mir keine
andere bekannt. Dieselbe scheint wenig beachtet zu sein; nur
Burkhardt erwihnt sie flichtig in sciner Darstellung des In-
haltes von Kleins Vorlesung von 1887/88 iiber hyperelliptische
Funktionen erster Ordnung,® und Gordan begliickwiinschte
mich brieflich zur endgiltigen Losung dieses fundamentalen
Problems.

Kniipft man an die @-Funktionen an, die zur Irrationalitit
‘[/a_g gehdren, so ergeben sich die Doppelverhiltnisse von je vier

Wurzeln aus bekannten Formeln, wie sic z. B. C. Neumann auf-
gestellt hat;! und aus den Doppelverhiltnissen sind die Wurzeln
von ay = o zu finden. Um aber die ®-Funktionen zu bilden, be-
nétigt man die 2p (2 = 2p + 2) Periodizititsmoduln der hyper-
clliptischen Integrale, und ebenso fiir die Argumente der benutz-
ten O-Funktion, die gleich halben Perioden sind. Diese Perioden
werden als Integrale zwischen den Verzweigungspunkten defi-
niert, d. h. zwischen den gesuchten Wurzeln der Gleichung &} =o;
und so dreht man sich im Kreise.

Es ist aber von Fuchs ein anderer Weg zur Bestimmung der
12— 2 Periodizititsmoduln angegeben.® FaBt man nimlich die

forderungen an mich herantraten, wurden meine weiteren Ausfithrungen der
beiden kurzen Géttinger Noten von 1884 und 1892 immer verschoben.

1 Sur la théorie des équations modulaires et la résolution de I’équation du
cinquieme degré, Paris 1859 (auch Comptes rendus).

? Gottinger Nachrichten 1884 und 18¢2; ich habe darauf auch in Bd. 1
der ,,Vorlesungen*, 2. Aufl. 1910, S. 673, hingewiesen.

3 Math. Annalen, Bd. 35, 1890.

# Vgl. den SchluB seiner Vorlesungen tiber Riemanns Theorie der Abel-
schen Integrale 1863; ich zitiere die 1. Auflage, welil sich diese ausschlieBlich
mit den hyperelliptischen Integralen beschiftigt, die hier allein in Betracht
kommen.

5 Crelles Journal Bd. 71, 1870.
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Koeffizienten von af als rationale FFunktionen eines Parameters
« auf, so geniigen die Perioden einer linearen homogenen Diffe-
rentialgleichung von der Ordnung » — 2 mit rationalen Koeffi-
zienten, also einer Gleichung, die man nach der allgemeinen
Fuchsschen Theorie solcher Gleichungen vollstindig behan-
deln und fiir alle Werte der Variabeln nach ganzen Potenzen ent-
wickeln kann. Am einfachsten nimmt man dic Koeffizienten als
ganze lineare Funktionen von #; die singuldren Stellen der Dif-
ferentialgleichung sind dann diejenigen, fiir welche die Diskri-
minante von &% verschwindet. Diese ist vom Grade 2 (7 — 1) in
den Koeffizienten, also auch in #«; die Auffindung der singuldren
Stellen wiirde also die Lasung einer Gleichung voraussetzen, die
einen héheren Grad hat als die gegebene. Diesen Ansatz muflte
ich also aufgeben; in dem Gefiihl, daf3 hier doch eine Moglich-
keit bestehen miisse vorwirts zu kommen, untersuchte ich den
Grad der Diskriminante in den einzelnen Koeffizienten; und da
ergab sich, daf} dieser Grad fir den letzten Koeffizienten nur
gleich 27— 1 sei. Betrachtet man also nur den letzten
Koeffizienten @, als abhidngig von « und setzt a, = #,
so hingt die Bestimmung der singuldren Punkte, der
Fuchsschen Differentialgleichung, nur von einer Glei-
chung (n— 1)"" Grades ab, deren Lésung als bekannt
angenommen werden kann, wenn man cine Gleichung
#'™ Grades lésen will. Hier liegt das Fundament meiner
ganzen Betrachtung. Ich vermag nicht einzusehen, wie man
hierin eine Weiterentwicklung des Resultates von C. Jordan
(vgl. Burkhardt a.a. O.) schen kann; echer kénnte man von
ciner Fortentwicklung der Fuchsschen Arbeiten sprechen. Jeder
stcht doch auf den Schultern seiner Vorginger und Lehrer. Und
zu letzteren rechne ich fiir mich auch Jordan, dessen Vorlesun-
gen liber Substitutionen ich im Winter 1876/77 am College de
France in Paris horte. Aber fur die wirkliche Losung von Glei-
chungen gibt seine Theorie keine Anregung.

Die Berechnung der Koeffizienten der Differentialgleichung
geschieht nach Fuchs durch Lésung lincarer Gleichungen ohne
Einfithrung irgendeciner Irrationalitit. Auch die Wurzeln der
determinierenden Fundamentalgleichung fiir jeden singuldren
Punkt und fiir die Stelle # = co ergeben sich als rationale Zah-
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len. Die gesuchten Perioden sind jetzt lineare homogene Funk-
tionen der 7 — 2 (= 2p) Integrale, deren Koeffizienten durch
beiderseitige Entwicklungen nach Potenzen von z oder von 2z — 3,
wenn J ein singuldrer Punkt ist, berechnet werden kénnen. Neben
diesen singuldren Punkten treten auch ,,scheinbar singuldre auf.

Fiir jedes der Integrale erster Gattung hitte man die 2p Peri-
oden so zu berechnen. Wie Fuchs bemerkt, ist die Durchfiithrung
nur fiir eines dieser Integrale notwendig; die Perioden der ande-
ren Integrale ergeben sich dann durch leichte Anderungen.

Hiermitwire die Losung der allgemeinen Gleichung
7' Grades im Prinzipe geleistet, d. h. die Darstellung
der Wurzeln durch eindeutige Funktionen eines Para-
meters, unter Benutzung von Hilfsgleichungen, die
nur niedrigeren Grades sind, und von Systemen
linearer Gleichungen.

Miinchen, Juni 1938.



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen
Klasse der Bayerischen Akademie der Wissenschaften Miinchen

Jahr/Year: 1938
Band/Volume: 1938

Autor(en)/Author(s): Lindemann Ferdinand

Artikel/Article: Zur Auflésung von Gleichungen fiinften und héheren
Grades 189-204


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=56328
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372791

