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Die gemeinsame Koppelung dreier Luftaufnahmen
desselben Gelindes

Von Sebastian Finsterwalder in Miinchen

Vorgetragen am 14. Dezember 1940

Koppelung ohne Sonnenortung

Zur rechnerischen Durchfithrung einer solchen Koppelung
habe ich bereits vor drei Jahren? Gleichungen entwickelt, deren
Tragweite nunmehr untersucht werden soll. Dabei werden sich
fiir die Anwendung wesentliche Einschrinkungen ergeben. In
geometrischer Einkleidung lautet die Aufgabe folgendermalen:
Man hat drei Biindel von Zielstrahlen, die den mit innerer Or-
tung verschenen Aufnahmen eines Geldndes entnommen und
dadurch Strahl fiir Strahl einander zugcordnet sind. Diese drei
Biindel sind so zueinander zu legen, daf} je drei entsprechende
Zielstrahlen sich in einem Zielpunkt schneiden. In dieser Lage
bilden dann die Schnittpunkte ein dhnliches Modell der betref-
fenden Punkte des aufgenommenen Gelindes und die Bindel-
mittelpunkte geben die Lage der Aufnahmestandpunkte im Ge-
lindemodell. Der Mafistab des Modells bleibt unbestimmt. Da-
bei ist vorausgesetzt, daf die drei zu koppelnden Biindel den Auf-
nahmen eines wirklichen Gelindes entstammen. Es kénnen also
nur einige der Zielstrahlen in den zu koppelnden Blindeln will-
kiirlich angenommen werden, die Gbrigen sind an diese gebun-
den. Wihrend z. B. bei der Koppelung von zwei Aufnahmen
innerhalb gewisser Grenzen noch finf Strahlen jedes der beiden
Zielstrahlenbiischel willkiirlich gew#hlt werden kénnen, ist das
bei der Koppelung von drei Aufnahmen nur mehr fir vier Strah-
len in zwei von den Aufnahmebiindeln und von dreien im dritten
der Fall. Ein vierter Strahl im dritten Aufnahmebiindel ist bereits
an die schon gewihlten gebunden.

1 S, Finsterwalder: Die gemeinsame Ortung einer Mehrzahl von Auf-
nahmen des gleichen Gelindes. Bildmessung und Luftbildwesen, Heft 4, 1937.
Miinchen Ak, Sb. 1940 TI/IIT 14
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Die Schwierigkeit der Koppelungsaufgabe beruht zunichst
in der grofien Zahl von unbekannten Bestimmungsstiicken, die
in ihre Lgsung eingchen. Sie belduft sich auf elf, wie man aus
folgender Uberlegung erkennt. Die Form des Dreiecks der drei
Aufnahmestandpunkte ist durch zwei Stiicke, z. B. durch zwei
Winkel bestimmt. Die Stellung jedes Zielstrahlenbiindels gegen-
tber jenem Dreieck ist durch drei Stiicke gegeben, etwa durch
Angabe ciner Drehachse (2 Stiicke) und des Drehwinkels, die
zusammen die Drehung bestimmen, durch welche das Biindel
aus einer belichigen Lage in die endgiltige gebracht wird. So
ergeben sich die 2 + 3% 3 = 11 Bestimmungsstiicke. Bei ihrer
Zahl ist es schon eine grofle Erleichterung, wenn sic durch Ein-
fiihrung des Begriffes der Stellortung auf sechs herabgesetzt wer-
den kann. Zu diesem Behufe denken wir uns das Gelindemodell
unter Beibehaltung sciner Stellung im Raum auf den Malstab
Null gebracht, wobei alle Ziel- und Standpunkte in einen einzigen
Punkt zusammenschrumpfen, wihrend alle Zicl- und sonstigen
Richtungen parallel bleiben. Um den gemeinsamen Schrump-
fungspunkt als Mittelpunkt schlagen wir eine Kugel vom Halb-
messer Eins, mit der wir alle Zielstrahlen zum Schnitt bringen.
Ersetzen wir nun den drei Ziclstrahlenblindeln entsprechend
diese gemeinsame Bildkugel durch drei ineinander verschicbbare,
von denen jede die Bilder cines Zielstrahlenbiindels enthalt, so ist
die urspringlich rdumliche Koppelungsaufgabe auf eine solche
der Kugelgeometrie zurtickzufiihren, die nur mehr die 2 X 3 = 6
Bestimmungsstiicke enthilt, welche die Stellung zweier der in-
cinander verschicbbaren Bildkugeln gegeniiber der dritten fest-
gehaltenen bestimmen. Diese sechs Bestimmungsstiicke miissen
nun ebenso vielen voneinander unabhingigen Bedingungsglei-
chungen geniigen, aus denen sie dann gerechnet werden kénnen.

Zur Aufstellung dieser Bedingungsgleichungen bedienen wir
uns nun des folgenden Kunstgriffes. Wahrend man bisher das
Geldnde als einen Haufen von Zielpunkten aufzufassen pflegte,
dem ein Biindel von Zielstrahlen durch jeden Standpunkt ent-
sprach, betrachten wir jetzt Paare von solchen Zielpunkten und
die sie verbindenden Geraden, denen dann Zielebenen durch die
Biindelmittelpunkte entsprechen. Bei der Aufnahme des Geldn-
des von den drei Standpunkten aus schneiden sich dann die zu
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ciner Gelindegeraden gehorigen Zielebenen in chen dieser Ge-
lindegeraden. Diese Eigenschaft der Zielebenen geht auch auf
das Gelindemodell tiber und bleibt bei dessen Schrumpfung auf
Null erhalten. Auf der Bildkugel werden die Geldndegeraden
durch GroBkreise abgebildet; jeder Einzelautnahme entspricht
dort ein Netz von GrobBkreisen auf der zu thr gehérigen Bildkugel.
Bet der Stellortung werden nun zwei von den drei ineinander ver-
schiebbaren Bildkugeln so gegen dic dritte gedreht, dafl sich die
drei GroBkreise, die von derselben Gelindegeraden herriihren,
jeweils in zwel gegeniiberliegenden Kugelpunkten schneiden.
Aus dieser Forderung folgt alsdann cine Gleichung filir die sechs
Bestimmungsstiicke der Stellortung. Umgekehrt, wenn diese Be-
dingung auf der Kugel erfiillt ist, folgt noch nicht, dall die drei
Ziclebenen im Gelindemodell sich in einer Geraden schneiden,
sondern nur, daf} ihre drei Schnittlinien unter sich parallel sind.
In jedem Fall gibt jedoch die Richtung zum gemeinsamen
Schnittpunkt der drei Grofikreise auf der Bildkugel dic Richtung
der Gelandegeraden im Modell.

Die Gleichungen, deren Erfitllung fiir die Unbekannten der
Stellortung nétig wird, sind so verwickelr, dald sich ihre Aufstel-
lung unter allgemeinen Bedingungen nicht lohnt. Man setzt daher
voraus, dal} bereits cine genidherte Losung der Koppelungsaui-
gabe vorliegt und nur die kleinen Verdnderungen aufzusuchen
sind, die die gendherte Lésung in eine genaue tberfithren. Die
Méoglichkeit zu einer geniherten Ortung auf optisch-mechani-
schem Wege bictet der ,,Acromultiplex von Zcill in Jena,
der aus ciner Reihe beweglicher Bildwerfer besteht, in denen die
Ziclstrahlenbiindel aus den Aufnahmebildern wiederhergestellt
werden. Als Ausgangswerte fliv die rechnerische Verfeinerung
der auf diesem Wege gefundenen Niherungsiésung gelten dann
die Richtungskosinus der Zielstrahlen, dic fiir alle drei Biindel
auf das gleiche Koordinatensystem zu bezichen sind. Eines von
den drei Zielstrahlenbiindeln wird festgehalten, die beiden andern
werden um kleine durch die Drehpfeile du und &v ausgedriickte
Betrige gedreht. Bei der weiteren Rechnung werden die Qua-
drate und hoheren Potenzen dieser Drehpfeile vernachlassigt,
so daf} dic Bedingungsgleichungen der Stellortung schliefilich in
lincarcr Form erscheinen. Zu ihrer Ableitung bedienen wir uns
14
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der Pfetlrechnung. Wir bezeichnen die von den 3 Standpunkten
O O und 0" nach den Gelindepunkten ¢ und 4 ausgehenden
Einheitszielpfeile mit o" a o und ¢ b 07, deren Anteile in den
drei Koordinatenrichtungen die oben erwihnten Richtungs-
kosinus der genihert georteten Zielstrahlen sind. Die Zielebenen
durch je zwei dieser Einheitszielpfeile werden durch die Pfeil-
produkte ¢ = o' x ¢, ¢ = axbund ¢ = o X" gekennzeich-
net, die auf den Zielebenen senkrecht stehen. Wire die Stell-
ortung vollkommen, so mifBte das dreifache Produkt (¢" ¢ ¢
— 0 sein, da betm Schnitt der drei Zielebenen in einer Geraden
ab, die auf ithnen senkrechten Pfeile ¢ ¢ ¢ ciner Ebene senk-
recht zu ¢é parallel sein missen, was eben durch das Verschwin-
den des dreifachen Produktes ausgedrickt wird, Bei der ge-
niaherten Stellortung wird jenes Produkt einen kleinen Wert an-
nehmen. Dadurch, dald wir nun das crste Ziclstrahlenbiindel
um Ju und das dritte um v drchen, konnen wir das Verschwin-
den des dreifachen Produkts erreichen. Bei dieser Drehung geht
¢ in ¢ - du ¢ und ' in ¢ 4 dv< ¢ iiber; € bleibe un-
cedindert. Die Bedingung dafilr, dall die drei Pfeile nach der
Drehung einer Ebene parallel seien, wird durch die Gleichung:

(¢ -+ duxC, ¢, ¢ 4 dvx () —= oausgedriickt.

Entwickelt man das Produkt nach Potenzen von du und v,
so crhialt man mit den angegebenen Vernachldssigungen:

€, €, €") + (duxE, € ) + (¢, ¢ dox¢) =0
(€, 6, 6") + (X E)xC - ¢ 4 (o5 E)x ¢ - ¢ =0
€, € ) 4 (X @) (EXE") + (doxE") - (€ XE =0

und schlieBlich:
¢, E, ") + du- (& x(ExE)) + dy - (" X" X)) =o0.

Das ist eine lineare Gleichung in den 2 Drehpfeilen v und v
oder in den sechs Anteilen duwy diy, dug dvy dv, dey dieser Dreh-
pfeile nach den Koordinatenrichtungen.

Wird diese Gleichung fiir sechs verschiedene Verbindungs-
gerade zweier Gelandepunkte aufgestellt, so hat man die nétige
Zahl von Gleichungen flir die oben genannten sechs Anteile.
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Weitere Gleichungen dieser Art, die aus ncuen Gelindegeraden
hergeleitet werden, sind dann notwendig abhingig von diesen
secchs Gleichungen, und zwar infolge der Beziehungen, die zwi-
schen den drei Zielstrahlenbiindeln ein und desselben Geliande-
punkthaufens bestchen. Es ist dabei gleichgiiltig, ob die sechs
zur Ableitung der Gleichungen verwendeten Geraden als Ver-
bindungslinien von 12 oder weniger Geldndepunkten auftreten.
Dic Mindestzahl der eingehenden Gelandepunkte ist vier; es bil-
den dann die sechs Geraden die Kanten eines Vierflachs, dessen
Ecken jene vier Punkte sind. Nimmt man das Ergebnis des Uber-
ganges von der Stellortung zur Wiederherstellung des Gelande-
modells vorweg, so ergibt sich der bemerkenswerte Satz:

Aus drei Bildern mit innerer Ortung ecines raum-
lichen Vierflachs ist die Gestalt dieses Vierfiachs so-
wie die Lage der drei Aufnahmepunkte ithm gegen-
iiber bestimmt.

Ich habe mich durch Ausrechnung eines typischen Beispiels!
von der Durchfiithrbarkeit der Wiederherstellung des Vierflachs
aus seinen drei Bildern iiberzeugt, um dem Einwand zu begeg-
nen, dafl schon eine Abhingigkeit zwischen den aus seinen sechs
Kanten hervorgegangenen Gleichungen bestiinde. Eine Beson-
derheit tritt aber dann cin, wenn die drei Standpunkte auf einer
Geraden liegen, wie es bei Aufnahmen, die dem gleichen Bildflug
entstammen, vielfach der Fall ist. Dann gibt es Ausnahmegerade.
aus denen sich keine fiir die Berechnung der Drehpfeile Zu und
d» brauchbare Gleichung ableiten 14Bt. Es sind das jene Geraden,
welche die Verbindungslinie der drei Flugstandpunkte schnei-
den. Fir solche Gerade fallen unabhingig von den kleinen Dre-
hungen der Zielstrahlenbiindel die dret Ziclebenen in eine zu-
sammen, was sich im Verschwinden der Beiwerte von Zu und &'v
ausdriickt. In diesem Falle wird man bei Ableitung der Glei-
chungen Gerade, dic dic Fluglinie schneiden oder ihr parallel sind,
vermeiden. Sorgfiltige Beachtung verdient schlieBlich der Son-
derfall, bei dem das aufzunehmende Gelinde eben oder fast eben
ist. Wenn dies eintritt, sind die Zielstrahlenbtindel projektiv auf-

U ln diesem Beispiel waren weder die dret Standpunlkte in einer Flucht noci
die vier Gelandepunkte in einer Iibene.
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cinander bezogen, was zur Folge hat, dall dic Koppelung von
zweien von ihnen schon aus vier Paaren zusammengchériger
Strahlen moglich ist! und entsprechende Zielebenen dieser beiden
sich dann auf der Ebene des Gelindemodelles schneiden. Kommt
das dritte zu koppelnde Ziclstrahlenbiindel hinzu, so schneiden
sich je drei Zielebenen auf jener Ebene des Geliandemodelles.
[st die Bedingung hierfiir fiir vier Gelindegerade crfillt, so
schneiden sich bereits alle zusammengehorigen Zielebenen in
Geraden der Gelandebene und die weiter abgeleiteten Bedin-
gungen sind von selbst erfiillt, d. h. deren Gleichungen von den
ersten vier abhingig. Bei dem Versuch der Auflésung von sechs
Bedingungsgleichungen stellt sich dann heraus, dal3 nach Aus-
scheidung einiger der Unbekannten die Gleichungen fir dic
ibrigen verschwindende Beiwerte bekommen und diese nicht
bestimmbar sind. Dieser Ubelstand stellt sich schon bei cinem
fast cbenen Gelinde heraus und verhindert die Losung der Kop-
pelungsaufgabe auf diesem Wege? auch dann, wenn man ver-
sucht, ihm dadurch zu begegnen, dafl man bei cinem fast chenen
Gelande eine Vielzahl von Bedingungsgleichungen aufstellt und
aus ihnen nach der Methode der kleinsten Quadrate Lésungen
ableitet, die sic im Durchschnitt moglichst genau erfillen. Dic
dabei auftretenden 6 Normalgleichungen fiir die Anteile der
zwei Drehpfeile lieBen sich ebensowenig aufldsen wie 6 cinzelne
(rleichungen. Ich habe ein Beispiel gerechnet, dem ein Geldnde
von 36 Quadratkilometern Fliche mit Hohenunterschieden bis zu
200 m zugrunde lag. Es war aus 3500 m Hohe mit drei weitwink-
ligen Aufnahmen abgebildet, deren Standpunkte drei Kilometer
Abstand hatten und in ciner Flucht lagen. Die Koppelungs-
bedingungen fiir je zwei der Aufnahmen waren demnach recht
clinstig. Trotzdem versagte der Versuch ciner gemeinsamen
Koppelung der drei Aufnahmen nach dem entwickelten Ver-
fahren. Nachdem die drei Zielstrahlenbiindel auf 12 randlich ge-

P G, Labussicore: Possibilité de restitution a U'échelle prés d'un corps meme
plan ou presque plan, dont on connatt deux projections centrales et leurs orien-
tations internes. in v. Langendorff: Vortrige bei der 2. intern. Ges. fiir Photo-
arammetrie, Berlin 1927, Eisenschmidt-Verlag. 5. 170.

2 Diese Bemerkung gilt innerhalb der Genaunigkeit finfstelliger Rechnung.
jedoch éndert auch die Hinzunahme von 1-2 Stellen nichts Wesentliches.
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legene Gelandepunkte! gerechnet waren, wurden dem ersten und
dritten kleine Drehungen mit Anteilen bis zu 0,003 erteilt und
fir die so abgeidnderten Biindel Bedingungsgleichungen an-
gesetzt, deren Richtigkeit durch Einsetzen der im vornhinein be-
kannten Losungen gepriift werden konnte. Dabel wurden 15 im
Geldnde kreuz und quer liegende Gerade gewidhlt, von denen
keine die Flucht der Flugstandpunkte schnitt. Obwohl die er-
haltenen Bedingungsgleichungen durch die bekannten Losungen
bis auf eine halbe Einheit der 5. Dezimale erfillt waren, lieBen
sich unter den fiinfzehn Gleichungen auf keinerlei Weise sechs
auswihlen, aus denen sich die Drehanteile hitten ermitteln
lassen, und auch der Versuch erst 8, dann 12 und schliefllich alle
15 Bedingungsgleichungen nach der Methode der kleinsten
Oudrate zusammenzufassen, um zu einer Lésung zu gelangen,
schlug fehl. Ja, wenn man sogar die richtige Lésung einzelner
der 6 Unbekannten einsetzte, lieen sich die iibrigen Unbekann-
ten aus den Gleichungen nicht ermitteln; das gelang erst in be-
fricdigender Weise nach Einsetzung der richtigen Losung von
drei Unbekannten, worauf die Gibrigen drei recht genau heraus-
kamen.

Der vorhin erwihnte Umstand 1a6t folgende Anwendung zu.
Sind die Aufnahmen eines Fluges so dicht, dal3 das Geldnde
iiberall dreifach tberdeckt ist, so kann man auf folgende Weise
dic Aufnahmen nacheinander orten. Man koppelt die erste und
zweite Aufnahme nach den friher entwickelten Formeln? fiir
zwei Aufnahmen und erhilt hieraus den Drehpfeil der zweiten
Aufnahme gegen die erste. Nun setzt man nach der vorhin ent-
wickelten Art drei Bedingungsgleichungen fur die erste, zweite
und dritte Aufnahme an und setzt in sie den erhaltenen Drehpfeil
cin. Dann rechnet man aus den drei Bedingungsgleichungen den
neuen Drehpfeil der dritten gegentiber der zweiten Aufnahme

! Vier von thnen « & ¢  bildeten annihernd die Ecken eines Quadrats von
9 km Seitenlinge, dessen Seiten parallel bzw. senkrecht zur Flugrichtung
standen, vier weitere lagen annithernd in den Mitten der Quadratseiten, der
Rest auf den zur Flugrichtung parallelen Quadratseiten.

2 S, Finsterwalder: Die rechnerische Durchfithrung der Ortung insbeson-

dere bet sonnengeorteten Luftaufnahmen. Sitzungsber. der Baver. Akademie
der Wiss. 1939 S. 79.
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und bildet drei Bedingungsgleichungen fir die zweite, dritte und
vierte Aufnahme. In diese wird der neue Drehpfeil eingesetzt
und aus ihnen dann jener der vierten gegen die dritte gerechnet.
So kann man fortfahren.

Es wird sich dabei sicher herausstellen, auf wic schwachen
Fiflen die ancinander gekoppelten Aufnahmen stehen, auch wenn
sie zu dritt vereinigt sind. Eine einigermalflen sichere Ortung ver-
langt die Ankniipfung der Luftaufnahmen an festliegende Rich-
tungen oder Punkte. Das wirksamste Mittel hierfiir ist die Son-
nenortung,! oder allenfalls die Ortung nach der Lotrichtung mit-
tels Horizontaufnahmen.

Koppelung mit Sonnenortung

Verbindet man mit der Bildkammer, die von oben nach unten
aufnimmt, cine zweite, die gleichzeitig von unten nach oben und
damit den Stand der Sonne aufnimmt und sorgt man dafiir, daf;
der Zeitpunkt der Aufnahme ectwa durch Mitabbildung eciner
Uhr aufgezeichnet wird, so hat man ein Mittel an der Hand, das
Ziclstrahlenblindel ciner Aufnahme durch die Richtung nach dem
jeweiligen Sonnenstand zu bereichern und damit die Koppelung
dreier Aufnahmen so zu versteifen, dal} sie nicht nur zu ciner
gegenseitigen Stellortung der Aufnahmen, sondern zu ciner voll-
standigen Stellortung gegeniiber dem Fixsternhimmel fithrt. Da-
bet fallen die rechnerischen Schwierigkeiten fort, welche bei Be-
stimmung der sechs Unbekannten im TFalle cines fast chenen Ge-
lindes auftraten, wenn man die Bedingungsgleichungen aus dem
Schneiden zusammengehériger Ziclebenen von Gelindegeraden
ableitete.

Bei der Entwickelung der fir diesen Fall geltenden Formein
wird wieder vorausgesetzt, dall eine gendherte Koppelung bereits
vorliegt und die um die Sonnenrichtung erweciterten drei Zicl-
strahlenbiindel durch Einheitspfeile in einem gemeinsamen Ko-
ordinatensystem gegeben sind. Auf dieses seien auch die fiir dic
Aufnahmezeiten geltenden Sonnenrichtungen, die als astrono-

VS, Finsterwalder: Die praktische Verwertung von astronomisch georteten
Inftaufnahmen. Bildmessung und Lufthildwesen 1938 Heft, 3.
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mische bezeichnet werden, bezogen. Diese sind ven den aus den
Aufnahmebildern ermittelten geoditischen etwas verschieden, da
ja die vorliaufige Koppelung nur anndhernd richtig ist. Die end-
ailtige Richtigstellung der Ziclstrahlenbiindel und damit dic
Stellortung erfolgt nun in zwei Schritten. Zuerst wird jedes Biin-
del so verdndert, daf} die mit ithm verbundenc geoditische Son-
nenrichtung mit der astronomischen zusammenfallt. Dann wer-
den die drei Bandel um ihre Sonnenrichtungen so gedreht, dal
die Koppelungsbedingung crfiillt ist. Diese wird wie vorhin aus
dem Schnitt der zu eciner Gelindegeraden gehérigen drei Ziel-
chenen abgeleitet. Die Gelindegerade gehe durch die Punkte a
und 4 des Gelandes. Dic Einheitspfeile der Zielstrahlen nach
diesen Punkten werden mit «” a o’ 67 6 [\" bezeichnet, die astro-

. . . !
nomischen Sonnenrichtungen mit ¢, 8, 5., die rfeocldt1schf‘n mit

7 v . - . S !
5, 8, 8., ihre Lnt(‘rschlcdc 8, — 8, mit A¢’, 8§, — ¢, = A
’ I "
und &, s, = A s, Dic Pfeile, die senkrecht 'mf den dlm Zicl-
chenen stehen, sind ¢ = o' 20 ¢ =axb und ¢ =" xt”

Zur Ausflthrung des ersten Schrittes bedienen wir uns beim
ersten Zielstrahlenbiindel des  Drehpfeiles A‘:i' X g,, wobci

a’
! . . S . ! 7 .
Ag” e, und | ¢, ist. Er fihrt sg in g, (As X §,) >

7 / ! ! ! -
8, = 6, — (5, - 8,) A § -+ (A - s) ) uher Da ¢, - s, bis
. . ’

auf kleine Grofien hoherer Ordnun(r gleich Eins und A’ - ¢

Y

= 0 ist, (Il‘eht der Pfeil ¢, nach s, und ¢ geht dabei in & -

1 g ~ . . . . .

A >/"\ Y@ ¢ = § dber. Der zweite Schritt besteht in ciner
’ ~

l\lcm(‘n chhung um dic Sonnenrichtung ¢,, deren Drehpieil

du’ ‘ca scin soll, wobel 7/ den unbekannten kleinen Drehwinkel
bezeichnet, Diese Drchung fithrt § in § - oo s; X & tber.
Durch almllcho Dre hbcwocruncrcn ist ebenso € in § + dre s, R
und €7 i + du’ s % §" {ibergegangen. Die I\OppL1Ul 1gs-
I)('dingung, dx E zlusdruckt, daB sich die drei gedrehten Ziclebenen
nunmehr in einer Geraden schneiden, fithrt auf folgende Glei-
chung:

7 L~ o~ . ", -~
dl{” R XSI) {& #:_ ”‘]H g, X (‘i: (‘” - [/H” LI ”,\ == 0.

« [ a

Sie ist cine Gleichung fur die drei unbekannten Drehwinkel
dr', die und di’’. Wird sie unter Vernachlissigung der héheren
Potenzen entwickelt, so geht sie in nachstehende lincare Glei-
chung in den Unbekannten Giber
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(F, 8 &) +dil (5,xF, 8§+ du(F, 8,x8, §) +
+di’ (F T SXF) = o.

Drei solcher Gleichungen, die aus verschiedenen Gelinde-
geraden abgeleitet sind, reichen dann zur Berechnung der Drch-
winkel hin, aus denen sich die Stellortung aufbaut. Da man schon
aus drei Gelandepunkten drei Gelindegerade gewinnen kann, so
folgt, dald die Zielrichtungen nach drei Gelandepunkten zusam-
men mit den Sonnenrichtungen zur gemeinsamen Stellortung
von drei Aufnahmen ausreichen. Da ohne Sonnenrichtungen dic
Zielrichtungen nach vier Geldndepunkten hierzu nétig waren,
ersetzen die Sonnenrichtungen cinen Zielpunkt. Weit wichtiger
ist, daf3 die Rechenschwierigkeiten, die frither im Falle cines
fast ebenen Gelindes auftraten, bei der Sonnenortung groBenteils
wegfallen. Wenn die Sonnenrichtungen in allen drei Aufnahmen
fast die gleichen sind, wie das bei Aufnahmen desselben Fluges
cintritt, sind die drei Bedingungsgleichungen nicht mehr auf-
16sbar, wic sich bel strengem Zusammenfallen der Sonnenrich-
tungen geometrisch leicht ecinschen lilt. Man betrachte dic
Kugelbilder der drei Aufnahmen. Ist der gemeinsame Schnitt der
drei GroBikreise, die als Bilder der Gelindegeraden dort auf-
treten, erfiillt, so kann man diese Kugelbilder um das Kugelbild
der gemeinsamen Sonnenrichtung beliebig drehen, ohne dall
jener Schnitt zerstoért wird. Es bleibt also die geometrische Be-
dingung der Stellortung bei dieser Drehung bestehen und die
Losungen der Bedingungsgleichungen sind bis auf cine Kon-
stante unbestimmt. Man kann cinen der drei unbekannten Drch-
winkel, z. B. du = o setzen und aus den Gleichungen &#' und
di’’ berechnen. Man erhilt dann immer noch cine gegenseitige
Stellortung der drei Aufnahmen.

Zur Beurteilung der Brauchbarkeit der entwickelten Formeln
fiir die Stellortung ist der notige Rechenaufwand von Bedeutung.
Als MaB dafir sei die Anzahl der Rechengiinge bei Aufstellung
ciner Stellortungsgleichung angesehen. Diese Anzahl betrigt
bei der Koppelung von zwei Aufnahmen nach den frither auf-
gestellten Formeln 13 Kreuzprodukte und ecin Punktprodukt
fir eine Gleichung, in die je drei Ziclstrahlen jeder Aufnahme
cingehen. Wiahlt man fiir jede weitere Gleichung drei neue Ziel-
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strahlen, so hat man 39 Kreuzprodukte und 3 Punktprodukte fiir
die 3 Gleichungen zu bilden. Man benitzt dabei 9 Zielstrahlen
jeder Aufnahme. Da aber schon 3 Zielstrahlen ausreichen, ist
das Mindestmall der Rechnung geringer und betrigt nur 31
Kreuzprodukte und 3 Pnuktprodukte fir eine Koppelung, fiir
die zwei nétigen also das doppelte. Bei der gemeinsamen Stell-
ortung von drei Aufnahmen ist zur Aufstellung jeder der 6 Glei-
chungen die Berechnung von 8 Kreuzprodukten und einem Punkt-
produkt nétig; fiir alle sechs also von 48 Kreuz- und 6 Punkt-
produkten. Es ist also die gemeinsame Stellortung gegentiber der
getrennten um 30, bzw. 14 Kreuzprodukte im Vorteil, der aber
bei der Auflosung der Gleichungen dadurch verringert wird, daf
bei der gemeinsamen Stellortung 6 Gleichungen mit 6 Unbe-
kannten, bei der getrennten zweimal 3 Gleichungen mit 3 Un-
bekannten zu bewdltigen sind. Dazu kommt der schon erwihnte
Ubelstand, daBl bei fast echenem Gelande die gemeinsame Stell-
ortung an Rechenschwicrigkeiten scheitert.

Nach der Stellortung ist noch der Ubergang zur Standortung
und die Berechnung der Koordinaten der Punkte des Geldndes
und der TFlugstandpunkte zu leisten. Diese erfordert bei der ge-
meinsamen  Koppelung die Bestimmung der Standlinienrich-
tungen. Man beginnt am besten mit der lingsten Standlinie, dic
0" 0" scin moge. Zunichst werden alle Ziclstrahlenbtindel mit-
tels der aus der Stellortung ermittelten Drehpfeile in die richtige
Stellung gebracht. Ist & ein Pfeil in der Richtung der Standlinic
0" O, so licgt er mit je zwei zusammengehdérigen stellgeorteten
Ziclstrahlen @ und " parallel zur gleichen Ebene, d.h. im
Kugelbild liegen a" @’ und & auf ecinem GroBkreis, was durch
Nullsetzen des dreifachen Produkts (R a’ a”) = o ausgedriickt
wird. Das ist eine lineare homogene Gleichung fiir dic drei An-
teile von 8. Solcher Gleichungen kénnen so vicle aufgestellt wer-
den als Zielstrahlenpaare vorhanden sind. Aus ihnen 4Bt sich,
wenn die Zahl zwei Gibersteigt, durch Ausgleichung das Verhilt-
nis der drei Anteile von & ermitteln. Der Betrag |[&] bestimmt
den Maflstab der Standortung. In diesem MaBstab kénnen dann
zuerst die Grundrisse der zugehérigen Gelandepunkte und hier-
auf auch deren Hohen berechnet werden, wobel man solche
Punkte ausschliefit, dic im Grundrii nahe der Flugrichtung
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liegen und deren Grundrif3 folglich schlecht bestimmt ist.! Aus
dem Zielstrahlenbiindel der dritten Aufnahme wird alsdann ihe
Standpunkt O gegentiber den bereits bestimmten Gelindepunkten
ritckwiirts eingeschnitten, wobet aber dieses Zielstrahlenbiindel
nicht gedreht wird. Dabei ergibt sich Grundrifl und Héhe dos
dritten Aufnahmepunktes O. Von den drei so gefundenen Auf-
nahmepunkten aus erfolgt nun die Berechnung der Gelande-
punktskoordinaten durch Vorwirtseinschnitt. Der endgililtige
Malstab des Gelindemodells wird durch Vergleich mit der be-
kannten Linge zwischen zwei Punkten hestimmt.

Rechenbeispiel zur gemeinsamen Ortung

von drei Aufgaben

s sollen nun dic entwickelten Formeln und Regeln durch ein
Rechenbeispiel ertiutert werden. Wir berechnen die gemeinsame
Sonnenortung von drei Weitwinkelaufnahmen, von denen dic
erste und dritte bei nahe gleichem Sonnenstand am Vormittag,
die mittlere bei davon verschiedenem Sonnenstand am Nach-
mittag aufgenommen wurden. Die Ziclstrahlenbiindel sind be-
reits geniihert gekoppelt und auf ein gemeinsames Koordinaten-
system bezogen, dessen positive Z-Achse nach oben weist.

Die astronomischen Sonnenzielpfeile gelten fiir cin Koordi-
natensystem, das nach dem Zenit und den Himmelsrichtungen
des Punktes mit den geographischen Koordinaten ¢ == 0% n. Br.
und 7. = 20% 6st. v. Gr. geortet ist und sic entsprechen dem
1. Nov. 1939 sowie den Ortszeitenn 8" 51™ 30% 15" o™ o8 und
oh 1M 305 Die erste und dritte Aufnahme sind also kurz hinter-
cinander am Vormittag, die zweite am gleichen Tag nachmittags
{etwa beim Rickflug) erfolgt. Aullerdem ist die jeweilige Son-
nenpfeilrichtung umgekehrt gedacht, um sie den Gelindezicl-
richtungen anzunihern.

Die Rechnung beginnt mit der Bildung der Kreuzprodukte ¢
¢ ¢” fur eine Anzahl von Zielgeraden, die je zwei Gelindepunkte
da, bc, ac, bd und i%& miteinander verbinden. Dann folgt die Bil-

! Fiir ihre Bestimmung muly der Aufrif} parallel zur Flugrichtung zu Hilfe
cenommen werden,
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dung der Kreuzprodukte Ag’ % ¢/, Asx s, und A s ¢ aus den
LZinheitspfeilen fir die Sonnenrichtungen (siche letzte Zeile von
Tafel 1). Es folgen die Kreuzprodukte (A ¢ % s))x ¢, (Asxs,)

G und (As” %8 )% ¢, welche die ¢ € ¢ indie § § & iiber-
fithren. Wihrend die crste Reihe der Kreuzprodukte mit einer
der Genauigkeitsangabe der Zielstrahlenpfeile entsprechende:
Rechenschirfe gebildet werden muf, genfigt fiir die zweite und
dritte der Kreuzprodukte eine wesentlich geringere Rechensehirfe,
da sie ja nur Verbesserungswerte der ersteren darstellen. Das
Rechenergebnis ist in Tafel 11 zusammengefal3t, dic auch noch
die Pfeile ¢ == o], % § usf. enthilt.

Nun kann man an die Berechnung der Produkte aus je dre:
Pfeilfaktoren gehen, welche die Beiwerte und die konstanten
(ilieder in den Bedingungsgleichungen fiir die drei kleinen Dreh-
winkel &z’ die und &’ ergeben. Aus ihnen bildet man sodann
die folgenden fiinf Gleichungen fir diese drei Unbekannten der
Stellortung.

da  0,08216 di’ - -0,13688 du -+ 0,35636 i’ —~ 0,000675 = O
be  0,21582 di' |- 0,46725 du — 0,08548 di/’’ — 0,000006 = O
ac—0,11160 du’ -|- 0,50443 di—— 0,21045 7'’ - 0,000500 = O
bd  0,07818 di’ - 0,50835 dit — 0,40551 dz/’" - ©0,001439 = O
A 0,12500 di’ -+ 0,58633 dir - 0,44866 i’ -~ 0,001646 = 0O

Werden diese funf Gleichungen nach der Methode der klein-
sten Quadrate zu drei Normalgleichungen zusammengefalit, so
~ntsprechen diese folgendem Schema:

0,08734 0,14338 -~ 0,03330  0,0004212
1,20220 —— 0,71051 0,0026880

0,54432 — 0,0017553

- 0,0000480,

lessen Auflésung die Werte der Unbekannten liefert.
dn' = — 0,002550 du = — 0,000534 di#'’ = 0,002267.

N N . .. . .
o, $, multipliziert geben sic die
Anteile der Drehpfeile in den Sonnenrichtungen. Diese werden
. . . 3 ! . e
rgdnzt durch die Pfeile Ag" > s, usf., welche dic geoditischen

Sonnenrichtungen in die astronomischen tberfihren. So erhilt

R
& o~

Mit den LEinheitspfeilen
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man schilieBlich die Drehpfeile v’ du und &u”’, welche die ge-
ndhert georteten Aufnahmen in die endgiltig georteten iiber-
fihren. (Vergleiche die drei letzten Zeilen von Tafel II1.)

Das Ergebnis dieser Uberfiihrung ist in Tafel 111 enthalten, dic
die stellgeorteten Ziclstrahlenbilindel wiedergibt. Die gednderten
geoditischen Sonnenrichtungen fallen jetzt mit den astronomi-
schen zusammen.

Die nun einsetzende Standortung beginnt mit der Berechnung
der Richtung der lingsten Standlinic O° 07, Werden ihre Rich-
rungskosinus mit & @ v bezeichnet, so gelten fur sie folgende Glei-
chungen, welche aussagen, daf3 dic Richtung der Standlinic
parallel zu den Ebenen durch o a”, ©° 07 usf. verlauft und
deshalb senkrecht zu den durch die Pfeilprodulcte of »a”, " x 1
usf. bestimmten Richtungen steht.

——0,58107% -1- 0,01730i1L ~  0,51287v = O
-—0,60453% - 0,017650. - 0,51893v = O
—— 0,60838% - - 0,017431L -+ 0,51422v = O
0,576262 - 0,01701 L -+ 0,52070v = O
0,68300% -i- 0,02079u. — - 0,01202v = O
0,68523% -~ 0,02048y. - 0,60498v = 0!

Die Auflosung der zugehorigen Normalgleichungen gibt zu-
sanimen mit 2% 4 p? v =1

7 = 0,00000 @ = 0,99942 Vv = 0,0338091.

Hieraus folgt, dali die Flugbahn O° O im Grundrify in der
Richtung der positiven ¥-Achse verlauft und dabei unter 1956°6”
ansteigt., Zur Bestimmung des Mallstabes der Standortung wird
der Grundrify der Standlinie zu 5900,0 m angenommen. Zur
Berechnung der Koordinaten der Zielpunkte werde der Anfangs-
punkt des Koordinatensystems zwischen dic Punkte 0" und O”
in 2000 m Entfernung von O und 3000 m Entfernung von 0"
verlegt. In diesem System kénnen nun leicht die Grundkoordi-
naten x und v der sechs Zielpunkte a bis £ gerechnet werden,
wenn man bedenkt, dafd der Quotient der Richtungskosinus der

! Die Beiwerte von A g v in diesen Gleichungen sind die Anteile der Pieil-
rodukte of 7 a’’, 62 07 ust., die vorher zu berechnen sind.
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Zielstrahlen gegeniiber der X- und ¥-Achse gleich der Tangente
des Richtungswinkels jedes Zielstrahles im GrundriB3 ist. Die auf
solche Weise aus den Standpunkten O und O" durch Vorwiirts-
schnitt ermittelten Koordinaten sind in Tafel IV zusammen-
gefalit.

Der Grundrifl des mittleren Standpunktes O wurde nun durch
Rickwirtsschnitt gegeniiber den sechs Zielpunkten auf Grund
des stellgeorteten Zielstrahlenbiindels ermittelt. Er erhielt dabei
die Koordinaten: x = — 0,1 ¥ = 0, woraus hervorgeht, dal3 dic
drei Standpunkte im Grundrif fast genau in einer Geraden liegen.
Die Berechnung der Hohen ist ganz einfach, wenn man bedenkst,
daf3 der Richtungskosinus eines Zielstrahles gegen die Z-Achs«
gleich dem Sinus des Hohenwinkels jenes Zielstrahles ist. Man
erhilt dann die in Tafel V vereinigten Hohenunterschiede zwi-
schen den Standpunkten und den Zielpunkten.

Tafel V
d b (& o / f

O 3398,4 3299, 3349,8 3339,0 3249
O 3499,6 3399,8 3449,8 3439,8 3350
O’ 3600,0 3300,7 3349,5 33 50

9 3300,2
0 3400,2
234995

Aus ithnen habe ich durch tastende Ausgleichung dic in Tafel
IV eingetragenen Héhen gewonnen. Sie weichen von den in run-
den Zahlen ausgedriickten Ausgangswerten des Rechenbeispicles
nur um wenige Dezimeter ab, wie es die beschrinkte Genauig-
keit der flinfstelligen Rechnung von vornherein erwarten licls.
Die mittlere Abweichung  der wiederhergestellten  Grundril-
koordinaten x und ¥ von den runden Ausgangswerten des Rechen-
beispiels ist sogar noch etwas kleiner als die der Hohen.

Bei dem vorstehenden Rechenbeispiel sind die drei Drehwinkel
di’ dw di’ aus funf Gleichungen durch Ausgleichung ermittelt
vorden. s fragt sich, ob man nicht mit weniger Gleichungen
auskommen kann. Das ist in der Tat der Fall. Man kann ohne
merkliche Einbulle an Genauigkeit die aus der Geldndegeraden
7£ abgeleiteten Gleichung weglassen. Wenn man aber die Aus-
gleichung ganz vermeiden und sich mit drei Bedingungsglei-
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chungen begniigen wollte, ist Vorsicht bei der Auswahl der zur
Aufstellung verwendeten Geldndegeraden geboten. So wiirden
die aus den Geraden da, 7£ und bc oder die aus den Geraden ac,
éd und 7% folgenden drei Gleichungen versagen, da die Lésung
ganz unsicher wird. Knapp reichen wiirden die aus den Geraden
da, ac und bd oder b¢, ac und éd folgenden Gleichungen.

In dhnlicher Weise ist die ,,Niitzlichkeit des Uberflusses* bei
den sechs Gleichungen fiir die darin homogen auftretenden Rich-
tungskosinus % p v der Standlinie O" O zu bewerten. Man kdme
zur Not mit der ersten und vierten Gleichung aus, niemals aber
mit der ersten, zweiten und funften. Es miissen eben die Ebenen,
deren Schnitt die Standlinie bestimmen, einen guten, nicht schlei-
fenden Schnitt aufweisen.

Der Rechenvorgang, der hier fur die sonnengeorteten Auf-
nahmen auseinandergesetzt wurde, ist auch vorbildlich fiir den
Fall, daB3 drei Aufnahmen, die sowohl sonnengeortet wie lot-
geortet sind, gekoppelt werden sollen. Unter der Voraussetzung,
daB3 die Sonnenrichtung und die Lotrichtung geniigend ver-
schieden sind, 148t sich dann jede der Aufnahmen fur sich stell-
orten. Unsere aus gemeinsamen Gelindegeradenbildern folgen-
den Bedingungsgleichungen dienen dann entweder zur Probe
oder zur Verschirfung der Einzelortung. Dabei filit die Not-
wendigkeit, Aufnahmen bei verschiedenem Sonnenstand ver-
wenden zu miissen, fort, und man kann dem Unterschied der Lot-
richtungen in zwel weitabstehenden Luftstandpunkten in ahn-
licher Weise Rechnung tragen wie dem Unterschied zwischen
geoditischer und astronomischer Sonnenrichtung.
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