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Systeme von Partitionen und Gitterpunkifiguren V.

Der Hauptsatz iiber den Umbau komprimierter
Gitterpunktmengen.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.
Mit 23 Figuren.

Vorgetragen in der Sitzung vom 11. Januar 1941,

§ 1. Einleitung.

1. Den Ausgangspunkt fiir das Studium komprimierter Gitter-
punktmengen bot eine Frage aus der Lehre von den symmetri-
schen Funktionen: wiinscht man nimlich genau festzustellen,
welche Elemente der Cayley-Perron’schen Matrix > 1,
welche = 1 und welche = o sind, so stiitzt sich diese Feststellung
auf die Einfihrung gewisser Ordnungsbezichungen zwischen
Partitionen, die ebensowohl als Ordnungsbezichungen zwischen
zweidimensionalen komprimierten Gitterpunktmengen gelten
kénnen. Die Ubersicht {iber alle diese Ordnungsbeziehungen er-
gab sich dabei aus der Betrachtung gewisser elementarer Ab-
anderungsprozesse — ,,elementare Umbauten‘‘ genannt — durch
die eine komprimierte Gitterpunktmenge & in eine andere &'
tibergefiihrt wird, u. zw. so, dal &' von & in gewissem Sinne még-
lichst wenig abweicht, so daB sich der einzelne elementare Pro-
zefl nicht weiter in kleinere Schritte zerlegen [48t1. Der Haupt-
satz iiber diese Beziehungen besagte dann, dal3 sich alle zwei-
dimensionalen komprimierten Gitterpunktmengen £2 vom sel-
ben Grad 7z (d. h. von der gleichen Anzahl s ihrer Gitterpunkte)
aus einer bestimmten unter ihnen durch Ketten von solchen ele-
mentaren Abidnderungsprozessen gewinnen lassen.

! Vgl. hiezu im Folgenden die Sitze (/) und () in Nr. 12 und 14, sowie
Satz (/) in Monatshefte f. Math. u. Phys., 49 (1940), S. 13.
Miinchen Ak. Sh. 1941 1 1



2 Heinrich Tietze

Es lag nahe zu vermuten, dafl analoge Verhiltnisse auch bei
komprimierten Gitterpunktmengen von mehr als zwei Dimen-
sionen bestehen. Diese Vermutung fand sich zunichst fiir z = 3
Dimensionen bestitigt, wortiber in einer fritheren Note berichtet
wurde. Doch zeigte sich bereits hier, da3, verglichen mit dem
Fall z = 2, die Definition eines elementaren Umbaues insoferne
abzuindern war, als bei einem solchen Prozel3 nicht wie beiz = 2
allemal nur ein einziger Punkt in eine neue Lage zu verbringen
war, sondern gegebenenfalls gleichzeitig mehrere auf einerganzen
Strecke liegende Punkte. Unter diesen Punkten befand sich aber
stets nur ein cinziger ,,Eckpunkt der umzubauenden dreidimen-
sionalen Menge &, — in Analogic mit dem Fall # = 2, wo der
eine bei einem elementaren Umbau von &2, verlagerte Punkt
stets ein Eckpunkt der Menge 82 ist2.

Doch tibertrigt sich diese Analogie nicht auf mehr als 3 Di-
mensionen, wie aus dem Folgenden hervorgeht, wo dic Bezie-
hungen zwischen komprimierten Gitterpunktmengen gleichen
Grades fiir eine beliebige Anzahl # von Dimensionen entwickelt
werden. Bei sinngemiBer? Definition des elementaren Umbaues
ergeben sich ndmlich schon fiir # = 4 Fille, wo die Anzahl der
bei einem einzigen elementaren Umbau verlagerten Eckpunkte
grofler als 1 ist, ~ ja diese Anzahl ist liberhaupt (bereits fiir 2 = 4)
keiner Einschrinkung unterworfen?.

2. Die als ,,Umbauten’* bezeichneten Abinderungsprozesse
dreidimensionaler komprimierter Gitterpunktmengen &£, im
xyz-Raum waren von der Art, dall eine Koordinate, etwa x,
ausgewihlt wurde und dann jeder vom Umbau betroffene Punkt
eine Verlagerung erfuhr, bei der nur seine beiden anderen Ko-
ordinaten y, z gedndert wurden, wihrend seine x-Koordinate
ihren Wert behielt: jeder Punkt verblieb beim Umbau in der

2 Siehe ,,Systeme von Partitionen und Gitterpunktfiguren II. Komprimierte
Gitterpunktmengen®, diese Sitz.ber., 1940, § 6; itber 7 = 2 vgl. ebenda § 5
sowie Monatshefte, I. c. 1, S, 10 ff., Nr. 26.

3 Gemeint ist eine solche Definition, daB der Hauptsatz (Satz 2, Nr. 26)
sowie die in Satz (/), Nr. 12, und (#), Nr. 14, ausgesprochene Eigenschaft er-
halten bleiben.

4 Vgl. Nr. 19, Anm. 37.
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Ebene x = const., in der er urspriinglich lag; daran wurde auch
bei einer Folge von Umbauten festgehalten; wir sprachen von
einem zy-Umbau oder yz-Umbau®. Das Hauptergebnis der be-
ziiglichen Uberlegungen war dann, daB es zu jeder f = &2,
eine ganz in ¥ = 1 gelegene (desgleichen eine weitere ganz in
z =1 gelegene) komprimierte Gitterpunktmenge R (bzw. &) gibt,
sodaB & aus R (bzw. aus &) durch eine Kette elementarer zy-
Umbauten (bzw. yz-Umbauten) gewonnen werden kann.

Im Folgenden wird der entsprechende Hauptsatz (siche Nr. 26,
Satz 2) fiir eine beliebige Anzahl 7 von Dimensionen entwickelt,
wobei fur 7z = p 4 2 (mit p = 1) die Koordinaten mit x, . . .,
%,, ¥, # bezeichnet und wieder solche Umbauten betrachtet wer-
den, bei denen jeder Punkt alle Koordinaten bis auf zwei (nim-
lich alle Koordinaten xq, . . ., x,) beibehilt, also in jener (zwei-
dimensionalen) Ebene x; = const., . . ., x, = const. verbleibt,
in der er urspriinglich lag. Der Beweis dieses Hauptsatzes griin-
det sich (wie der analoge Beweis fiir z = 3 in Note I, 1. c. 2) auf
den (den eigentlichen Kern der vorliegenden Entwicklungen bil-
denden) Nachweis, daB3 jede komprimierte Gitterpunktmenge
&7, soferne nicht alle ihre Punkte in z = 1 liegen, einen elemen-
taren zy-Umbau gestattet (Satz von der Existenz eines elemen-
taren Umbaues: Satz 1 in Nr. 16).

In § 2 werden Hilfsbetrachtungen iiber komprimierte Gitter-
punktmengen vorangestellt. Nach Erklirung der Begriffe ,ein-
fache Umlagerung‘* und ,,Umbau‘‘ einer komprimierten Gitter-
punktmenge in § 3 wird in § 4 und § 5 der erwihnte Existenzsatz
nachgewiesen. § 6 enthilt einige Beispiele, von denen die in
Nr. 20 und 21 angefiihrten den Fingerzeig gaben?®2 fiir die De-
finition des elementaren Umbaues bei 2 > 3. Der in § 7 entwik-
kelte Hauptsatz ermdglicht wieder, so wie dies fiir # = 2 und
n = 3 schon bekannt ist, eine vollstindige Gliederung der kom-
primierten Gitterpunktmengen nach Stammbdumen, worliber
am Schluf3 (Nr. 29, 30) noch Einiges gesagt ist.

5 Uber den Unterschied zwischen zy- und yz-Umbau vgl. Nr. 8, Anm, 20,
Nr. 10, Anm. 23, Nr. 13, Satz (»), sowie Nr. 15,

58 Vgl. den Schlufl von Nr. 20, sowie Anm. 43.

1*



4 Heinrich Tietze

§ 2. Einiges iiber komprimierte Gitterpunktmengen.

3. Unter einem ,,Gitterpunkt’‘ werde in dieser Arbeit stets ein
Punkt mit positiven ganzzahligen Koordinaten verstanden.
Wenn (/) = (21, ..., z;) ein Gitterpunkt im RPist (p = 1), dann
werde mit £(x’) die Menge aller Gitterpunkte (x) = (x4, ..., %)
bezeichnet, die den Ungleichungen

7 14
0<% S%y,-..., O< 2, S

geniligen. Ist M irgend cine Menge von Gitterpunkten, so be-
deute ® £2(M) die Vereinigung der fiir alle Punkte (#') von M ge-
bildeten Mengen £(x"). Die Menge M heif3t komprimiert§, wenn
AE(x') © M fir jeden Punkt (x') von M gilt; anders gesagt, wenn

£ = M

ist. Zu den komprimierten Gitterpunktmengen ist auch die leere
Menge o zu zdhlen?. Offenbar gilt

(a) Durchschnitt und Vereinigung komprimierter
Mengen ist komprimiert.

4. Ist & eine komprimierte Gitterpunktmenge, so werde mit
G (&) der Durchschnitt aller Mengen M bezeichnet, fir welche
A(M) = K ist; C(R) heiBt die ,,Eckpunktmenge, jeder Punkt
aus €(R) ein ,,Eckpunkt’ von &. Die Eckpunkte lassen sich

6 Die Menge 42(M) heiBt , komprimierte Fillung* oder , komprimierte
Hiille* von IM; besteht M == {P} nur aus einem einzigen Punkt P = (z'), so
ist (M) = £({P}) dasselbe wie £(P) = £(x'). Vgl. zu unserem Gegenstand
die (ein wenig anders aufgebaute) Darstellung in Note II, L. c. %, §§ 3, 4, wo
entsprechende Betrachtungen nicht nur innerhalb der Menge aller Gitter-
punkte mit positiven Koordinaten, sondern auch innerhalb einer beliebigen
,,Grundmenge‘‘ angestellt werden.

Fir manche Uberlegungen ist {ibrigens ein Begriff niitzlich, den man als
,,partielle Komprimiertheit* bezeichnen konnte: werden irgend welche ¢
Koordinaten, etwa xy, . . ., 4, gewihlt, so heille (; . . . x)-komprimiert eine
Menge, die mit jedem Punkt (x’) auch jeden den Ungleichungen x; < xi ,

e Xy = x:] geniigenden Punkt (xl, SRS ,17(’1 TEEL :L‘l;) enthilt, Die
gewohnliche (vollstindige) Komprimiertheit ergibt sich, wenn ¢ = % ge-
nommen wird.

7 Vgl. Note I1, 1. c. 2, S. 115, Nr. 47.
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offenbar kennzeichnen als diejenigen Punkte X' = (7}, ..., JL;)
von &, fiir welche keiner der p Punkte X = (x7 -1, x5, ...,
x;,), ce X;, =(xgs -+ x;_l, r; 4 1) zu & gehortd. Nennt
man zwei Gitterpunkte (x') und (x’') ,unabhingig”, wenn
weder (#) zu £(x') noch (x') zu £(x"") gehért?, so ist klar,
daB3 zwei verschiedene Eckpunkte einer komprimierten Gitter-
punktmenge f stets unabhingig sind. Ferner gilt10

(b) Ist dic komprimierte Gitterpunktmenge & endlich und
¢ = G(&) ihre Eckpunktmenge, so ist & = £(E)10a,

Ist ndmlich X' cin beliebiger Punkt von &, der nicht Eckpunkt
ist, und ist X"/ ein zu & gehériger unter den wie oben aus X’ her-
geleiteten Punkten X7, . . ., X;, dann betrachtet man, wenn X"/
nicht selbst Eckpunkt von & ist, die analog aus X'’ hergeleiteten
Punkte X7, ..., X'I; und muB so fortfahrend wegen der Endlich-
keit von § schlieBlich auf einen Eckpunkt (y) von £ stoBen. Da
dann X' zu £(y), somit zu £(€) gehort, so gehort jeder Punkt
von & zu £(C).

Aus der Definition der Eckpunktmenge € (&) folgt noch fir
eine belicbige Gitterpunktmenge N

C (£ (W) = N (1)

denn da € = C(£(M)) der Durchschnitt aller Mengen M mit
(M) = £(N) ist und da N selbst eine dieser Mengen M ist, mul
¢ < 9 sein.

Sind ferner &, &, zwei p-dimensionale komprimierte Gitter-
punktmengen, so gelten die Beziehungen

M — Ry fy)) € E(&Yy + K2, ©)

)

C(R1+ £ S C&Y 4 C&). (3)

9 Vgl. Note I, 1. c. 2, S. 86, Nr. 18.

 Analog heifien / Gitterpunkte (x'), ..., (+®) , ,unabhingig®, wenn fiir
kein & = p. der Punkt + ¥ zu £(x(#)) gehdrt; vgl. auch ,, Komprimierte Gitter-
punktmengen und eine additiv-zahlentheoretische Aufgabe®, Nr. 16 (erscheint
im Journal fiir die reine und angewandte Mathematik).

10 Vgl Note II, 1. c. 3, S. 87, Satz 9 (man beachte, daB 1. c. gemifl Nr, 2,
S. 70, die Endlichkeit von & von vorneherein vorausgesetzt wird).

102 Aus (b) folgt € (#) @ o, wenn & endlich und D o ist,
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Ist nimlich M = &; — £, K, nicht leer ! und X’ ein Eckpunkt
von £ (M), dann gehort von den (wie oben) aus X' hergeleiteten
# Punkten X, ..., X; keiner zu £(MN); da aber X’ als Punkt
aus C(£(N)) gemil (1) zu N und daher nicht zu &, gehort, so
gehért wegen der Komprimiertheit von &, erst recht keiner der
Punkte X7, .. .,/Y;, zu fK,. Daaber § = K + K, =K, + 2N
ist 12, so gehort keiner der p Punkte X zu &; es ist also der zu &
gehdrende Punkt X' ein Eckpunkt von &, womit (2) bewiesen
ist. — Was aber (3) anlangt, so ist klar, dal} ein Eckpunkt X’
von &; - &, wenn er als Punkt von &; + 8, etwa zu &, ge-
hért (A = 1 oder 2), notwendig Eckpunkt von &; sein muB, da
ja die p Punkte X nicht zu £, 4 §, also sicher nicht zu &,
gehoren. Jeder Eckpunkt von 8, -+ &, findet sich also unter den
Eckpunkten von §; oder ;.

5. Spiter brauchen wir den folgenden

Hilfssatz. Seien £ und M zweiendliche komprimierte
Gitterpunktmengen des R? und sei (§) = (&, ..., §,) ein
Punktvon ¢, der nichtzu M gehért. Dann gibtes wenig-
stens eine Gitterpunktmenge E mit folgenden Eigen-
schaften

o) 2 enthilt den Punkt (§);

B) Eist Teilmenge von £ (also & < §);

v) die Menge £ —E dernicht zu E gehérenden Punkte
von £ ist komprimiert;
3) E enthilt keinen Punkt von M (also EM = o);
e) die Vercinigung M + E von M und E ist kompri-

miert.

[1] [1]

Dabei hat der Durchschnitt E; &, zweier Mengen &,
Z,mitden Eigenschaften «) bise) ebenfalls diese Eigen-
schaften. Unter den Mengen E gibt es cine kleinste
X =%¢; & M), die als der Durchschnitt aller Mengen

= definiert werden kann.

11 Fiir die leere Menge o ist €(0) = o, sodaB (2) im Falle 8, S f,, N =0
von selbst erfiillt ist (wie iiberhaupt stets, wenn £2(N) = o ist).

12 Dies folgt unmittelbar aus der Formel A(M L N) = £(M) i 2 (M)
(vgl. Note II, l.c. 2, Gleichung (3), S.77), wenn wir I = &, setzen und
K4 8, =8, + Nsowie 2§ ,) = K, und £(K) = & beachten.
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Um den ersten Teil der Behauptung — die Existenz von Men-
gen E — zu beweisen, betrachten wir die Menge = aller nicht zu
M gehdrenden Punkte von &, fiir die naturlich o), 8), 8) gilt; nach
Hilfssatz (a) gilt aber auch v) und ¢), weil £ — E gleich dem
Durchschnitt von M und £ ist, M + = aber gleich der Vereini-
gung von M und L.

Bezliglich des zweiten Teils der Behauptung ist zunichst klar,
dal} die Eigenschaften «), §), 8) ebenso wie den Mengen =; und
=, selbst, so auch dem Durchschnitt Z; Z, zukommen. Setzen
wir ferner

®1 = 51_5152’
62252 5152,

_2—(91'*‘@ +~1H2)

soist ¥ —E, By = 0; + 0, + Q die Vereinigung der Mengen
0,4+ Q=%¢—E; und 0, + Q =8¢ —=,; sind also diese bei-
den Mengen komprimiert, so ist es gemal (a) auch £ — B, E,,
d.h. £, &, erfiillt o). Endlich erfullt 2, &, auch ¢), da M + =, =,
als Durchschnitt der komprimierten Mengen I + Z; und
M+ =, gemil (a) selbst komprimiert ist.

Nun kann es, der Endlichkeit von £ wegen, nur endlich viele
Teilmengen von £, somit nur endlich viele Mengen E geben. Fiir
ihren Durchschnitt £ gilt also ebenso wie fiir den Durchschnitt
zweier solcher Mengen, da3 ¥ gleichfalls alle Eigenschaften einer
Menge E hat13.

Als Beispiel betrachten wir (fiir p = 2) die mit Hilfe irgend einer ganzen
Zahl @ = 2 folgendermalen gebildeten Mengen: Es sei 9, die Menge der drei
Punkte (1, @ 4 1), (1, @ + 2), (2, @ + 1) und N, die Menge der drei Punkte
(a+1,2), (a+2, 1), (a+ 2, 2), ferner P die Menge der Gitterpunkte mit
xp +x, = a4+ 2, Min (2, 2,) = 2 (und natiirlich x,, x, > 0, vgl. Nr. 3) und
2 die Menge, die alle Gitterpunkte des Quadrates x; < g, 7, < « sowie den
Punkt (z + 1, 1) umfaBt; es seinun £ = P - N, 4 N, und Mirgend eine der
Bedingung PQ € M Q genﬁgende komprimierte Menge; schlieBlich sei
(%) ein Punkt von £ — M =2 —PQ =N; + N,. Dann ist £ (E; &, M)
gleich 9, oder gleich M,, je nachdem (E) ein Punkt von M, oder von M, ist.

13 In dem besonderen Falle 9 = o hat, wie leicht zu sehen, nur die Menge
¢ die Eigenschaften einer Menge & (andernfalls wiirden ja = und £ — =,
als nicht-leere komprimierte Mengen, beide den Punkt (1, ..., 1) enthalten
miissen). s ist also in diesem Falle ¥ (£; £, 0) = ¢ fiir jeden Punkt (£) von £.
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6. Die in Nr.5 betrachteten Mengen = und X geben AnlaB zu folgender
Bemerkung: Wenn man - innerhalb irgend einer ,,Grundmenge® § & NP
(vgl. Anm, 6) als komprimiert eine Menge MM & § bezeichnet, die mit jedem

Punkt (%) = (x(l), cen xop) auch jeden den Ungleichungen x,, < x?, genligen-
den Punkt von § enthiilt, als ,,antikomprimiert‘‘ aber 4, wenn M mit jedem
Punkt () auch jeden den Ungleichungen x, = ;t?, geniigenden Punkt von §

enthilt, dann haben die oben betrachteten Mengen Z innerhalb der Grund-
menge § = £ — £IM die Ligenschaft, sowohl komprimiert als antikomprimiert

zu sein; man konnte E etwa bikomprimiert nennen, wenn es sich als nitig
erweisen sollte, einen besonderen Namen fiir diese Doppeleigenschaft zu haben.
Wird dann fiir eine Menge 9t € § mit A (M) die kleinste bikomprimierte
Menge bezeichnet, die € § und 2 Nist (A (N) = bikomprimierte Hiille oder
Fillung von M), so zeigt sich, daB die oben eingefiihrte Menge X (£; £, M)
= K (M) ist, wenn man § = £ — LM setzt und fiir N die aus dem einen Punkt
(%) bestehende Menge {(£)} nimmt.

7. Wir fligen noch einige fiir spiter niitzliche Betrachtungen
an. Sei p =21, ¢ =1, n =p - ¢ und sei M eine (nicht notwendig
komprimierte) z-dimensionale Gitterpunktmenge im Raum R™
der Koordinaten xq, . .., Zp, ¥1, - -, ¥, Aus M leiten wir nun
gewisse im Raum @? der Koordinaten xy, ..., x, gelegene
Gitterpunktmengen MP(y ') ab, desgleichen auch analoge Gitter-
punktmengen M?(x") im Raum T? der Koordinaten y,, ..., ¥,.
Sei hiezu (') =(¥1, ..., ¥,) irgend ein Gitterpunkt !® des Rau-
mes 2. Dann werde in die Menge IM?(y’) des Raumes ? jeder
Punkt (x) = (x4, . . ., x,,) aufgenommen, fiir den

7 !
(Fpy oo 0 Xy Vi om0 V)

ein Punkt von M ist; analog in die Menge M?(x’) des Raumes
3¢ jeder Punkt (y), fur den

(xiy LIS x;) Y1y - - -,J/q>

zu M gehort. Wihlt man fiir M speziell eine komprimierte Menge
&, so folgt aus der Komprimiertheit von & unmittelbar die Kom-
primiertheit der Mengen £P7(»’) und £%(x") sowie die Giiltigkeit
der Aussage:

14 Vgl, Note II, 1. ¢. 2, Nr. 15, 17, S. 84, 85.
15 Wie schon gesagt (s. Nr. 3), betrachten wir nur Gitterpunkte mit posi-
tiven Koordinaten.
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(c) Gehort (9') zu £(y"), so ist RP(y') 2 {KP(»'"),
nebst der analogen Aussage:

(d) Gehort (x') zu £(x""), so ist K2(x") 2 K(x"").

Die Komprimiertheit aller Mengen MP(y’) und MI(x") ist
aber nicht nur eine notwendige Bedingung fiir diec Komprimiert-
heit von IM; vielmehr gilt auch umgekehrt

() Eine Menge Mist komprimiert, wenn alle zuge-
horigen Mengen MP(y’) und M?(x’) komprimiert sind.

Ist namlich (xi, cen x;, yi, e y;) ein Punkt von M und ist
*y, gx;,yv Syt Su<p, 1 <v <g), so ist nach Voraus-
setzung (#q, . .., #,) ein Punkt von MP(y’), also (xq, ...,
xp,yi, S y;) ein Punkt von M, somit (y;, .. .,y;) ein Punkt
von M(x) und daher (y,, ..., ¥,) ein Punkt von M (x), also
(X1, 7o o Xpy Y1y -+ o V) ein Punkt von M.

8. Offenbar ist im Raum %7 die Menge £? jener Punkte (y), fur
welche £7(y) nicht leer ist (87(y) D o), eine komprimierte
Menge 18, Hiezu sei noch bemerkt: Man kann nicht nur aus & in
der angegebenen Weise die Mengen &7(y) und die Menge E?
bilden, sondern man kann auch umgekehrt von einer kompri-
mierten Menge E? ausgehen, jedem Punkt (y) aus £? eine kom-
primierte Menge &7 (v) D o zuweisen, u. zw. derart da3 diese
Mengen der Bedingung (c) geniigen; hiedurch ist dann allemal
eine zugehorige komprimierte Menge & des R™ festgelegt 7.

Ferner gilt:

(f) Ein Punkt (&,, ..., &,, %1, . - -, 7,) ist dann und nur dann
ein Eckpunkt von &, wenn (£) ein Eckpunkt von 7 () und (7)
ein Eckpunkt von 87(€) ist.

§ 3. Elementarer Umbau einer 7z -dimensionalen
komprimierten Gitterpunktmenge.

9. Ehe wir den fur das Folgende wesentlichen Begriff des
»elementaren Umbaues® erkliren, ist es bequem, gewisse all-

18 Analog gilt fiir jede komprimierte Menge £¢ D p in T 9, daB die Menge
der Punkte (1), fiir welche R9(x) 2 L2 bzw, N9 (x) D List, eine komprimierte
Menge in &P ist.

17 Verwandte Uberlegungen finden sich in Note II, 1. ¢. #, Nr. 51, S. 117.
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gemeinere an einer endlichen #-dimensionalen komprimierten
Gitterpunktmenge auszufithrende Abinderungsprozesse zu be-
sprechen — sic mégen den Namen ,,einfache Umlagerung*
(fiir 2 =2 auch ,,einfacher Umbau‘) erhalten 18; erst nachher
(Nr. 12 ff.) sollen unter diesen Prozessen durch spezielle Merk-
male die ,,elementaren Umbauten* gekennzeichnet werden.

Sei & = &, die abzuindernde komprimierte Gitterpunkt-
menge (72 der Grad, d. h. die Anzahl der Gitterpunkte von §).
Dabei sei # = p -+ 2 = 2. Die n» Koordinaten mégen x4, . . .,
%y, ¥, & heillen. Wir beginnen mit dem Fall # = 2 (wo also nur
die Koordinaten y, z und gar keine Koordinaten x,, auftreten).
Wenn nun aus einer komprimierten Menge & = &, eine eben-
falls komprimierte Menge 8’ dadurch entsteht, daB3 ein Gitter-
punkt G = (n’, {') aus & entfernt und dafiir ein nicht in & be-
findlicher Gitterpunkt 7 = (0", {"") in & aufgenommen wird,
dann heiBe der Ubergang von § zu &' eine ,,einfache Umlage-
rung‘ (oder auch ein einfacher Umbaul9). Hiernach kann #
nicht zur Menge £(G) gehéren (vgl. iiber diese Menge Nr. 3);
und da der Ubergang von &’ zu & gemiB unserer Definition
ebenfalls ein einfacher Umbau ist, so gehdrt auch & nicht zu
k(H), d.h. ¢ und A sind unabhingige Punkte. Es mul also
entweder

0 <", ¢ >T" 4)
oder '

7),>Y)”, cl<cli (5)

sein. Im ersten Fall bezeichnen wir die einfache Umlagerung als
eine zy-Umlagerung, im zweiten Fall als eine yz-Umlage-
rung 2.

Man sieht iibrigens sofort, dafi der Punkt G ein Eckpunkt von
& (analog dann A ein Eckpunkt von &’) sein muf}; hiezu ist
nur zu zeigen (vgl. Nr. 4), daB keiner der beiden Punkte

P1:<7},+1!C,)r Pzz(ﬁ',cl‘f‘l) (6)

18 Uber die Rolle des hier eingefithrten Begriffs ,,einfache Umlagerung*
und seine Abgrenzung sei noch auf Anm. 27, Nr. 13 und 29, Nr, 15 verwiesen.

1% Vgl Anm. 29, Nr. 15.

20 Wegen der Benennungen vgl. Note I, 1. c. ® Anm. 40, S. 89.
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zu & gehort. Nun kann jedenfalls Z mit keinem der Punkte (6)
zusammentfallen, da ja sonst G zu £(H) gehérte; weil nun &'
komprimiert ist und den Punkt G nicht enthilt, so enthilt & auch
keinen der Punkte (6), die daher, weil sie von & verschieden sind,
auch in & nicht vorkommen, was zu beweisen war.

10. Wir kommen zum Fall 2 > 2, also p > 1. Es gebe eine
(nicht leere) Menge X von Gitterpunkten (x) = (xq, .. ., x,) des
RP und zwei Zahlenpaare (¢', '), (4", {'"), derart daB

1) die komprimierte Gitterpunktmenge & = &), alle Punkte

G(x>=(x17' s Xp "7,:2;,> (7)
enthalt, fir welche (x) = (x4, . . ., %) zu X gehort,
2) flr alle diese (x) aus X der Punkt
H(x) = (%, .- x5, 0",C") (8)

nicht zu & gehért,

3) aus & eine ebenfalls komprimierte Gitterpunktmenge &'
entsteht, wenn jeder Punkt (7) durch den entsprechenden Punkt
(8) ersetzt wird.

Ist all dies erfiillt 21, so heie der Ubergang von & zu &' eine
einfache zy-Umlagerung oder einc einfache yz-Umlage-
rung von &, je nachdem (4) oder (5) gilt; daB3 ndmlich entweder
(4) oder (5) gelten muB, sieht man einfach so: man nimmt irgend
einen Punkt (') = (§1, .. ., &;) aus ¥ und betrachtet die zwei-
dimensionale Menge £2(£") aller jener Punkte (y, 2), fiir welche
Gl ... i;,, ¥, ) zu & gehdrt 22; offenbar ist dann 8 2(£') kom-
primiert und erfihrt eine einfache Umlagerung, wenn (3’, {’)
durch (", {'") ersetzt wird ; daraus aber folgt nach dem in Nr. 9
Gesagten, daB3 entweder (4) oder (5) gelten muB 23,

Betrachten wir nun bei unserer einfachen zy-Umlagerung oder
vz-Umlagerung die p-dimensionalen Durchschnittsmengen von

21 UJber diese Abgrenzung des Begriffs ,,einfache Umlagerung® sei noch
auf die Bemerkung in Anm. 27, Nr. 13 hingewiesen.

22 {Jber Mengen R4 (+’) siehe Nr. 7.

2 Wie fiir # = 2 gilt offenbar auch fiir 2 > 2, dafl der zu einer einfachen
zy-Umlagerung inverse Proze§ eine yz-Umlagerung ist.
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Kund &' mit y =7', 2 =1’, und damit die Mengen & (', ")
und £'°P (n', €') (vgl. Nr. 7), sowie die analog gebildeten Mengen
5“{13(_,)//’ C”), ﬁlp(_qll, C”), X0 T

0C XS RP>H,Y), X-{P>H", L) =y,
'5{/1’)(7]/):,/)=!ﬁp<7}/,<l)—£, S?/T)(_qll’cll):@])(T)H’CII) _}_‘%”

daraus ergibt sich die flir das Spitere wichtige Feststellung:

g) Setzt man £ = KP4, ) und M = {KP (", "), dann
hat bei unserer cinfachen Umlagerung die (nicht
leere) Menge £ alle im Hilfssatz von Nr.5 fir eine
Menge Z ausgesprochenen Eigenschaften 8), v), 9), 2).

Man kann sich davon iiberzeugen, dafl umgekehrt gilt:
(h) Ist #n = p 42, p =1, ist & = 8", eine komprimierte

m

Gitterpunktmenge und gibt es zwei Wertepaare (', {'), (o', "
sowie eine nicht-leere p-dimensionale Menge %,

sodaB ¥ — beziiglich der aus & gewonnenen Mengen £7(",C"),
KP (4", €'y — die in (g) genannten Eigenschaften hat,

sodal} ferner fir jeden Punkt (x) = (xq, ..., x,) aus ¥ der
Ersatz von (n', ') durch (3", T'") eine einfache Umlagerung
der 2-dimensionalen Menge £2(x) darstellt,

dann liegt eine einfache Umlagerung von & vor, wenn fir

alle (x) aus X der Punkt (7) durch (8) ersetzt wird.

Denn offenbar ist fiir jedes (, 2) (ob es nun gleich (4/,¢’) oder
(n",¢"") ist, oder nicht) die Menge &' (v, z) komprimiert; ferner
ist fur jeden Punkt (x) (ob er nun zu ¥ gehort, oder nicht) die
Menge 8&'2(x) komprimiert; daraus aber folgt gemdl Satz (e),
Nr. 7, die Komprimiertheit von &', auf die es beim Nachweis
von (h) ankommt.

11. Es gelten die Sitze

(i) Bei einer einfachen Umlagerung befindet sich unter den
Punkten (7), die beim Ubergang von & zu &' durch die ent-
sprechenden Punkte (8) ersetzt werden, wenigstens ein Eckpunkt
von .

(j) Ein von einer cinfachen Umlagerung betroffener Eckpunkt
(7) von & geht stets in einen Eckpunkt von & {iber.
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Zum Beweis von (i) nehmen wir die fiir die Umlagerung gemif
Nr. 10 maBgebliche Menge ¥. Sei dann (£”) ein Punkt von € (£(%))
(vgl. 19®) also gemaB (1), Nr. 4, selbst ein Punkt von X. Dann er-
fihrt nach dem in Nr. 10 Gesagten die 2-dimensionale Gitterpunkt-
menge §2(£") eine einfache Umlagerung, wenn der Punkt (4, {")
durch (5", T'") ersetzt wird; somit ist (4, {') gemal Nr. 9 ein
Eckpunkt von £2(£’). Da auBlerdem (§’) ein Eckpunkt von
K2y, ¢') ist?4, so ist der Punkt (7, .. ., ’c:;,, 7', ') gemil
Satz (f), Nr. 8, ein Eckpunkt von &, womit Satz (i) bestitigt ist.

Ist z=3, p =1, so ist £(¥) ebenso wie ¥ eindimensional, kann
also nur einen einzigen Eckpunkt haben, woraus sich — wenn man
fiir 7 = 2 noch Nr. 9 beachtet — der folgende Zusatz zu (i) ergibt:

(k) Ist 7 = 2 oder = 3, so wird von einer einfachen Umlage-
rung einer komprimierten #-dimensionalen Gitterpunktmenge &
nur ein einziger Eckpunkt von & betroffen.

Zum Beweis von (j) betrachten wir einen von der Umlagerung
betroffenen Eckpunkt (7); es sei dies (B E;, 7', ¢'). Dann
ist ) =&, - - E;,) nach Satz (f), Nr. 8, ein Eckpunkt von
8067, 8) = R, L) + X =R, ) - AE) (vl
Anm. 24), somit — weil nicht zu &P (', ') gehorig, ein Eck-
punkt von £2(¥) (dies letztere gemif (3), darin &, = £2(X),
Ko =8'P(y’, ) gesetzt). Dann aber ist (£) notwendig ein Eck-
punktvon 8'2(n", ") = KP(n", ")+ X =8P (1", ") L (%)
(u. zw. gemalB (2), darin 8; = £2(%¥), &, = KP (1", ") gesetzt).
Andrerseits ist (", T'") Eckpunkt von £’2(£’) (nach dem in
Nr. 9 iber eine einfache Umlagerung einer 2-dimensionalen
Gitterpunktmenge Gesagten). Beides zusammen ergibt nach
Satz (f), daB (£3, ..., €5, 1", §"") cin Eckpunkt von &' ist,
womit (j) bewiesen ist.

28 Dal namlich keiner der aus X' = (Ell, . E,;) gemilB Nr. 4 gebildeten
# Punkte X; v, X; ufP (V) =8"P(, )+ XE=R'P () L £(¥)
= { gehort, ist klar, weil erstens diese Punkte ebensowenig, wie der Punkt A7’
selbst, zu & /P (x', ') gehdren und zweitens diese Punkte — da X' Eckpunkt
von £(X) ist — auch nicht zu £(X) gehoren.

Diese Uberlegung deckt sich mit derjenigen zum Nachweis der Formel (2)
in Nr.4, aus der man das obige Resultat erhilt, wenn man &, = £(¥),
Sy = R'P(xy’, ¢') setzt. Denn wegen £ = K, + X (= f, L &) ist ja
C=24) DA =8, also &, — ¥ S &,, wegen K, ¥ =00 also
Ry — ¥ = H, 8, oder {; — {8/, =%,
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12. Gewisse spezielle unter den einfachen Umlagerungen wer-
den wir als ,,elementare Umbauten’’ bezeichnen. Wir beginnen
mit dem Fall # = 2. Wie in N. 9 besprochen, gelten fiir eine ein-
fache zy-Umlagerung, bei der der Punkt G = (n’, ') durch den
Punkt Z = (3", T") ersetzt wird, die Ungleichungen (4), die
wir auch in der Gestalt

ST = 0z 4 ©)

schreiben koénnen. Die betrachtete Umlagerung heiffe nun ein
melementarer zy-Umbau® von £ = &2,
einer der beiden Relationen (9) das Gleichheitszeichen gilt 22.

Nimmt man an, eine komprimierte Menge & = R2, geche
durch eine ecinfache zy-Umlagerung, bei der G = (4/, {’) durch
H = (", (") ersetzt wird, in &’ lber; es gebe ferner cine ein-
fache zy-Umlagerung von &', bei der A durch / = (¢'", ") er-
setzt wird und &’ in &'’ tibergeht; dann folgt aus ¢’ >¢" >,
7), < 7)” < 7]”/, daB

CIII<Z—I__1’ 7)III>,r)I_I_1 (10)

wenn in wenigstens

ist; der Ubergang von & zu 8’ ist also gewil3 kein elementarer
Umbau. Erst recht gilt dies, wenn der Ubergang von & zu einer
anderen komprimierten Gitterpunktmenge £ durch mehr als
zwei einfache zy-Umlagerungen hergestellt wird. Es gilt also 26
— und darin liegt die Begriindung fir die Bezeichnung ,ele-
mentar‘’ —

() Ein elementarer Umbau einer &2 148t sich nicht
in zwei oder mehr einfache Umlagerungen zerlegen.

13. Nunmehr definieren wir im Falle 2 > 2: Eine einfache
zy-Umlagerung U einer &7 heiBe ein elementarer zy-Umbau,
wenn auBler den in Nr. 10 angegebenen Bedingungen 1), 2), 3)
noch die folgenden 4), 5) erfillt sind:

*5 Dabei nennen wir den elementaren Umbau vom Typus I bzw. I1I, wenn
nur in der ersten bzw. nur in der zweiten Relation (9) das Gleichheitszeichen
gilt; vom Typus II, wenn es beidemal gilt. Vgl. Note II, 1. c. 2, Nr. 25,

28 Siehe hiezu auch Monatshefte 49, 1. c. 1. Die Tatsache, dal} jede einfache
Unmlagerung einer .an sich durch eine endliche Anzahl aufeinanderfolgender
elementarer Umbauten ersetzen liBt, kommt im Folgenden nicht weiter zur
Geltung (vgl. hiezu tibrigens Anm. 29, Nr, 15).
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4) In wenigstens einer von den beiden mit (4) gleichwertigen Re-
lationen (9) gilt das Gleichheitszeichen; anders gesagt: betrachtet
man fiir irgend einen zu ¥ gehérigen Punkt (x') = (x7, ..., x;)
die (gemdB Nr. 7) zugehorige 2-dimensionale komprimierte
Gitterpunktmenge £2%(x'), so ist die einfache zy-Umlagerung
von £2(x"), bei der G = (', C') durch H = (4", {"’) ersetzt
wird, ein elementarer Umbau im Sinne von Nr. 12.

5) Es gibt keine nicht-leere echte Teilmenge 1 von £ (also
0 C rc ¥),sodaBmanaus & = 8 eine komprimierte Gitterpunkt-
menge erhielte, wenn man fiir jeden Punkt (x) = (x4, .. ., x,)
aus 1 den Punkt (7) durch den Punkt (8) ersetzt; anders gesagt:
es gibt keine einfache zy-Umlagerung von &, die darin besteht,
daB von den beim Umbau U stattfindenden Verlagerungen nur
ein Teil ausgefithrt wird 27.

Vertauscht man in unseren. Definitionen des elementaren
zy-Umbaues flr # = 2 und 7 > 2 die Rolle der Koordinaten »
und z, so erhilt man die Definition des elementaren yz-Umbaues.
Dann gilt offenbar fiir » = 2:

(m) Der zu einem elementaren zy-Umbau einer &7 inverse
ProzeB ist ein elementarer yz-Umbau und umgekehrt 28,

27 Uber das Verhiltnis der Begriffe ,,einfache Umlagerung® und ,.elemen-
tarer Umbau® sei Folgendes bemerkt. Durch den Gegenstand selbst bedingt
ist der Begriff des elementaren Umbaues. Fiir seine Erklarung bequem erwies
sich als Vorstufe der allgemeinere Begriff der einfachen Umlagerung. Man
konnte sich fragen, ob etwa in die Definition der einfachen Umlagerung die
Forderung 5) mit aufzunehmen wire, wobei dann die elementaren Umbauten
nur durch Forderung 4) unter den einfachen Umlagerungen ausgezeichnet
wiiren, Es erschien aber einfacher, 5) erst fiir die elementaren Umbauten zu
fordern. Da, wie gesagt, die einfachen Umlagerungen nur als Zwischen-
stadium fiir die Definition der elementaren Umbauten auftreten, so ist die
Frage fiir das Folgende belanglos und nicht behandelt, ob jede einfache zy-
Umlagerung — wie dies fiir 2 = 2 der Fall ist — soferne nicht selbst ein ele-
mentarer zy-Umbau, sich durch eine Kette elementarer zy-Umbauten her-
stellen it und somit einen zy-Umbau im Sinne von Nr. 15 darstellt (wegen
7z =2 vgl. Anm. 29).

28 Von den beiden inversen Prozessen ist der eine vom Typus I bzw. II
bzw. III (vgl. Anm. 23), wenn der andere vom Typus III bzw. II bzw. I ist.
Dabei wird fiir 2 > 2 der Typus bestimmt durch den Typus des in Be-
dingung 4) auftretenden elementaren Umbaues der 2-dimensionalen Mengen

K2(z").
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14. Zur Rechtfertigung der Benennung ,elementarer’ Um-
bau beweisen wir flir 2 >> 2 den zu (I) analogen Satz:

(n) Ein elementarer zy-Umbau eciner &7 14Bt sich
nicht in zwei oder mehr einfache zy-Umlagerungen
zerlegen.

Es geniige, um dies einzuschen, die Zusammensetzung von
zwei einfachen zy-Umlagerungen zu betrachten. Soll das Ergeb-
nis wieder eine einfache Umlagerung sein, so sind nur die beiden
Fille moglich:

a) sdmtliche Punkte (8), die bei der ersten Umlagerung als
Ersatz fir die Punkte (7) aufgetreten sind, werden entfernt und
ihrerseits ersetzt durch Punkte

J@) =1, ooy xp, 0", ), (11)

wobei dann aber notwendig (10) gelten muB, sodal der Ersatz
der Punkte (7) durch die Punkte (11) — wegen Nichterfiilltsein
der Forderung 4) von Nr. 13 - gewiB kein clementarer zy-Um-
bau ist.

b) wenn bei der ersten einfachen Umlagerung fir alle zu einer
ersten Menge X gehérenden Punkte (x) = (xy, ..., x,) die
Punkte (7) durch (8) ersetzt werden, dann werden bei der zweiten
einfachen Umlagerung fiir genau dieselben Werte +', {’, 4"/, "
wiederum Punkte (7) durch die entsprechenden Punkte (8) er-
setzt, jedoch nunmehr fir alle (x) aus einer zu ¥ punktfremden
Menge ¥;. Das Ergebnis der beiden Umlagerungen ist dann der
Ersatz der Punkte (7) durch (8) fiir alle (x) aus ¥ + ¥, was
— wegen Nichterfiilltsein der Forderung 5) — wieder kein elemen-
tarer zy-Umbau ist.

15. AnschlieBend an die Definition des elementaren zy-Um-
baues werde allgemein der Begriff des ,,zy-Umbaues’ einer
komprimierten #z-dimensionalen Gitterpunktmenge & = &7 er-
klirt, u. zw. als der Ubergang von & zu ciner Menge £, dic
aus & durch eine endliche ein- oder mehrgliedrige Folge elemen-
tarer zy-Umbauten gewonnen werden kann 29,

2% Es ist bekannt (vgl. Note 111, diese Sitz.ber., 1940, S. 137, Nr. 6, und
den allgemeineren Satz (g) in Monatshefte f. Math. u. Physik, 49 (1940),
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Der analog durch eine Folge elementarer yz-Umbauten er-
klirte Begriff des ,,yz-Umbaues’ stellt den zum zy-Umbau in-
versen ProzeB dar (vgl. hiezu (m)).

§ 4. Beweis eines Existenzsatzes in einem Sonderfall.

16. Der Hauptsatz iiber den Umbau komprimierter #-dimen-
sionaler Gitterpunktmengen (vgl. Nr. 26, Satz 2) beruht auf fol-
gendem LExistenzsatz:

Satz 1. Sei #=p + 2. Die im (x;...x,y2)-Raum ge-
legene endliche komprimierte Gitterpunktmenge
£ =87 gehore nicht ganz der Ebene z =1 an. Dann
gibt es wenigstens einen an & ausfiithrbaren elemen-
taren zy-Umbau .

Wie wir in § 5 schen werden, ist der allgemeine Beweis von
Satz 1 sehr einfach durch vollstindige Induktion zu fihren, so-
bald der Satz fiir den Sonderfall bewiesen ist, da3 alle nicht
der Ebene z = 1 angehdrenden Punkte von & in der Ebene y = 1
liegen. Wir wollen daher zunichst (Nr. 17) den folgenden Satz
beweisen, der flir den betrachteten Sonderfall zugleich eine zu-
sitzliche Behauptung in sich schlieBt:

(p) Wenn von der Menge & des Satzes 1 alle nicht in
z =1 gelegenen Punkte in der Ebene y =1 liegen und
wenn Z (2 2) den groBten Wert der z-Koordinate eines
Punktes von & bedeutet, dann gibt es wenigstens
einen an & ausfiithrbaren elementaren zy-Umbau der-

S.13), daB fiir 7 = 2 eine einfache zy-Umlagerung sich durch endlich viele
elementare zy-Umbauten ersetzen liBt, also der obigen Definition gemil
selbst ein zy-Umbau ist. Daher konnte bei 72 = 2 ohneweiteres statt ,,einfache
Umlagerung® auch ,,einfacher Umbau* gesagt werden (vgl. auch Anm. 27,
Nr. 13).

30 Die zunichst dem Falle # = 3 angepalBite Bezeichnung ,,Ebene z = 1
ist im Falle 7 = 2 durch ,,Gerade z = 1 zu ersetzen. Ubrigens ergeben sich
in diesem Falle beim Beweis starke Vereinfachungen (vgl. Anm. 32). Der
Inhalt unseres Satzes ist dabei im Falle »# = 2, ebenso wie fiir # = 3, nicht
neu (vgl. § 1 sowie im besonderen Monatshefte 49, 1. ¢. 1, Nr. 35 - wo aller-
dings von Zahlensystemen statt von 2-dimensionalen Gitterpunktmengen ge.
sprochen wird — und Note II, 1. c. 2, Nr, 36, S. 1006, Satz 17).

Miinchen Ak, Sb. 1941 T 2
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art, dall die davon betroffenen Punkte der Ebene
z =2 angeh6ren3.

17. Zum Beweis von (p) betrachten wir die Gesamtheit aller
in 2 = Z (und dann zugleich in ¥ = 1) liegenden Punkte von f;
diese Gesamtheit liefert uns eine p-dimensionale 3% komprimierte
Gitterpunktmenge 87 (1, Z) des (x; . . . x,)-Raumes (vgl. Nr.7),
die wir auch mit 87 (', {") = £ bezeichnen werden, wobein’ =1,
(' = Z gesetzt sel.

Weiters betrachten wir, wenn ¥ (> 1) den gréBten Wert der
y-Koordinate eines Punktes von § bedecutet, die p-dimen-
sionalen komprimierten Gitterpunktmengen M, = K (y, 1) fiir
1 £y £V + 1. Wir unterscheiden dann die Fille:

DZ>3 und II)Z=2;

im Falle I) unterscheiden wir noch, ob ¥ © £, (Fall I, 1) oder
ob & =M, ist (Fall I, 2). In allen Fillen werden wir die Be-
zeichnungen G (x) und A (x) fiir die Punkte

Gx)=(xy,...,72,,7',C"), (12)
H(x) = (xq, ..., 2,,7",0") (13)

verwenden, wobei ', ' wie oben erklirt sei, wihrend 7'/, "
noch in jedem der Fille besonders zu erkliren sein wird.

31 Liegt nicht der betrachtete Sonderfall vor, dann gibt es nicht immer
einen elementaren zy-Umbau, von dem ein Punkt mit z = Z betroffen wird.
Das sieht man z. B. schon im Falle 2z = 2 bel der aus den Punkten (1, z) mit
1=z =4 und (2, 2) mit 1 = z = 3 bestehenden Menge .ﬁ? (Vgl. hiezu
das in Note II, 1. ¢. 2, 5. 9o, Nr. 21, letzter Absatz, Gesagte).

% Im Falle 7 = 2, p = o besteht ¢, desgl. fiir y << ¥+ 1 jede Menge My,
aus einem einzigen Punkt (des null-dimensionalen Raumes), wihrend m,
fiir y = ¥ + 1 leer (= p) ist. Die im Iolgenden gegebene I'allunterscheidung
I 1) und I 2) besagt einfach, dal3 der Punkt (y, z) = (2, 1) das einemal nicht
zu U gehort, das anderemal zu & gehdrt; im Falle 1) ist 2 = ¥. Anstelle
von (12), (13) treten einfach die Punkte (n’, '), (4", {’') und der elemen-
tare zy-Umbau besteht einfach darin, daf der Punkt (3', ') = (1, Z) er-
setzt wird durch den Punkt (¢, '), d. h. durch (2, 1) bzw. (2, 2) bzw.
(Y -+ 1, 1), jenachdem IFall I1) bzw. I 2) bzw. 1I) vorliegt.

Da hiermit der Fall 2 = 2 erledigt ist, konnen wir im Text weiterhin den
Fall 72 > 2 vor Augen haben.
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Im Falle I, 1) sei (§') = ¢y, ..., &},) ein Punkt von £, der
nicht zu M, gehdrt. Wir bilden, dem Hilfssatz in Nr. 5 gemil,
die Menge ¥ = ¥ (§/; & 9M,) und gewinnen aus & eine Menge
£, indem wir ¢’ = 2, T"" = 1 setzen und fiir jeden Punkt (x)
aus ¥ den Punkt G (x) durch # (x) ersetzen. Der Ubergang von
£ zu &' erweist sich offenbar als ein elementarer zy-Umbau 3
von &, — der zugleich wegen (' =2 der Nebenbedingung des
Satzes (p) gentigt, — sobald nachgewiesen ist, dal3 {’ komprimiert
ist, Hiezu ist gemaB Nr. 8 nur zu zeigen, daf3 die fiir die Werte-
paare (y, 2) gebildeten Mengen &7 (y, z) der Bezichung

R (y,2) 2Ry 2% fir y <50 2 520 (149)

gentigen. Beachtet man nun, daB fir alle Wertepaare (v, 2), die
von (7', {') oder (4", {'") verschieden sind, &'7(y, z) = 8(y, 2)
ist; beachtet man ferner, daB fiir alle Wertepaare (v, 2) == (1/,{’)
mity’ <9, < 2z durchwegs &P (y, 2) = &2 (y, 2) = o ist; be-
achtet man schlieBlich, daBl (¢",{"") das einzige Wertepaar (v, 2)
ist, fiir welches 8P (y, 2) D K7 (y, 2) ist, so bleibt fiir den Nach-
weis von (14) nur librig, die eine Beziehung

~Si«'lp('f]”——" 1, cli) ij ﬁlp(,qlly CI/) (15)

oder &'7 (1,1) 2 &'P (2, 1) festzustellen; diese Bezichung ist
aber cine unmittelbare Folge der Beziehungen 77 (1,1) =
= {P(1,1), 8'2(2,1) =M, + ¥, M, = K?(2,1) € K°(1,1),
XS X=8"(1,Z) < K (1,1). Es ist also & komprimiert und
Satz (p) im Falle I 1) bewiesen.

Im Falle I 2), wo £ & M, ist, setzen wir 7' =2, " = 2, wo-
bei M* = RKP(n", L") offenbar = o und daher ~ unter (£') cinen
beliebigen Punkt von ¥ verstanden ~ ¥ =X (£'; ¢, M*) = L ist
(vgl. Nr.5, Anm. 13). Ersetzen wir dann fiir jedes (x) aus ¥ = &
den Punkt G (x) durch H (x), so erweist sich dies als ein dem
Satz (p) geniigender elementarer zy-Umbau3? von &, sobald fiir

die entstchende Menge &' die Komprimiertheit, d. h. das Be-

3% Dieser elementare Umbau ist wegen {'—U{" =Z-—1 > 1vom Ty-
pus 111,

1 Dieser elementare Umbau ist vom Typus 111 oder I1, je nachdem Z > 3
oder Z = 3 ist.

2%
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stchen der Beziehungen (14) nachgewiesen ist. Die entsprechen-
den Uberlegungen wie im Fall I 1) ergeben, daB hiezu nur die
Feststellung der Bezichungen

RI]D(,Y)II__I,CII) ;ﬁl])(_qll,cll), Ji\lp(,r]//,cll__1> ;'St,pcf]”,?;”)

oder

KIP(1,2 2 R'P (2, 2), K'P(2,1 2 8P (2, 2)

notig ist. Diese aber ergeben sich unmittelbar aus {'? (1, 2) =
=8P (1,2), P2, 1) =82, 1) =M, 2 Lund K'P(2,2) =
=M* X =¢=8"(1,2) = &P (1, 2). Es ist also Satz (p)
auch im Falle I 2) nachgewiesen.

Im Falle II) werde mit M, ., die erste der Mengen M
(v =1,2,..., Y 4 1) bezeichnet, sodaB3 ¥ £, ist, also £ solche
Punkte enthilt, die nicht zu M, gehoren. Wegen £ & 8P (1, 1)
=M, und My, =KP°Y +1,1)=o0ist 1 2 Y. Wir
withlen fiir (£') einen Punkt aus £, der nicht zu M, , gehort,
setzenv'' =/4+1,¢" =1, bildendie Menge =XE"; £, M, . ,);
indem wir nun fiir jedes (x) aus X den Punkt G (x) durch
H (x) ersetzen, gewinnen wir aus & ecinc neue Menge &',
deren Komprimiertheit mit dem Nachweis der Bezichungen (14)
festgestellt ist. Durch entsprechende Uberlegungen wic in den
fritheren Fillen sicht man, dal3 es dabei nur auf den Nachweis
von (15),d. h.von &P (%, 1) 2 K'P (4 +1 1) ankommt; diese Be-
ziechung istaberaus 87 (%,1) = &7 (4, 1) =M, K'P (L + 1,1) =
=8P+, +FX=W;, ., + & MW, ., &M, XSS C—m‘h
unmittelbar ersichtlich. Sonach stellt der Ubergang von & zu &’
einen dem Satz (p) geniigenden elementaren zy-Umbau von &
dar 3%,

Satz (p) ist damit in allen Fillen bewiesen.

§ 5. Allgemeiner Beweis des Existenzsatzes.

18. Wir kommen zum allgemeinen Beweis des Existenzsatzes
(Satz 1 in Nr. 16). Der Grad 7 von & = &, mul > 2 scin, da

35 Dieser elementare Umbau ist vom Typus [ oder 11, je nachdem /Z > 1
oder 7 = 1 ist.
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fiir m = 1 der einzige Gitterpunkt von & der Punkt x; = ...
=zx,=y =2 =1 ist, sodaB & keinen Punkt auBerhalb z =
aufweist, somit den Voraussetzungen von Satz 1 nicht entspricht.
Ist nun # = 2 und enthilt & einen Punkt mit z > 1, so kann
dies nur der Punktx; = ... =x, =9y =1, 2 = 2 sein, der zu-
sammen mit dem vorgenannten Punkt die komprimierte Menge
£7 ausmacht. Fir diese Menge &7 liegt der in Nr. 16 besprochene
Sonderfall vor, fiir welchen Satz (p) und somit Satz 1 bereits als
glltig nachgewiesen ist. Beim allgemeinen Beweis des Satzes 1
kénnen wir daher voraussetzen, es sei 7 >> 2 und fiir 8, liege
nicht der Sonderfall vor, und wir kénnen die Annahme machen,
fiir alle 87 von einem Grad / < sei Satz 1 giltig.

Um dann durch vollstindige Induktion die Giiltigkeit von
Satz 1 fur & = &), zu beweisen, betrachten wir die Menge aller
dem Bereich ¥ > 1 angehérenden Punkte von & und unterwerfen
sic der Parallelverschiebung

yi=y—1 (16)

Die so entstehende Menge £} ist natiirlich komprimiert; und da
nach Voraussetzung fiir &, nicht der Sonderfall vorliegt, so ist
£7 nicht leer und liegt auch nicht ganz in der Ebene 2 = 1. Ge-
mil unserer Annahme gibt es dann wegen / < 7z einen elemen-
taren zy-Umbau U; von &}, bei dem gewisse Punkte G, (x) =
=(%y, ... %y, N1, {') durch Punkte A, (x) = (%1, ..., x,, 01, C'")
ersetzt werden. Bezeichnen wir nun mit G (x) bzw. HM,) jene
Punkte, die aus G, (x) bzw. H,(x) durch die zu (16) inverse
Transformation v = v, + 1 hervorgehen, so ist der Ersatz der
zu & gehorenden Punkte G (x) durch die Punkte 4 (x) offenbar
ein elementarer zy-Umbau von & = &);, womit Satz 1 allgemein
bewiesen ist.

§ 6. Beispiele elementarer Umbauten mehrdimensionaler
komprimierter Gitterpunktmengen.

19. Sei n=p 42, p 21 und Q =2} eine beliebige kom-
primierte Gitterpunktmenge vom Grad ¢ =21 im (¥, ...x,)-
Raum. Diec - offenbar komprimierte — Menge F = .5\;}1 des
(¥1...2,y5)-Raumes (mit 72 = 2¢) umfasse alle Punkte
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(*15 .. Xp, 1, 5), flr welche (x) == (x4, ..., x,) ein Punkt von
£ und z gleich 1 oder 2 ist. Man erkennt an Hand der Entwick-
lungen in § 4 leicht, daB nur ein einziger elementarer zy-Umbau
von & existiert, der darin bestcht, dal} fiir jedes (x) aus L der
Punkt (xq, ..., x,, 1, 2) durch den Punkt (x4, ..., x,, 2, 1) er-
setzt wird 3%, Die so entstehende Menge &' liegt ganz in 2z =
gestattet also keinen weiteren zy-Umbau 37,

b

20. Seip = 2, n = 4, ferner Q die Menge der 3 Punkte in der
(x1x9)~-Ebene mit den Koordinaten (1, 1), (2, 1), (1, 2); dann sei
& = 5 die Menge der 6 Punkte (x4, x,, 1, 2), fiir welche & =1
oder 2 und (xy, x,) cin Punkt aus Q ist. Es wird also & durch
Fig. 1 wiedergegeben, wenn der dreidimensionale Raum der

Z P4

@D ‘ @D

X7 X7

X2 X2

Fig. 1. Fig. 2.

Figur den Teilraum v = 1 des vierdimensionalen (xyx,92)-
Raumes darstellt 3. Ersichtlich liegt hier ein spezieller Fall des
allgemeinen Beispiels von Nr.19 vor; und man erkennt wic dort,
daB nur ein einziger elementarer zy-Umbau von § moglich ist,
wobei die entstchende Menge &’ sowohl die in Fig. 2 darge-
stellten 3 Punkte des Teilraumes ¥ =1 enthdlt, als auch 3 weitere
Punkte, die durch dasselbe Bild im Teilraum y = 2 dargestelit

36 ¥ir diesen Umbau liegt Fall II) von Nr. 17 vor und es ist dabei 2 = 1,
M, =8=92, M, =0, =5

37 & hat offenbar (in z = 2) soviele Eckpunkte, als es Eckpunkte von £
gibt. Da deren Anzahl fiir = 2 keiner Beschrinkung unterliegt, so kann fiir
7 = 4 die Anzahl der von einem elementaren Umbau betroffenen Eckpunkte
beliebig grof} sein.

38 Die eingezeichneten Halbgeraden sind nicht die Halbachsen durch den
Nullpunkt (x4, x,, 2) = (0, 0, 0), sondern die zu ihnen parallelen Halbgeraden
durch den Punkt (1, 1, 1). Dasselbe gilt fiir die Figuren 2, 3a, 3b und 6 bis 21.
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werden koénnen 39, Die Gitterpunktmenge & hat zwei Eckpunkte
(2, 1, 1, 2) und (1, 2, 1, 2), die alle beide von unserem elemen-
taren Umbau betroffen werden 49,

21. Sci p = 2, n = 4; sei in der (xx,)-Ebene £, die Menge
der 10 Gitterpunkte mit x; - x, < 5, Q, die Menge der 4 Gitter-
punkte mit x; < 2, x, < 2 (natiirlich allemal mit positiven Ko-
ordinaten). Sei & = 8,3 die Menge der 28 Punkte des (x;x, v2)-
Raumes, fiir welche 2 =1 oder = 2 und (xy, x,) irgend ein Punkt
von Q4 bzw. von £, ist, je nachdem y = 1 oder = 2 ist, Diese

4

2

X7

X2

Fig. 3a. Fig. 3b.

Menge & wird durch die Figuren 3a und 3b dargestellt, die eine
die Punkte des Teilraumes 3 = 1 enthaltend, die andere die
Punkte des Teilraumes y = 2.

Wir fithren noch die Bezeichnung N, ein fiir die Menge der
3 Gitterpunkte (xy, ) mit 2y + 25, <5, 2y =3 und N, fur
die Menge der 3 Punkte mit xy + x5 <5, x5 = 3; dann ist
Q. =92, + Ny + N,. Wir werden die aus & gemiB Nr.7 zu einem
Wertepaar (x,, x,) bzw. (¥, z) gehorigen Mengen 89(x;, x,)
bzw. 87 (¥, 2) zu bilden haben. Nun hat in unserem Falle sowohl
palsn—p =g den Wert 2. Um bei speziellen fur (x,, x,) bzw.
(¥, £) eingesetzten Zahlenwerten zu wissen, ob &2 (x4, x,) oder
£2(y, 5) gemeint ist, werden wir fiir die oberen Indizes ¢ und p
nicht ihren Wert 2 einsetzen, sondern die Buchstabenbezeichnung
g bzw. p beibehalten.

3 Man konnte offenbar zur Veranschaulichung von &' wieder die Figur 1
verwenden, wenn man darin die Buchstaben y und z vertauscht.

10 Vol. die Bemerkungen in Nr. 1 und 2 iiber den Begriff des elementaren
Umbaues bei 2 > 3.
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Um nun die Gesamtheit aller an & ausfithrbaren elementaren
zy-Umbauten aufzustellen, halten wir uns den Satz (h) von
Nr. 10 iiber einfache Umlagerungen sowie die in Nr. 13 gegebene
Kennzeichnung eines elementaren zy-Umbaues vor Augen; dar-
nach muB ein zu einem solchen zy-Umbau von & gchériges Paar
von Wertepaaren (9, {’), ("', {'") notwendig bei einem elemen-
taren zy-Umbau einer 2-dimensionalen Menge R7(x, x,) =
K2 (x,, xp) auftreten. Wir werden daher zunichst fiir die verschie-
denen (x, x,) und die zugehérigen Mengen 8%(x,, x,) die mog-
lichen elementaren zy-Umbauten aufsuchen; nachher wird fir
jedes der zugehorigen Paare von Wertepaaren (v, '), (¢, ')
gemil Satz (h) und Nr. 13 zu priifen sein, ob es einen zugeho-
rigen elementaren zy-Umbau unserer vierdimensionalen Menge
& gibt.

Beginnen wir zunichst mit denjenigen Punkten der (ayx,)-
Ebene, die zu 2, gehéren. Die zu einem solchen Punkt (x,, x,)
gehorige Punktmenge 87 (xy, x,) umfalit, wie aus der Definition
von & und aus den Figuren 3a, b ersichtlich ist, alle 4 Gitter-

z

Fig. 4

punkte der (yz)-Ebene mit y < 2, 2 < 2, wird also durch Fig. 4
dargestellt L. Diese 2-dimensionale Menge 87 (x,, x,) gestattet
nur einen einzigen elementaren zy-Umbau, nimlich denjenigen,
bei welchem (v, {’) = (2, 2) tibergeht (4", (") = (3, 1). Um ge-
mab (h) zu sehen, ob fiir diese Werte eine einfache zy-Umlagerung
von & moéglich ist, bilden wir die Mengen £ =87 (3, ') = 87 (2, 2)
und M = KP (»", T’) = &P (3, 1). Es ergibt sich &€ = Q,,
M = o (leer). Die gemaB (h) fur die Umlagerung maBgebliche

41 Die eingezeichneten Halbgeraden bedeuten die zu den positiven Halb-
achsen des Koordinatensystems parallelen Halbgeraden durch den Punkt (1, 1)
und das Gleiche gilt fiir Fig. 5 (vgl. Anm. 38). Die Punkte von 8¢ (x,, 1)
sind in beiden Figuren durch @ gekennzeichnet, der Punkt (4", L") durch O.
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Menge £ muf} nun eine nicht-leere, zu M fremde Teilmenge von
£ sein, sodaBl £ — ¥ und M 4 ¥ komprimiert sind; das ist aber
nur so moglich, dall X = Q, genommen wird; es ist also fiir
jeden Punkt (&) von £, die gemd Nr.5 gebildete Menge
¥(&; 8 M =8 =9,. Damit haben wir:

(q) Ein elementarer zy-Umbau unserer Menge & liegt vor,
wenn fiir jeden Punkt (x;, x,) aus £, der Punkt (x,, x,, 2, 2) durch
(21, %9, 3, 1) ersetzt wird. Die so entstehende komprimierte
4-dimensionale Gitterpunktmenge &/, die im Hinblick auf spitere
Betrachtungen mit &g bezeichnet werde 42, enthilt im Teilraum
v =1 die in Fig. 10 dargestellten 20 Punkte des (x;x,2)-Rau-
mes; in jedem der Teilrdume y = 2 und y = 3 aber diejenigen
4 Punkte (xq, x,, £), die in Fig. 21 dargestellt sind. —

Wir kommen zu jenen Punkten (xq, x,), die zu 9, — 2, =
N, -+ N, gehodren. Die zu einem solchen Punkt gehorige 2-dimen-

Fig. 5

sionale Menge 87(xq, x,) umfal3t nur die 2 in Fig. 5 dargestell-
ten, durch @ markierten Punkte (1, 1), (1, 2) der (y2)-Ebene, ge-
stattet also nur den cinen elementaren zy-Umbau, bei welchem
(7', ") = (1, 2) Ubergehtin (4", {"") = (2, 1). Wir bilden wieder
die Mengen € =87 ¢/, ') =8P (1,2) und M=KP(n", ") =
=7 (2, 1) und erhalten ¢ = Q,, M = Q,. Eine nicht-leere, zu
M punktfremde Menge E < &, fiir welche £ — Z und ™ + 2
komprimiert ausfallen, kann nun nur eine der Mengen M;, N,
oder 9ty 4 N, scin. Indem wir & gleich einer dieser Mengen
wahlen und fiir jeden Punkt (xy, x,) aus E den Punkt (xy, 25, 1, 2)
durch (x;, x,, 2, 1) ersetzen, erhalten wir eine einfache zy-Um-

lagerung von &, die {iberdies der Forderung 4) von Nr. 13 geniigt.

42 Vgl. Nr. 28,
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Die Forderung 3) aber wird fiir & = M, + N, nicht erftllt 43,
Sonach sind nur zwei von den drei betrachteten Umlagerungen
auch elementare sy-Umbauten und wir erhalten:

(r) Ein elementarer zy-Umbau unserer Menge & liegt vor,
wenn fiir jeden Punkt (xy, x,) aus 9, oder aber fiir jeden Punkt
aus M, der Punkt (xy, vy, 1, 2) durch (xy, x,, 2, 1) ersetzt wird.
Die so entstehende 4-dimensionale komprimierte Gitterpunkt-
menge & werde im einen Fall mit &,, im andern Fall mit &4 be-
zeichnet. Die Menge &, enthilt im Teilraum ¥ = 1 die durch
Fig. 12, im Teilraum » = 2 die durch Fig. 16 dargestellten
Punkte (x,, x,, 2); diec Menge &5 enthilt in y = 1 die Punkte
(x1, x5, 2) der Fig. 13 und in y = 2 jene der Fig. 15.

Unsere (bei spiterer Gelegenheit auch mit §&; bezeichnete)
Menge & gestattet also gemiB (q) und (r) insgesamt drei elemen-
tare zy-Umbauten, durch welche & in £ty bzw. &, bzw. &4 trans-
formiert wird.

22. So wic in Nr. 21 die elementaren zy-Umbauten, so mdgen
nun noch die elementaren yz-Umbauten derselben Menge & be-
stimmt werden.

Fiir Punkte (x4, x,), die zu 2, gehéren, ist aus der zugehérigen
Menge 8¢ (x1, x,) (siehe Fig. 4) zu ersehen, daB sie nur denjenigen
elementaren yz-Umbau gestattet, bei welchem (¢/, T’) = (2, 2)
in (n", ¢") =(1, 3) libergeht. Wegen £ = &? (2, 2) = Q,,
M= 8P (1, 3) = o0 erhalten wir einen elementaren yz-Umbau von
&, wenn wir fur alle (x,, x,) aus ¥ = Q, den Punkt (x;, x,, 2,2)
durch (x4, x5, 1, 3) ersetzen. Die so entstehende Menge, die — so
wie bet spiteren Betrachtungen — mit &, bezeichnet werde, ent-
hilt im Teilraum » = 1 die durch Fig. 7, im Teilraum vy = 2 die
durch Fig. 21 dargestellten Punkte (xy, x,, 2).

Was hingegen die Punkte (xq, x,) aus £, — 9, betrifft, so ge-
stattet die zugehorige Menge 87 (x4, x,) (siehe Fig. 5) tiberhaupt
keinen yz-Umbau, da alle ihre Punkte in y = 1 liegen.

Auler dem einen vorgenannten elementaren yz-Umbau von &,
durch den & in &, tibergeht, gibt es also keinen weiteren 44,

43 Hier wird an unserem Beispiel die Bedeutung der Forderung 5) fiir den
Begriff des elementaren Umbaues ersichtlich.

4 In Fig. 22, die sich auBer auf die in Nr. 21 und 22 betrachteten Gitter-
punktmengen noch auf eine umfassendere Gesamtheit solcher Mengen be-
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§ 7. Der Hauptsatz iiber den Umbau komprimierter Gitterpunktmengen.

23. Der Hauptsatz iiber den Umbau komprimierter Gitter-
punktmengen, dem wir jetzt zusteuern, betrifft die folgende
Frage 45:

Gegeben sei eine im (x,.. . x,yz)-Raum gelegene 7 = (p + 2)-
dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge & = &7; man
fithrt nun eine oder mehrere zy- oder yz-Umbauten an & bzw. an
den hiedurch aus & gewonnenen Gitterpunktmengen aus; wo-
durch ist die Gesamtheit von Gitterpunktmengen charakterisiert,
zu denen man so, von einer speziellen ausgehend, gelangen
kann?

24. Um die Beantwortung dieser Frage zu erhalten, wollen
wir zunichst zu jeder & = &7 eine durch sie eindeutig fest-
gelegte (7 — 1)-dimensionale Gitterpunktmenge

€Ay = G5

gleichen Grades bestimmen und nachher zeigen, dal3 diese Menge
sich nicht dndert, wenn & ersetzt wird durch eine Menge, die aus
& durch einen zy-Umbau oder yz-Umbau hervorgeht. Hiezu
betrachten wir fiir jedes Wertsystem (x) = (x4, ..., x,) von
ganzen positiven Zahlen gemiB Nr. 7 die zugehérige 4% 2-dimen-
sionale komprimierte Gitterpunktmenge &2(x) und bezeichnen

zieht, sind die drei gemiB (q) und (r) méglichen elementaren zy-Umbauten
der Menge & = f5 durch drei von &; ausgehende und zu &,, {; und K,
fithrende Pfeile angedeutet, wiithrend der von §;5 zu &, fithrende elementare
yz-Umbau durch einen der Flugrichtung entgegen zu durchlaufenden Pfeil
veranschaulicht wird.

43 Diese im Folgenden allgemein erledigte Frage ist fir 2 = 2 bzw. 2 = 3
in Note II, 1. c. * durch die Siitze 11, 12 bzw. 15, 16 (Nr. 23, 24, 31) und die
Erliuterungen im (dortigen) § 8 beantwortet.

8 Im Falle » = 2, # = o tritt an die Stelle des (x . ..rp)-Raumes ge-
wissermalen der eine einzige Punkt des o-dimensionalen Raumes; anstelle

von § 2 (x) tritt dann die ganze Menge & = \W‘fn; es wird 7z (x) = sz und die

im Folgenden definierte Menge € = G~ ! wird einfach die Menge aller
m Gitterpunkte 1 = ¢ < sz auf einer #-Geraden. Fiir die 2-dimensionalen
P
m

2] . ~
alle . gleichen Grades 2.

Mengen &7 ist also die zugehdrige Menge G,ln =C(& 51> die gleiche fiir



28 Heinrich Tietze

mit 7 (x) = 7 (xy,...,%,) die Anzahl der Gitterpunkte von
K2(x). Offenbar gilt 7 (x) > o nur fiir endlich viele (x); es ist
die tber alle (x) erstreckte Summe

Tm(x) =m (17)
und es gilt’

m(x) Zom(x0) fir 2y S 23, .. ., x5 < 2, (18)

wie unmittelbar aus (d), Nr. 7, folgt. Definiert man nun in einem
(%1 ...x,¢)-Raum eine Menge € dadurch, daBl man in € fir
jedes Wertsystem (x) alle Gitterpunkte

Xy, ooy 2, 0) mit 1 7S m(x
1 p

aufnimmt, so ist die (7 — 1)-dimensionale Gitterpunktmenge
€ = G (&) wegen (18) und (17) ersichtlich komprimiert und
vom Grad . Uberdies ist klar, daf3 sich € bei cinem zy- oder
yz-Umbau nicht dndert?7.

25. Wenn wir nun fiir eine bestimmte (72 — 1)-dimensionale
komprimierte Gitterpunktmenge €271 =€ des (x; ... x,7)-
Raumes mit T'(€,) die Gesamtheit aller &), bezeichnen, fur
welche € (§)) = € ist, so befindet sich unter diesen &7, genau
eine, — sie werde mit R bezeichnet, — deren simtliche Punkte in
¥ =1 liegen und die alle Punkte 48

(F1, o+ oy Xpy 1, 8) mit 1 Sz < mx)

umfafit; desgleichen genau cine — mit § bezeichnete, — deren
simtliche Punkte in z = 1 liegen und die alle Punkte

(Fy ooy 2, 1) mit 1 Sy S (x)

7 Hier mag an die einer Ji" zugeordneten 7 Partitionen A ({7 ) erinnert
werden (vgl. Note I, L. c. 3, I\r 48, S. 113), von denen bei einem zy-Umbau
die ersten 72 — 2 = p Partitionen A’, .. ., AP natiirlich ungeiindert bleiben.
Sind nun % (;'_) (1 =v = n— 1) die #— 1 Partitionen von € = € ({2, soist
offenbar 0) = AW firr 1 <v < p,

18 Aus der gegebenen Menge €, gewinnt man fiir jedes Wertsystem
(x) = (&) die Zahl () als Anzahl jener Gitterpunkte (x, ... x52) von €,
fiir welche v, =24, ..., Xy = Zp ist.
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umfaBt. Dabei sind & = & (€4) und & = & (€,) notwendig ver-
schieden, es sei denn, daB fir kein (x) die Zahl 2 (x) > 1 aus-
fallt, was soviel hei3t, als dall €, ganz in # =1 liegt.

In dem letzterwdhnten besonderen Falle gibt es nun nur eine
einzige Menge & = &7, fiir welche € (7)) = €, ist. Denn fir
eine solche Menge & kann fir jedes Wertsystem (x), zu dem Uber-
haupt ein Punkt (x,, ..., x,, ¥, 2) von & gehort, wegen 2 (x) =1
nur ein einziger Punkt gehéren; die gemiaBl Nr. 7 gebildete
Menge & 2(x) kann also nur einen Punkt enthalten, der wegen
der Komprimiertheit von §2(x) nur der Punkt y =1, # == 1 sein
kann. &, besteht also aus allen Punkten (x4, ..., x,, 1, 1), fiir
welche (x) zu €4 gehort. Es ist also &), in diesemn besonderen
Falle cindeutig durch €, bestimmt und fillt mit § sowie mit &
zusammen.

26. Sehen wir von diesem besonderen Falle ab, so gilt, wie wir
mittels des Existenz-Satzes 1 (Nr. 16) sogleich sehen werden, der
folgende Hauptsatz {iber den Umbau:

Satz 2. Sei €4 eine nicht ganzin # =1 gelegene kom-
primierte (2 —1)-dimensionale Gitterpunktmenge des
(xy...x,¢)-Raumes vom Grad m und sei & = {, eine
zur Gesamtheit I'(€,) gehérende #-dimensionale kom-
primierte Gitterpunktmenge des (x; ... x,72)-Raumes,
die von der in Nr.25 erklirten Menge & = $(Cy) ver-
schieden ist. Dann kann man von & zu § durch einen
zy-Umbau gelangen, d.h. durch eine ein- oder mehr-
gliedrige Kette elementarer zy-Umbauten.

Ist aber § verschieden von & = ﬁ(@*), so kann man

von f zu & durch einen yz-Umbau gelangen.

Dabei braucht der letzte Teil von Satz 2 nicht besonders be-
wiesen zu werden, da er aus dem vorangechenden Teil durch
bloBe Vertauschung der Koordinaten ¥, # hervorgeht. Der erste
Teil des Satzes 2 ist aber eine unmittelbare Folge des Satzes 1;
denn & liegt, weil von & verschieden, nicht ganz in z =1, ge-
stattet also einen elementaren zy-Umbau; wobei man, — mit der
aus & hiedurch entstandenen Menge &', falls &' == @, analog
weiterschlieBend - wegen der endlichen Anzahl aller Mengen
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&7 und somit aller Mengen aus I' (€ ) notwendig nach endlich
vielen Schritten zu § gelangen muf3 49,

27. Als Antwort auf die in Nr. 23 gestellte Frage ergibt sich
also gemil Satz 2, daB innerhalb jeder Gesamtheit I" (€ ) von R

aus durch einen zy-Umbau jede Menge &, dic von  verschieden
ist, gewonnen werden kann und dall man, wenn & == .@ 1st, von
f aus durch cinen zy-Umbau zu & gelangen kann. Demnach
erhilt man, wie dies flir 7 = 2 und 2 = 3 schon an den friither
zitierten Stellen ausgefiihrt ist, fiir die Gesamtheit® I" (€, ) und

ihre zy-Umbauten ein stammbaumartiges Bild mit R an der
Spitze und & am Fulende.

So ergibt sich beispielsweise fiir die in Nr. 20 betrachtete durch
Fig. 1 dargestellte 4-dimensionale Menge & von 6 Gitterpunkten,
dal} die zugehorige Menge € durch eben dieselbe Figur darstell-
bar ist, wenn man z durch 7 ersetzt und die eingezeichneten
Punkte (@) demgemil als Gitterpunkte cines (a4, 7)- Raumes
auffafit. § liegt dabei ganz in ¥ = 1, stellt somit selbst dic Menge
R dar, wahrend (weil ganz in z =1 gelegen) = & ist. Die
Gesamtheit I'(€y) besteht hier also nur aus zwei Mengen,
A= ﬁ(@:*) und & = §(C.,), die durch cinen clementaren Um-
bau miteinander verbunden sind 31,

19 Dafl namlich dabel niemals & oder eine andere ‘“;:1 wiederkehren l:ann,
folgt einfach daraus, dafl bei cinem zy-Umbau die tiber alle Punkte von &
erstreckte Ty = /7, zunimmt, Yz = 77, abnimmt (vgl. die diesbeziiglichen
Schltsse fur 7z = 2 und 72 = 3, L. ¢. %, Nr. 23 und 36).

30 Diese Gesamtheit T (€ ) — man konnte sie eine ,, yz-Familie nennen -
umfaBt bei gegebenem # fiir 2 = 2 alle Mengen & 2 vom Grad 7z, da € (% 2
fiir alle diese S?,?n ibereinstimmt (vgl. Anm. 46); fiir 7 = 3 ist € = Q'fn als
2-dimensionale komprimierte Gitterpunktmenge durch eine der beiden zu €
gehorigen Partitionen 9[;, i‘[;’ festgelegt; man kann also wegen Ql; =’
(vgl. Anm. 47) zur Kennzeichnung von I'(C,) auch die Partition %" = ' ({7 )
verwenden, wie dies 1. ¢. 4% geschehen ist.

Fiir 2 = 4ist eine solche Kennzeichnung, allgemein gesprochen, nicht mog-
lich, da dann € eine (- 1) = 3-dimensionale Gitterpunktmenge ist und
daher (vgl. 1. c. %, Nr. 6, S. 73, sowic Anm. 71, 72, S. 104) weder durch 7z — 2
noch auch durch alle 7z — 1 zugehérigen Partitionen allemal eindeutig fest-
gelegt werden kann.

51 Das Gleiche gilt in dem allgemeineren Beispiel der Nr. 19,
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28. Etwas reichhaltigere Verhiltnisse finden wir bei dem in
Nr. 21 und 22 betrachteten Beispiel. Die zur dortigen Menge &
gehérige 3-dimensionale Menge € des (x;x,7)-Raumes ist durch
Fig. 6 wiedergegeben, wenn man darin z durch # ersetzt. Die
gleiche Figur stellt natiirlich die zur Gesamtheit I' (€ ) gehérige

Menge = 3%(@*) dar, wenn man die Figur als das Bild der -
durchwegs im Teilraum y = 1 liegenden — Punkte (x, x, 2) von R
ansieht. Die Gesamtheit I' (€ ) umfalBt in diesem Falle 14 Gitter-
punktmengen, die der Einfachheit halber mit &,, &,, ..., R4

bezeichnet werden mogen. Zur Menge 8= £, gelangt man,
wenn man von der in Nr. 22 durch einen elementaren yz-Umbau
aus & gewonnenen Menge &, ausgeht und an &, neuerdings
einen elementaren’ yz-Umbau (es gibt nur einen einzigen) aus-

fithrt. Nunmehr kann man von £, = R ausgehend schrittweise
alle jeweils moglichen zy-Umbauten vornehmen (wie dies in
Nr. 21 speziell mit & = & ausfihrlich auseinandergesetzt wurde)
und erhalt so alle Gitterpunktmengen aus I' (€,).

In Fig. 22 ist die Gesamtheit der Ordnungsbezichungen, die
sich so zwischen den Gitterpunktmengen 4, . . ., 8,4 von ' (€})
ergeben, dargestellt. Dabei mégen die einzelnen Mengen §;
durch die folgende Tabelle beschrieben werden, die wir so-
gleich erldutern wollen.

Teilmengen

1, ‘ 5, . Teilmengen
Iny=1,2 ... my=1t,2,...
K, 4 K14 S, 7, M, M
Ky | B, M AT G, J, M
AT Cy, Ly fie Fo, Ly, M
£, Co, L, f11 Fy, Ly, M
Bl D, K | K10 G, G
e /7 Ky D, M, M
Hq £y, Hy I Kg Fy, Hy
In den Figuren 6 bis 21 sind gewisse mit 4, B, Cy, ..., Ly, M

bezeichnete Gitterpunktmengen des (x; 25 2)-Raumes dargestellt.
Wenn nun in obiger Tabelle beispiclsweise bei $g in der Rubrik
»Teilmengen® die Mengen £, 47, 47 angegeben sind, so soll das
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z
z
A
¥ B
Xy !
X2 X3
Fig. 6. Fig. 7
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A
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X5 X2

Fig, 10. Fig. 11.
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X7

X2
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|
| X
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Z
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Z
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L, M

X7 > X7

&
X5 X2

Fig. 20. Fig. 21.

bedeuten, daBl 84 der Reihe nach im Teilraum y = 1 die (durch
Fig. 10 dargestellte) Menge D von Punkten (xq, x,, 2) enthilt,
ferner im Teilraum y = 2 die (in Fig. 21 dargestellte) Menge W/,
schlieBlich im Teilraum y = 3 wieder die Menge J/. Analog ist
die Kennzeichnung der Menge &5 durch die Teilmengen D, K
(vgl. Fig. 10 und 18) nichts anderes als die in Fig. 3a und 3b
gegebene Darstellung dieser in Nr. 21 einfach mit & bezeich-
neten Menge.

Auf diese Weise ist durch unsere Tabelle und die erwihnten
Figuren tatsichlich jede unserer vierdimensionalen Gitterpunkt-
mengen beschrieben. Die Menge &, von der wir in Nr, 21 aus-
gegangen sind, findet sich hier, wie gesagt, unter der Bezeich-
nung &5. Die mit 8,4 bezeichnete ganz in z = 1 liegende Menge
ist gleich der zu unserer Gesamtheit I'(€,) gehorigen Menge
& und findet sich dementsprechend in Fig. 22 am Fuflende. In
dieser Figur sind bei jedem &, (innerhalb eines die Bezeichnung
&, umschlieBenden rechteckigen Rahmens) noch die beiden auf
die y- und auf die z-Koordinate beziiglichen zu &, gehérigen
Partitionen angegeben 52, beispielsweise bei & = 8&; die Parti-
tionen (20, 8) und (14, 14).

29. Fig. 22 gibt das stammbaumartige Bild fiir die betrachtete
Gesamtheit vierdimensionaler komprimierter Gitterpunktmengen,
wie bei fritheren Gelegenheiten solche Bilder fiir 2- oder 3-dimen-
sionale Gitterpunktmengen gegeben wurden 3. Natlrlich tritt alle-

52 Zu jeder 4-dimensionalen Gitterpunktmenge .Si‘:n gehoren (vgl. Note I1,
L. c. 2, Nr. 4 und 48) vier Partitionen U’, A", A", A" der Gradzahl »:z. Inner-
halb der Gesamtheit I' (€, ) sind aber 2’ und A" fiir alle Gitterpunktmengen
dieselben (u. zw. in unserem Falle &' = (12, 10, 4, 2), A" = (12, 10, 4, 2)),
sodafl wir sie nicht bei jeder & besonders anfiihren.

53 ¥Fiir # = 2 und die Gesamtheit aller Mengen .ﬁfn vom Grad 72 = 6 ist
dieses Gesamtbild in Monatshefte 49 (1940), § 7, S. 20, gegeben, wobei nur
die dort gezeichneten ,,Quadratfiguren” (vgl. l.c., Nr. 19, S. 4) durch die
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18,10 |2oz+a

17,11 | 1711 17,1

6

[ 17,11 20,4,4 | 18,10

1

\/M/

14 14 | 20,8

Ry

17,74 | 21,7

17, 74 |21,7

i
10,10,4,4 | 28

Fig. 22.

mal jene Symmetrie auf, die darauf beruht, daB aus jeder Gitter-
punktmenge von I'(€,) eine Gitterpunktmenge derselben Ge-
samtheit entsteht, wenn man die Rolle der Koordinaten y und =
vertauscht. Man kann hier von ,,innerhalb der Gesamtheit I (€ )

entsprechenden .,Gitterpunktfiguren zu ersetzen sind. Fiir 2 = 3 sel fiir eine
gewisse — dort mit I'; (7, 4, 2) bezeichnete yz-Familie von Gitterpunktmengen
3; vom Grad 7 = 13 auf Tafel Il in Note II, L. c.
nur einen Ausschnitt aus dem Gesamtbild wiedergibt (vgl. die Erliuterungen
%, Nr. 34); andere Beispiele — mit 77z = 2, 3 und 4 - siehe ebenda in Tafel 1.

2, verwiesen, die allerdings
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konjugierten’ Gitterpunktmengen sprechen; und wenn &’ aus
& durch einen elementaren zy-Umbau entsteht und & bzw. &'
die zu & bzw. 8’ konjugierte Menge ist, dann entsteht & aus §
durch einen elementaren yz-Umbau. Die zugehérigen auf v und z
beziiglichen Partitionen sind natiirlich bei £ und § vertauscht.

Im besonderen sind & und & zwei solche innerhalb ' (€ ) kon-
jugierte Gitterpunktmengen.

Schon in der Tabelle in Nr. 28 ist diec Anordnung so vor-
genommen, dal} in die gleiche Zeile zwei zueinander konjugierte
Gitterpunktmengen, z. B. $; und £,, gesetzt wurden 34, Das hat
zur Folge, daB z. B. die Figuren 3a und 3b, diec die Menge $;
darstellen, zugleich als Bild der (in derselben Zeile aufgefiihrten)
Menge 8,, aufgefalt werden kénnen, wenn man in jeder der
Figuren y statt z schreibt und durch die so dargestellten Mengen
des (x,x,¥)-Raumes der Reihe nach die im Teilraum 2 = 1 und
die im Teilraum 7 = 2 liegenden Gitterpunkte von &, ver-
anschaulicht®2.

30. Nattirlich kann man bei den #z-dimensionalen komprimier-
ten Gitterpunktmengen § im Raum der Koordinaten xy, ..., x
(7 > 2) irgend zwei der Koordinaten, etwa x

12

w und x,, heraus-

54 Natiirlich kann es vorkommen (was bei unserem DBeispiel nicht der Fall
ist), daB eine Menge zu sich selbst konjugiert ist; und es kénnen, wie schon
von 77 = 2 her bekannt ist, auch mehrere selbstkonjugierte Gitterpunktmengen
in derselben Gesamtheit I' (€, ) auftreten. Vgl. Monatshefte, 1. c¢. 3% und ebenda
Nr. 38, Anm. 66, sowie Nr. 49.

542 Die Teilmengen in y =1, ¥y = 2, . ..., die in der obigen Tabelle zur
Kennzeichnung der einzelnen Mengen &/, bentitzt wurden, sind nichts anderes
als jene Mengen des 3-dimensionalen (x4 z ; 2)-Raumes, die gemiB Nr.7 mit
.R?(y) zu bezeichnen wiren. Natiirlich hitten wir unsere Mengen &, auch
kennzeichnen kénnen, indem wir fiir die verschiedenen Wertepaare (y, z) die
in der x,x,-Ebene gelegenen Mengen .ﬁ? (y, z) angeben. Wenn man dabei
die Figuren 17, 19, 20, 21 als Bilder von 2-dimensionalen Gitterpunktmengen
J*, L’;, L;, M * auffaBt, so ist beispielsweise die Menge &, gekennzeichnet
durch 82 (1, 1) = J*, 82 (1,2) = L}, 82 (1,3) = M*, 85 (2,1) = LT,
hingegen die zu &, innerhalb der betrachteten Gesamtheit konjugierte Menge
fypdurch &2 (1,1) = /%, 82, (1,2) = L7, 82, 2, 1) =L}, 8}, 3, 1) =M*.
Bei dieser Kennzeichnung der Mengen tritt also unmittelbar in Erscheinung,
wie die eine Menge aus ihrer konjugierten durch Vertauschung von y mit z
hervorgeht.
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greifen und nun ihnen fir x,x,-Umbauten bzw. x,x,-Um-
bauten die gleiche Rolle zuweisen, wie in den vorangehenden
Entwicklungen den Koordinaten x, _; =¥, x,, = 2. Bei solchen
Umbauten verbleibt man dann innerhalb einer Gesamtheit
r€y) =Ty, ...2.2,(6—-0 von Mengen &7, die man (vgl. Anm. 50)
eine ,,xuxv-Familie“ nennen kénnte und die folgendermallen
erkldrt ist: Es bedeuten 24, ..., %, jene p = 2 — 2 Indizes der
Reihe 1, 2, .. ., », die von . und v verschieden sind; fiir irgend
eine Menge 87 ist dann €(§].) jene komprimierte Gitterpunkt-
menge eines (x; .. .x,-_pt)—Raumes, die aus allen Punkten
CTIRRRE T 2) mit 1 < ¢ < m (x) besteht, — hiebei unter 7 (x°)
die Anzahl aller Gitterpunkte von &), verstanden, fir welche
X =D x5, :xgp ist; und es ist '(€4) die Gesamtheit
aller jener &7, fiir welche € (%) gleich derselben vorgegebenen
komI')rimiermn Gitterpunktmenge €, des (x5, - .x,-.pz‘)-Rau-
mes 1st.

Demgemal erhilt man fir die Gesamtheit aller Umbauten
innerhalb aller &), gleicher Dimension und gleichen Grades das
Bild von én (n — 1) Systemen von Stammbiumen, entspre-
chend den Fillen % = 2 und 72 = 3, wo es fiir jedes s cinen
einzigen alle 87, umfassenden Stammbaum bzw. drei Systeme

von Stammbiumen gibt %,

55 Vgl. hiezu Note I1, 1. c. 2, § 5 und § 8. Iiir # = 3 Dimensionen ist in jener
Note IT in Tafel I fiir die Mengen .ﬁ‘?n mit 7z = 2, 3 und 4 Gitterpunkten die
zugehdrige Gesamtfigur gegeben, aulerdem in Tafel IIT ein kleiner Ausschnitt
aus der (2481 Gitterpunktmengen Stfg umfassenden) Gesamtfigur fiir 77z = 13.
Solche Gesamtfiguren werden fiir 2 = 4 Dimensionen, wo%2 72 (it —-1) = 6 Sy-
steme von Stammbiumen ineinander laufen, - aulerdem wegen der mit 2z
stark wachsenden Anzahl 2 4(7) der Mengen — verwickelt und umfangreich.
Bereits fiir 72 = 4 (wo es in # = 3 Dimensionen 13 Mengen Ji‘: gibt) hat man
in 7 = 4 Dimensionen 26 Mengen Ri; fiir 22 = 4 und 72 = 6 haben wir in
Nr. 27 einen einzelnen yz-Stammbaum von nur 2 Mengen .S‘\é besprochen;
die zugehdrige alle 6 Systeme von Stammbiiumen gebende Figur wiirde alle
21(6) = 140 Mengen .ﬁ‘é zu umfassen haben. — Wegen Berechnung der
Anzahlen 2™ () vgl. iibrigens Note II, L. c. 2, § 10 und eine Arbeit ,,Uber die
Anzah] komprimierter Gitterpunktmengen von gegebener Punktezahl®, die
demnichst an anderer Stelle erscheinen soll [in der Math. Zeitschrift (Zusatz
bei der Korrektur)].
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