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Uber gewisse Umordnungen von Permutationen IV.

Wahrscheinlichkeitsfragen.

Von Heinrich Tietze in Miinchen.

Vorgelegt am 10. Dezember 1043.

1. Mit dem in den fritheren Noten gleichen Titels! behandelten
Gegenstand hingen gewisse Wahrscheinlichkeitsfragen zusam-
men, auf die auch an anderer Stelle hingewiesen wurde?. Sie sol-
len im folgenden fiir den besonderen Fall behandelt werden, da$
die Anzahl f der Kategorien, auf welche die Elemente einer Per-
mutation aufgeteilt sind (vgl. Note I, Nr. 1), gleich 1 ist. Ist »
die Anzahl der Elemente, die wir mit ay, . . ., a» bezeichnen,

P=la, ....ay] (1)

eine Permutation dieser Elemente und v(P) = m die Anzahl der
vollstindigen Verbande (vgl. Note I, § 2, Nr. 4) in (1), dann kann
man zunichst fiir jeden Wert von » nach dem wahrscheinlichsten
Wert von s fragen. Zu diesem Zweck hat man fir jedes m = 1,
.., 2 die Anzahl Z (m; ») derjenigen unter allen ! Permuta-
tionen (1) zu bestimmen, fiir welche v(P) = m ist. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB3 die Anzahl der vollstindigen Verbédnde
gleich 72 ist, wird dann durch

W(m; n) = 4 (m_, i Q

7!

und der mittlere Wert von #(#) durch

n

} 1~
v(n) =— 2 mZ(m;n) (3)
7!l m—1

1 Siehe diese Sitzungsberichte, Jahrgang 1943, S. 131-134, S. 135-148 und
S. 269-278. Wir werden diese drei Noten kurz als ,,Note I, ,,Note II*,
,,Note II[* zitieren.

2 Vgl. 1. c. 2 (im Teil IT) Nr. 81.

Miinchen Ak. 8b. 1943 21



282 : Heinrich Tietze

gegeben. In § 1 werden diese Werte bestimmt und einige daraus
entnehmbare Folgerungen gezogen. Der § 2 beschiftigt sich
dann mit der aus P nach dem vormals angegebenen Umord-
nungsverfahren hergeleiteten Folge?

po=p pLop2o P 4)

wobei in unserem Falle (f = 1) die Besonderheit eintritt, dal3 der
Grenzwert o (£) = lim v(P”) sowic Uberhaupt jeder Wert v(PY)
V>0

fiir v = 2 sich gleich (/") ergibt, diese Zahl ihrerseits aber ent-
weder gleich #(P) oder gleich v(P)— 1 ist. Wieder kann man
die Anzahlen der Permutationen der einen oder anderen Art und
damit die zugehérigen Wahrscheinlichkeiten bestimmen. Zum
SchluB3 (§ 3) werden noch einige Bemerkungen iiber den all-
gemeinen Fall (f beliebig) gemacht.

§ 1. Permutationen mit vorgegebener Anzahl vollstidndiger
Verbénde.

2. Sei 1 £ m <n. Wir schreiben die #Elemente «, in abstei-
gender Anordnung auf:

a

s a.

- (
el -+ @9, a4 (s)

Man hat dabei # — 1 (durch Kommata gekennzeichnete) Zwi-
schenriume. Wenn man nun bei 7 — 1 von diesen # — 1 Zwi-

schenriumen einen Trennungsstrich anbringt, so erscheint da-
durch (5) in »# Verbinde

Vm’ m~b 3 Vl <6>

3 7n—1 e ) N
aufgeteilt. Man erkennt, dal3 es ( 1) Moglichkeiten far eine
m—

solche Aufteilung gibt. Betrachten wir nun eine Permutation (1),
fiir welche #(P) = 2 ist und deren vollstindige Verbiande durch
(6) gegeben sind, dann kénnen wir schreiben:

P=[Vy Vay - V1, 7

3 Vgl. Note I, § 1, Nr.3 und Note 1I, § 3, Nr. 8.
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und es wird dabei stets g, 4 == p, — 1 sein. Ordnet man also
die Permutation ;

Q= [by; by -+ Gu]

der Elemente &y, ..., &, zu, so ist v(Q) = m. Da es Z(m) =
= Z(m; m) solcher Permutationen Q gibt, so erschlieBt man aus
dem Gesagten, dall die Anzahl Z(m; #) der Permutationen (1)
mit 7 vollstindigen Verbinden durch

7n—1
] _ , ‘
Zmy 1) = ( 1) Z () (8)
gegeben ist.

3. Um nun die Zahlen Z(#) zu bestimmen, fihren wir Y ()
ein als Anzahl aller derjenigen Permutationen (1) mit lauter ein-
gliedrigen Verbinden, fiir welche v; == ist, die also nicht mit
a, beginnen. Nun ist leicht zu sehen, dafl andererseits die Anzahl
aller Permutationen (1) mit lauter eingliedrigen Verbinden, die
mit @, beginnen, durch Y (7 —— 1) gegeben ist,* da nach Weg-
lassen des Anfangsgliedes as eine nicht mit «,_; beginnende®
Permutation der #— 1 Elemente @, ..., @, mit lauter ein-
gliedrigen Verbinden tbrigbleibt. Die Gesamtheit aller Per-
mutationen (1) mit lauter eingliedrigen Verbidnden wird also,
wenn man noch

V(o) =1 (9)
setzt, durch

Zn)y=Ymn) +¥Yn-—1) @n=1) (10)
gegeben.

4, Fiir die Zahl Y () gewinnen wir nun, wie folgt, eine Dar-
stellung durch Zahlen ¥ (v) mit v < 7 und somit die Mdglichkeit
rekursorischer Bestimmung. Zunichst ist offenbar®

Yia)=o0, Y()=1. 11)

4 Auf diese Feststellung haben wir spiter noch zuriickzukommen.

5 Andernfalls enthielte ja (1) den zweigliedrigen Verband @y, n—y = [@nan-1].

¢ Es sind ja [a;] bzw. [4;a,) die einzigen Permutationen von 7 = 1 bzw.
# = 2 Elementen mit lauter eingliedrigen Verbinden, wobei nur die letztere
nicht mit «,, beginnt.

21



284 Heinrich Tietze

Seinunz 2> 3 und P cine nicht mit @, beginnende Permutation (1)
mit lauter eingliedrigen Verbinden (also # gleich einem vy mit
% = 1). Sei ferner Q die aus P durch Weglassen von a, ent-

stechende Permutation der # — 1 Elemente ay, . . ., @,_,. Dabei ist
v(Q) =n-—2 (12)
oder
v(Q) =n—1, (13)

je nachdem die Elemente a zwischen denen in £ das

Vo S
Element a; stand, zusammen einen Verband bilden oder nicht,

. d. h. je nachdem vy; = vy, + 1 ist oder nicht.

Beginnen wir mit dem zweiten Fall (13). Wir fragen uns, wenn
eine bestimmte Permutation

Q = [“m e au-n—l] (14)

der Elemente @y, ..., a,, mit lauter cingliedrigen Verbinden
vorgegeben ist, wicviele Permutationen £ der von uns betrach-
teten Art (also mit (P) = 2 und v; ==#) es gibt, aus denen auf
die beschriebene Art die gegebene Permutation Q entsteht. Dazu
miissen wir nur schen, an wieviel Platzen nach einem der Ele-
mente ay,, (1 S v < 7 — 1) wir das Element a,, einschalten koén-
nen, derart dafl dabei cine Permutation P der gewlinschten Art
entsteht. Dies wieder hingt nur davon ab, ob g; =7z —1 oder
¢y ==72 — 1 (und dann ein spéteres py gleich 2z — 1) ist. Im ersten
Fall, der fiir Z(# — 1) — Y (2 -— 1) = Y (% — 2) Permutationen
Q eintritt,” ist jeder unserer # — 1 Plitze fiir die Einschaltung
von a, brauchbar; es gibt also 2 — 1 Permutationen P, die auf
die betrachtete Permutation @ fithren. Im zweiten Fall, der fir
Y (# — 1) Permutationen @ eintritt, scheidet fiir die Einschal-
tung von az derjenige unserer » — 1 Plitze aus, der vor dem
Element a,_; liegt (da ja sonst P nicht lauter eingliedrige Ver-
bande bekdme); es gibt also dann nur % — 2 Permutationen 2,
die auf eine derartige Permutation Q fithren. Werden alle unsere
der Gleichung (13) geniligenden Permutationen @ zusammen-
genommen, so kommen wir damit auf

? Vgl. die in Anm. 4 hervorgehobene Feststellung.
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(n—1)Y(n-—2) 4+ (n-—2)YV(n—1) (13)
Permutationen 2, denen ein Q der genannten Art entspricht.

Wir gehen nun zum Fall (12) iiber. Der Permutation Q wollen’
wir in diesem Fall noch eine Permutation &£ von 7z — 2 Elemen-
ten by, . . ., b,_5 zuordnen, die aus Q dadurch entsteht, dall man
das dem Index v =v,, =v,,, 4+ 1 entsprechende Element ay
weglifit, im tbrigen aber jedes ay durch &y_; oder durch &y er-
setzt, je nachdem v > v, .y + 1 oder v <v, ., ist. Die so erhal-
tene Permutation R hat offenbar lauter eingliedrige Verbinde.
Analog wie im vorhin behandelten Fall (13) denken wir cine be-
stimmte Permutation

R =[b (16)

w e b

mit lauter cingliedrigen Verbinden vorgegeben; wir fragen uns
dann, wieviele Permutationen 2 mit v(P) =1 und v; ==7 es
gibt, die auf die beschriebene Art auf R fithren. Dazu missen
wir zunichst von R aus zu ciner Permutation @ der zuletzt be-
trachteten Art (mit 2 — 1 Elementen und einem zweigliedrigen
Verband, sonst lauter eingliedrigen Verbanden) gelangen, indem
wir eine der 7z — 2 Zahlen py herausgreifen, das dem Index
. = u, entsprechende Element 4, durch das Elementepaar ay
ay, ersetzen, im {ibrigen aber jedes 4, durch @, ; oder durch ay,
je nachdem p > uy oder p. < py ist. Da dies (je nach der Wahl
von wy) auf 7 — 2 Arten moglich ist und Z(7 — 2) Permutatio-
nen (16) mit lauter cingliedrigen Verbidnden existieren, so schen
wir, dal} es

(rn—2) Z(n—2) (17)

Permutationen @ gibt, denen ein R der genannten Art entspricht.
Will man aber von Q durch Einschaltung von ay zu P gelangen,
so ist der Weg eindeutig vorgezeichnet: da P lauter eingliedrige
Verbiande haben soll, so mufl @, zwischen die beiden Elemente
ay, ay des einen zweigliedrigen Verbandes cingeschoben wer-
den, der in Q auftritt. Somit ist (17) auch die Anzahl derjenigen
unserer Permutationen 2, die auf ein der Gleichung (12) ge-
niigendes @ fihren.

Darnach erhalten wir als Gesamtzahl ¥ (z) aller nicht mit az
beginnenden Permutationen (1) mit lauter ecingliedrigen Ver-
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binden die Summe von (15) und (17), was mit Riicksicht auf (10)
die Rekursionsformel

Yy =(n—2) Y(n—1) + (2n—3) V(2 —2) + (18
+(—2)Y(e—3) (n2=3) )
liefert.

5. Man kann (18) auch in der Gestalt //(s) = — H (2 — 1)
schreiben, wenn man H(n) = Y(n)—(n—1) Y(n—1)—
~—(n— 1) Y (1 — 2) setzt. Und da gemiD (g), (11) sich /7(2) =0
ergibt, so sind alle //(7z) = o und man erhilt®

Y(@) =@m—1)(Y(n—1) + Y(n—2). (19)
Nunmehr erweisen sich die Zahlen
Y(n + 1)
On = —, (= -—1) (20)
i (n + 1)! = ’ X
fur die man
7 1
071 = Q = -+ Q 9 ()Z:/__l
i nd1 ="t g TR = (21)
nebst Oy =1, @y =0
und
n+: (_1.“) ‘
On = 2 ‘/ (=2 —1 (21a)
v=0 V! o

findet, fiir # = o als die Naherungsbriiche des schon von Euler
aufgestellten (vgl. O. Perron, Die Lehre von den Kettenbriichen,
§ 45, S. 209) Kettenbruchs?

8 Wegen (10) gilt also (bei beliebig festgesetztem (Z(_o);:
Y(n) = (n—1)Z(n—1) (fur 2 = 1). (19a)
Eine andere Herleitung (und zwar durch einen Induktionsbeweis) fiir die
Formeln (19) und (19a) enthiilt eine Arbeit mit dem Titel ,,Auf Permutationen
beziigliche Wahrscheinlichkeitsfragen und ein Eulerscher Kettenbruch®, die
an anderer Stelle erscheinen soll.
® Vgl. die naheren Ausfithrungen 1. .8, wo auch fiir die aus den Niherungs-
briichen @, gebildeten Summen

n n

N7 QV—-I 37 (V+ 1) Q\)
Sn =22 = . Sp= &

vz (7—)! v=1 (—)!

1

die Formeln s, = 1 — ",
7!

S, = 7 hergeleitet werden.
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+ [TJ T + l" o i
woraus sich wegen (19a) und (20)

Z(n) = (n—1)! (n4+1)Qn (22)
und (bei Heranzichung von (z— 1)! (52 1) = 2! (1 4 }7’) und

—

| 2

der Stirlingschen Formel fiir 7!)

fimet - 2@t pling el (0 b 2yt
n> (m—1)! (n+1)e—! n>oute— @+ Vern 3

sowie gemil (2) und (8), bzw. (3)

1
W (m; n) = O+ —)— Qm (24)
( m)!
und
U m (m :{11) .
7/(”)—7‘&”1%1 (n—m)! Om (24a)
ergibt.

6. Fur #» =3, 1 Zm < n ergibt sich unter Beachtung von
On=zound Qn > o fur 2 = 1 sowie von (21), daB

(n—am 4+ 1)\ n (IV(nz; 7)— W(m — 1;m)) =
=-—m)m Qp + (e—m +1) Q. >0,
also

Wiy 90) > Wi —1; n) (25)

ist. Der wahrscheinlichste Wert von m = v(P) ist also der Wert 7,
wobel speziell

\_‘7z-|-1 _ 1
" (72; 1) == 7 Qn Qn—L + n Qn—‘l
und
lim W (o) =
Nn—>o
ist. — Das Uberwiegen der Wahrscheinlichkeit dafiir, daf

m = v(P) gleich einem der gréfitmoglichen Werte (= » oder
nahe an 2) ausfillt, kommt in noch stirkerer Weise zur Geltung,
wenn man fragt, ob etwa als Grenzfall fiir wachsendes # cine
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Wabhrscheinlichkeitsfunktion ¢ (x) aufgestellt werden kann, der-
art, daB3 fiir grofes » die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal 2(P)

2]
zwischen #& und »v liegt, angendhert durch /Ecp (x)dx gegeben

= m . -
wiirde. Setzt man x = — rational voraus, so miillte dann an-
7

gendhert o(x) = lim #W (nx; %) sein. Da aber, wie aus (24),
n—> o
etwa unter Heranziehung der Stirlingschen Formel, ersichtlich

ist, flir 1 — x > o dieser Limes = o ist, so kann es cine Funk-
tion o(x) der gewiinschten Art nicht geben.

§ 2, Stationdre und nicht-stationdre Permutationen.

7. Ist eine Permutation 2 durch (7) gegeben, dann liefert das
1. ¢.? beschriebene Umordnungsverfahren zunichst die Permu-
tation!?
Pr=[Vy, ...V, Vul
und cs wird
(P =m—1 (26)
oder
v(PY) = m, (2%)

je nachdem ps; =gy + 1 oder F=p, -+ 1 ist, je nachdem also
Vs Vyu, zusammen einen einzigen Verband bilden oder nicht.
Im ersten Fall liegt ein ZusammenschluB3 dritter Art vor.! Es
ist das aber der einzige Zusammenschlu3, der Gberhaupt bei
Bildung der Folge (4) eintreten kann. Denn da nach Voraus-
setzung jeder Verband V, in 7 vollstindig ist, so bilden V/,
V“)\+1 fur kein 2 (1 £ A < m — 1) zusammen einen einzigen Ver-
band, woraus man unschwer erkennt, daf3 fir v > 1 durchwegs
v(P ) = »(P") und daher

ai(P) =hm a(PY) = v(BY), (28)
v [=<]

somit P! allemal stationdr, dagegen £ nicht-stationdr oder sta-
tiondr ist, je nachdem (26) oder (27) gilt.

10 Wegen f =1 ist ja sowohl der Fundamentalblock #(2) als auch der zu-
gehorige konvertierte Block XK' (F) einfach = Vg

11 Vgl Note I, § 3, Nr. 8. Gemil der dortigen Formel (16) ist dann 59 = 1.



Umordnungen von Permutationen 1V 289

8. Mit 2 zugleich ist nattrlich die Permutation

Q= [&111 é!’-g e byl
der m Elemente 4y, ..., s, stationir oder nicht-stationdr!? und
aus Uberlegungen ihnlich denen in Nr. 2 erschlieft man die
Gultigkeit der Gleichungen

72—
7 n—

T(m; n) = (—— - ) T(m), Ulm; n)= ( 11) U(m), (29)

wobei 7(m; ) bzw. U(m; ) dic Anzahl der nicht-stationdren
bzw. der stationiren unter den Permutationen von 7 Elementen
mit zz vollstindigen Verbinden bedeutet und

T(n;n) = 1T, Ule;n) =U@x) (30)
gesetzt ist. Natlrlich ist

T(my ) + Ul n) = Z(me; n)
und speziell
Ty -+ Uln) = Z (). (31)

Insgesamt hat man dabet

n

T) = X T(im; (32)
m=1

nicht-stationiare und

T
W) = X Ul n) (33)

m=1

stationire unter den 7! Permutationen von 7 Elementen. Die
Bestimmung aller dieser Anzahlen liuft ersichtlich allein auf jene
der Zahlen 7(sz) und U(7) hinaus.

9. Was diese letzteren Zahlen betrifft, so hat man zunichst

T()=o0,UQ)=1; T(2)=1,0U() =0, (34)

2 Vgl, hierzu in der Arbeit: ,,Uber gewisse Umordnungen von Permuta-
tionen und ein zugehoriges Stabilitiits-Kriterium®, Jahresber. d. Deutsch.
Math. Ver., Band 53, Jahrg. 1943 (Teil I in Heft 2, S. 147-182, Teil II in
Heft 3) die allgemeinen Bemerkungen (in Nr. 46) iiber die ,,Verbands-
Isomorphie‘* einer jeden gegebenen Permutation mit einer solchen mit nur
eingliedrigen Verbinden.
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wie daraus erhellt, da3 unter den Permutationen mit lauter ein-
gliedrigen Verbinden die einzige mit # = 1 Element, nimlich
[#{], stationdr ist, dagegen die einzige mit # == 2 Elementen,
nimlich [@; as], offenbar nicht-stationér. Weiterhin ist aber eine
rekursorische Bestimmung durch die in Nr. 10 zu beweisende
TFormel

Tn) =Un—1) (n = 2) (35)

gesichert, wenn man noch von den Werten der Zahlen Z (%) (vgl.
Nr. 5) Gebrauch macht; denn aus (35) gewinnt man zunichst
T(3) = o, wegen Z(3) = 3 aus (31) somit U(3) = 3; aus (35)
folgt nun 7'(4) = 3; wegen Z(4) = 11 aus (31) somit U(4) = 8,
usw. Man bestitigt aber im Hinblick auf (10) sofort, dall den
Gleichungen (31), (35) durch

T(?Z — Y(” S 1} + (____ l)n, )
U(ﬁs = Y(#n) + (— 1)n-H (36)

genligt wird, und da diesc Formeln auch mit (34) in Einklang
stehen, so sind sie damit durch vollstindige Induktion allgemein
bewiesen.

10. Der noch ausstindige Beweis von (33) aber ergibt sich da-
durch, daf} man jeder nicht-stationiren (also der Bedingung
vu = v; -+ 1 geniigenden) Permutation (1) mit lauter eingliedri-
gen Verbinden diejenige Permutation @ der #— 1 Elemente
by, - - -, b,_; zuordnet, die man aus £ erhalt, wenn man ay; weg-
148t und im tibrigen jedes Element ay durch é,_; oder durch 4y er-
setzt, je nachdem v 2> v, oder v < vy ist. Dabei erweist sich Q
als stationdr. Hat umgekehrt Q = [§y, ... 6, ] lauter einglied-
rige Verbinde und ist dabei w,, ==, 4 1, somit Q stationir,
dann entspricht Q nach dem Gesagten genau einer (ersichtlich
nicht-stationiren) Permutation (1), nimlich derjenigen, die man
aus Q erhilt, indem man zunichst jedes 4y, je nachdem p = p,
oder <y, ist, durch a, ., oder durch g ersetzt und hierauf
noch das Element gy, , an den Anfang schreibt. Diescs um-
kehrbar eindeutige Entsprechen der betrachteten Permutatio-
nen /> und @ ergibt dic Richtigkeit von (353).
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11. Mit Q(me; ) bezeichnen wir die Anzahl derjenigen Per-
mutationen (1) von z Elementen, fiir welche o(£) (d. h. also
gemil (28) in unserem Falle 2(PY)) den Wert 2 hat; ferner
bedeute

n

b 1
& (n) = o > Q(m; ) 37
Tm==1
den mittleren Wert von (). Nun kann gemiB Nr.7, 8 die
Gleichung v(/;) = m nur entweder fiir eine nicht-stationire Per-
mutation £ mit v(P) =m 4 1 oder fiir eine stationdre mit

v(P) = m gelten, woraus unter Beachtung der Definition der
Funktionen 7 und U in Nr. 8 sofort

QQuy )y = Tl F= 15 2) + Ul n) (38)

folgt. Fir Q@mn;n), &(n) sowie fir die in Nr. 8 eingefiihrten
Zahlen &(#), U(x) ergeben sich dann aus (32), (33), (38), (37),
(209), (36), (20), (35) die Werte1?

nv (n—1 n—2
n)= N ° RG] =m—1)! 6, =(n—1)! (39)

A |
m=1 (n m) (fir z = 2),

W) = v (2—1)! 2 Qi =m—1)! S,y =@m—1)! (n—1)

pran; 7 — !
P} n—m)! (fir 2 = 2), (40)
! .
Q(m;n)= ( ) U(m) = %m)' Gty (1) (:,Zz) 3
: y
- (n . -m)l m 2 (fur 1 < m <), g

n n
&)= 3 Nt Qm-——l 1 NT(—q)mte ( = 1) —

m=1 (7‘7'_7”> ! ( 1) ! n:l n—1 (42)
=Sn—1 =n—1 (fiir ng 2).

13 Wegen der ,,Nitherungsbriiche® Q,, cinschlieBlich Q_, vgl. Nr. 5, For-
y Om-1 1

meln (21), (21a); iiber S, und die fiir g, =
,(71 m)' !

+ 5, giltige

Formel 5,, = 1 siehe Anm. 9.
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§ 3. Der Fall mehrerer Kategorien von Elementen (f > 1).

12. Einige der vorangegangenen Uberlegungen lassen sich auf
den Fall > 1 iibertragen. Ist #; die Anzahl der Elemente ¢ der
7-ten Kategorie (1 <v < #), 7y + ... -+ n; = N die Anzahl al-
ler Elemente und »z;(P) die Anzahl derjenigen vollstindigen Ver-
binde V&Z in einer Permutation 2, deren Elemente zur 7-ten
Kategorie gehdren (m; + ...+ my = = v(P)), bezeichnet
ferner Z(my, . . ., my; ny, . . ., ) die Anzahl derjenigen Permu-
tationen, fiir welche die Gleichungen z; (P) = m; gelten, somit
Z(yy oy y) = AT T3 Mgy e ey n;) die Anzahl der Permu-
tationen mit lauter eingliedrigen Verbinden, im besonderen
Z9 Gy, . . ., ;) die Anzahl derjenigen letztgenannten Permuta-
tionen, die mit dem Element & beginnen, dann ergibt sich zu-
nichst aus analogen Betrachtungen* wie in Nr. 2 die Gleichung

;
=y . E < opy (mi—1

{ > . y y — I's , , i
Z(myy ooy Ny o) =Z(my, ..y 1) ‘ilzll (mi 1),

die fir f = 1 in (8) {ibergeht. Auch eine Ubertragung von Uber-
legungen aus Nr. 3 ist ausfiihrbar und fithrt z. B. auf

AU NG — 7 ’ >
Z,li) (g, 1)) = Z(Ryy ey Wy Wy 1, Py o oy Tp)
(i)
Zni_1 (nyy v ooy By 72 1,7 415 - - -5 Bg)s

d.i. auf eine Formel, die cine Verallgemeinerung von (10) auf
/> 1 darstellt. Im iibrigen aber sind die Fille mit £ > 1 schon
bei der Bildung der Fundamentalblocks /Y und dann der kon-
vertierten Blocks K (#Y) (vgl. Note I, § 1, Nr. 2, 3; Note II, § 3,
Nr. 7, 8) dadurch gekennzeichnet, daBl neben Zusammenschliis-
sen dritter Art auch solche erster und zweiter Art auftreten kon-
nen,1® ferner aber auch durch die Méglichkeit, dall v(#) = ¢f -~
einen Rest #» > 0 ergibt, was die Mannigfaltigkeit der Erschei-
nungen bei Bildung der Folge (4) wesentlich erh6ht.1® Um einen

14 Diese beruhen im Wesentlichen darauf, dafl eine beliebige Permutation
stets mit einer anderen mit lauter eingliedrigen Verbinden ,,verbands-iso-
morph® ist (vgl. Anm. 12).

15 Vgl 1.c.t Nr. 8 und 1. ¢.1?, Teil 11, § 4, Nr. 47 sowie Teil I, § 3, Nr. 34,
Anm, j50.

16 Siehe 1. c.! Note II, Nr. 15 {f,, sowie 1. c.??, Teil II, Nr. 67 ff, Vgl. dort
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ersten Einblick zu gewinnen, mag man hier daran denken, etwa
wuindchst Falle mit = ... =un, =1, #,,,=...=n =2
zu studieren; also Fille, die beziiglich Kleinheit der Werte der
n; extrem nach der einen Seite sind, ebenso wie der in den §§ 1
und 2 studierte Fall des kleinstméglichen Wertes von f ein ex-
tremer nach der anderen Seite ist. '

die Bildungsweise der C*‘;, D*‘;. von denen die ersteren fiir » = o entfallen;

desgleichen vereinfachen sich dabei die dort besprochenen Stabilitiitskriterien.
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