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Ein Analogon zu einem Satz von Minkowski.
Von Oskar Perron in Miinchen.

Vorgelegt am 8. November 1946.

Von Minkowski stammt der folgende Satz, fiir den es heute
zahlreiche Beweise gibt:!

Sind «, B, v, 3, p, ¢ reelle Zahlen mit « § — By = 1, so gibt
es ganze, rationale Zahlen x, y derart, dal3

1
oz +By—p| |yx+8y—0] éZ'
DaB dabei die Schranke r nicht verkleinert werden kann, lehrt

das Beispiel

1 1
=l ly—=l

Es ist zu vermuten, daf fiir jeden imaginiren quadratischen
Zahlkérper & (2 /D), wo D> o quadratfrei, das folgende Ana-
logon zu dem Minkowskischen Satz gilt:

Sind o, B, v, 3, p, ¢ komplexe Zahlen mit «8 — Py =1, so
gibt es ganze Zahlen x, y des Kérpers & (7 /D) derart, daf3

D
LD e D 2= 3 (mod 4)
4

lox +Py—p | |yx+3y—0c| < (14D
16 D

Schon der Nachweis, daB3 es iberhaupt eine von «, 3, v, 8, ¢, &
unabhingige Schranke gibt, dirfte nicht ganz leicht sein. DaB
die Schranke nicht kleiner sein kann als angegeben, lehrt das
Beispiel

fir D=3 (mod 4).

! Math Annalen 54 S. 108. Auch Minkowski, Gesammelte Abhandlungen
I S.336. Die weitere Literatur findet man bei J. F. Koksma, Diophantische
Approximationen = Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete
1V 4, Berlin 1936, Kap. II § 3. Inzwischen kam ein neuer Beweis des Ver-
fassers hinzu: Math. Annalen 115 (1938) S. 650.
Miinchen AK. Sb. 1945/46 17
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}x_L_;ﬂ’_ } : L‘L,;_l@ :fﬁrD$3(mod 4)
| D—1 | :
(x——;— 2.4]/}DIE '(y—%+z4151}furDE3(mod4),

da keiner der beiden Faktoren kleiner als
]/1—_[??' b, - +D
2 4 VD
gemacht werden kann, wie sofort daraus zu ersehen ist, daf3 die
Zahlen

1, 7D bzw. 1, 1 TEYD
2
cine Basis des Kérpers bilden.
Fir D = 1, 2, 3 ist es mir gelungen, die Vermutung zu be-
weisen. Der Beweis fiir D = 1 soll hier mitgeteilt werden.

Setzt man

p=ou+ Bv, o=y dy,

und multipliziert man die Faktoren aus, wobel

ay=a, 08+ fy=2464, Bd=¢
gesetzt werden mag, so nimmt der zu beweisende Satz die fol-

gende Gestalt an:

Satz: Sind g, 4, ¢, i, v komplexe Zahlen mité?—4ac =1,
so gibt es ganze Zahlen x, y des Kérpers & (¢) derart,
dal

1
o — ) 40— ) (y =) + = | £
Zu seinem Beweis machen wir eine Transformation

x—>px + qv, Y —7x 4 sy,
w—>pu -+ gv, v—7u sy,

wobei p, ¢, 7, s ganze Zahlen aus & () mit ps — g» = 1 sind.
Die zu beweisende Ungleichung geht dann {iber in:
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| A (x B (s —w) (v —) + C(r—2 | £,
2

wobel
A = ap® - bpr -+ cr?,
B =12apqg -+ b(ps— qr)-+2crs,
C =aqg?+ bgs -+ cs?

also '

B4 AC=(6*—4ac)(ps—qgr)?=86-—4ac= 1.
Nun kann man die ganzen Zahlen p, » aus & (7) so wihlen,

daB |4 | < |71§ ist.2 Fur die Zwecke unseres Beweises geniigt
schon, daB man | 4 | = V2 machen kann, was vielleicht ein-
facher beweisbar ist. Natiirlich kann man p, # als teilerfremd
wihlen und dann ¢, s so bestimmen, dall ps—¢g# = 1 ist.®
Hiernach ist es keine Einschrinkung der Allgemeinheit, wenn
wir beim Beweis des Satzes von vornherein |a | < Vg voraus-
setzen.

Ist nun @ = o, so ist &6 = -+ 1, und die zu beweisende Un-
gleichung lautet

1
ly—vl-lx—pde—v]<

Sie 14Bt sich ohne weiteres durch ganze Zahlen x, v aus & (2)
erfiillen, indem man der Reihe nach

1
—v =, r—ptcy—v|=Z =
Iy I V ' pe(y )' /2

macht. Sei also jetzt @ &= o. Die zu beweisende Ungleichung 148t
sich dann so schreiben:

b 2 — )2 !
[X_H_}_:Z_a(y__v)] _ U v) < 1

4a® | T 2]al

? Das ist bewlesen in meiner Arbeit: Eine Abschiitzung fiir die untere
Grenze der absoluten Betrige der durch eine reelle oder imaginire binire
quadratische Form darstellbaren Zahlen. Math. Ztschr. 35 (1932) S. 563-7

% In R (7) gelten ja die gewdhnlichen Teilbarkeitsgesetze, alle Ideale sind
Hauptideale.

1%
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Nun wihlen wir die ganze Zahl y so, daB} |y —v | < ]—;—_ ist, und
2

setzen
(y—v)? 1 b
=0, —— =8, — (V) = —7.
ot 274 B 2 () Y
| 1 i 5 .
Wegen |y —v | éf/_.-, la| < ]/g ist dann
2

pzzlal gzl ®

und es mul} noch gezeigt werden, daB sich die ganze Zahl x aus
& (¢) so wihlen 1a8t, daB}

[+ —e| =
ist. Nun bedeutet die Ungleichung

Eat N
in der komplexen z-Ebene eine Cassinische Kurve mit den
Brennpunkten -+ 1/; und ihr Inneres. Es ist also nur noch zu
zeigen, daB auf oder innerhalb der Cassinischen Kurve zu jedem
Punkt y ein homologer Punkt liegt, d.h. einer der Gestalt
vy +ax=+v+E&+in wo &, n ganze rationale Zahlen sind.

Wir unterscheiden zwei Fille.

Erster Fall: § <2« also % £ 4 &, wo & die zu o kon-

jugiert-komplexe Zahl bedeutet. In diesem Fall liegt die Kreis-
peripherie

e ————

g Yaer—pt| B
T 2Ve L 2) el
1
mit dem Radius ——— = = (wegen (1)), also auch ihr
2V el Ve

Inneres, ganz in der Cassinischen Kurve, In der Tat, fiir die
Punkte der Kreisperipherie ist
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woraus folgt

N — g
— V405—p + - ising,

N
Ki
[~y

also
2 2 g 2 2 ¢in? p‘z 5 2
| [P (qoa— B4 sint) < ¢ qud =
4]af? 4]al
w. z. b.w.
Da der Kreisradius 2> - ist, so liegt in der Cassinischen

= l/2
Kurve auch ein achsenparalleles Quadrat mit der Seitenldnge 1,
und ein solches enthilt zu jedem Punkt einen homologen.

Zweiter Fall: B> 2 |« |. Wir setzen

e=p+iq, z=x-+1y,
wo p, ¢, x, ¥ reell. Dann wird die Sache bewiesen sein, wenn wir
zeigen konnen, dal far
1
—_ <y s-
P =
von den beiden Zahlen

, 0 Zx <1

N

= |2 — o |f = (a*—y2—p)? + (225 — g)%,

== —a =[x — 1) =y =P+ [2(x—1)y — g]?
wenigstens eine < fB? ist. Das wiederum wird bewiesen sein,
wenn wir zeigen kénnen, daf

(1—2) P+ xQ < p2
ist (man beachte o < x < 1). Nun ist
Pe=xt 4 222 () = p) — 4gxy + ¥* + 2p° + p*+ 4%
Q=0 —)'+20—2° (=5 + 490 —2)y+yi+2py?

+ 27+ &%
also, wenn x (1 — x) = v gesetzt wird,

(=2 P+ xQ = v—30%+ 20 (¥ —p) +r4+2p) -2+ &%
Das Maximum dieser Funktion von » liegt, da v = x (1 — x)

1
auf das Intervall o < v < — beschrinkt ist, entweder
4
18+
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1 2 (2 —
bei v = o oder bei v = — oder bei v = 1——%_7——(62 . p)
4
Liegt es bei ¢ == 0, so kommt

1_}_,0[_%_’”[2’

(=2 PHxQ =yt 2py®t gt =+

und das ist wegen (1) und wegen > 2 [« |

6 4 4

. . . 1
Liegt das Maximum bei = | so kommt
4

1 e —
(=0 Prx0 < = T gty g
o e 1 ,
< — oyt —29%} |a 5
= 16 Y «2+(2 J’)f”l‘i‘l“l
t
Hier liegt das Maximum, da »* auf das Intervall o < 3% << -
=4

1
beschrankt ist, bel y®== o oder bei y*= - so daB sich ergibt:
4

1 [ , 1 '
(1—2)P+2x0Q SMax|— 4+ — 4+ Ja?, —+ |al?
- 16 2 4 :
"2 2 2, 2
< Max @_ + B + B_, L52+p_-|<32.
.6 4 4 3 4
Wenn schlieBlich das Maximum der obigen Funktion von » bei
A 2___
v = ! ._2~_(6y_~_]>2 liegt, ergibt sich:

(1) Pt 2Q £ = (194257 — 204y + 2932 224 °

14, 1 1 . .
= e e D e
12 3 3 3 3

1 1 1 ! o R
<t Mg amgn e
123 3 3 3
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1
Hier liegt das Maximum wieder bei 2= 0 oder »*== - und man

4
crhalt:
1 % 712 1 Al |2
(1 —x) P--xQ = Max 12—}—’3'4—‘”4] , ‘{‘4[,)[
. 3 3 4 i
2 22 2 2 22
,/.Max[za —}—J _{—B , ZB H:,_‘Jv',__ 52,
h 9 63" 3 3]

Damit ist alles bewiesen.
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