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Infinitesimale Verbiegung der Flichen, deren
Asymptotenlinien ein Quasi-Riickungsnetz bilden

Von Robert Sauer in Miinchen
Vorgelegt von F. Lobell am 4. Februar 1949
§ 1. Einleitung

Bei den Flichen 2. Ordnung kann man, wie schon G. Dar-
boux! zeigte, die simtlichen infinitesimalen Verbiegungen in
geschlossener Form angeben. In der vorliegenden Arbeit wird
eine weitere Fliachenfamilie untersucht, bei der sich ebenfalls
die simtlichen infinitesimalen Verbiegungen in geschlossener
Form durch Quadraturen darstellen lassen. Diese Flichen sind
dadurch gekennzeichnet, dal die Asymptotenlinien zwar nicht
im Raum, jedoch fiir eine gewisse Projektionsrichtung im
Grundrif3 ein Riickungsnetz bilden; d.h. die Grundrisse der
Asymptotenlinien sind zwei Scharen kongruenter Kurven und
gehen jeweils durch Parallelverschiebung langs der Kurven der
anderen Schar auseinander hervor.

Wir werden im folgenden kurz sagen, daf3 die Asymptoten-
linien ein ,,Quasi-Riickungsnetz'* bilden.

In §2 wird gezeigt, daB jedes beliebig vorgegebene ebene
Riickungsnetz als GrundriB der Asymptotenlinien einer bis
auf affine Transformationen bestimmten Fliche betrachtet
werden kann; die Parameterdarstellung dieser Flichen wird
angegeben. :

In § 3 werden die entsprechenden positiv gekriimmten Fliachen
ermittelt; hier sind die Asymptotenlinien und die von ihrem
GrundriB erzeugten Riickungsnetze imaginir.

Nach Erorterung einiger Beispiele in §4 folgt in §5 die
Bestimmung der infinitesimalen Verbiegungen der in den
§§ 2, 3 eingefiithrten Flichen. In §6 wird die Theorie auf die

in §4 betrachteten Beispicle angewandt. § 7 enthilt einige
SchluBbemerkungen. ’

1 G. Darboux, Théorie des surfaces, Band IV S. 11/12, Paris 1896.
Miinchen Ak, Sb. 1949 1
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2 Robert Sauer

§ 2. Parameterdarstellung der negativ gekritmmten Flachen,
deren Asymiptotenlinien ein Quasi-Riickungsnetz bilden

In der x, y-Ebene sei ein beliebiges Riickungsnetz

|x= Uy () + Vi (), y=Us() + Va(@) mit U VUV =0 | (1)

vorgegeben; Uy, U, und V3, V, sind willkiirliche zweimal stetig
differenzierbare Funktionen von # bzw. v. Wir zeigen, daf}
Flichen z = z (%, v) existieren, deren Asymptotenlinien z =
= const. und » = const. das Riickungsnetz (1) als Grundri3
haben, und werden die allgemeinsten Flichen dieser Art angeben.

Die Parameterkurven sind dann und nur dann Asymptoten-
linien, wenn die beiden Bedingungen :

7 ' 7 ’
U, U, z, l U, Uy 2,
! ! _ ! I, —
Vo Ve o5 =0, Vi Vo 2z, | =0 (2)
i 1! 1! 1t
Ul U2 Zuul | Vl V2 Zvv

erfiillt sind; die Striche bezeichnen hierbei Ableitungen nach #
bzw. v.

Aus den Gln. (2) folgt unter Beriicksichtigung von
A=z, v, — x5, = U{ Vé — U; V{ +0

die Existenz zweier durch z (%, v) eindeutig bestimmten Funk-
tionen a (#, v) und & (%, v), welche den Gleichungen

z, =aU; +86U,, =z, =aV, +b&V,,

v

b= aUY +8UY, 5= aVl! + 8V ®

geniigen.

Durch Differentiation der GI. (3,) nach # und der Gl (3,)
nach v und Vergleich mit den Gln. (35) und (3,) ergibt sich

a, Uy +6,Uy =0, aV|+bVs=0 (4)

und hierauf durch Differentiation dieser beiden Gleichungen
nach v bzw. #

' ' 1 ’
Uy + 0,Us = 0, @y Vy 4 by Vs == 0.
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Daraus folgt bei Voraussetzung stetiger zweiter Ableitungen
von « und 4 und bei Berticksichtigung von A==0:

Ayy = byy =0, a= (I)l(”> +¥i(@), 6= Dy(u) + 11}2(”)- (5)

Fiir die zunichst willkiirlichen Funktionen ®;, ®, ¥, ¥,
erhilt man aus den Gln. (4) die Bedingungen

QLU + B, =0, WiVl + ¥V = o,
woraus sogleich
O = A@) U}, Oy=—A@)U!, Vi=M@) V, ¥i=—M@)V,
folgt. Es ist dann nach GI. (3) weiter
Zuy = ayUy + 6,U3 =M () - (VU — V1U3),
owe = @ V) + b,V = M) - (ViUs — VU
und bei Voraussetzung stetiger Funktionen
A(u) = — M(v) = const. = 4.
Somit hat man. schlieBlich
a=kU,—Vy) + by b=—~U —V)+4
und nach GI. (3y) und (35)
2y = k(U Uy — U U3) + B (U Vy — Ui V) + &U; + AU,
2y = by(Va Vi —V Vo) + by(ViUy— Vo Uh) + by Vi + A5 V5.

Die Integrierbarkeitsbedingung z,,=z,, ist erfiillt und es
_ergibt sich durch Integration

2= b {(UV1—UVy) + [(U U= U1 Up) du + [(VoVy —V Vy) dv} )
+ AU+ + &+ V) + 4 (6)

Die durch die Parameterdarstellung Gl. (1) und Gl. (6) ge-
gebenen Flichen haben die Parameterkurven #z = const. und
v = const. als Asymptotenlinien und sind die allgemeinsten
Flichen mit dem Riickungsnetz (1) als Grundri3 der Asym-
ptotenlinien,

1*



4 Robert Sauer

Aus der durch 4 =1, hy=hy=Fk,—0 gekennzeichneten
Losung @)

| 2= U —U, Vo) + [UUs—UhUp du + [(ViVi— ViV dv |

erhilt man die allgemeine Lésung (6) durch

2 = bz + by + by + 4y
Hieraus folgt:

In dem trivialen Sonderfall Z; = o entarten die Flichen (6)
zu Ebenen. Abgesehen von diesem Sonderfall sind die simt-
lichen Flachen, die zu einem als Grundrif3 der Asymptotenlinien
willkiirlich vorgegebenen Riickungsnetz (1) gehéren, zueinander
affin. Es gibt also im wesentlichen genau eine Fliche, Gl. (7),
deren Asymptotenlinien ein Quasi-Riickungsnetz iiber einem
vorgegebenen GrundriB3, Gl. (1), bilden.

§ 3. Parameterdarstellung der entsprechenden positiv
gekriitmmten Flidchen

Die durch Gl. (6) bzw. (7) definierten Flichen haben reclle
Asymptotenlinien, sind also negativ gekriimmt. Durch die
Transformation

w==,v=%; Uy=Ty(), =710, Up=ToG), Va=T(3) (®
(71(7), T,(=) analytische Funktionen des komplexen Parameters 7;
T, %T; 73 7/‘\1; 75, YA',_, konjugiert komplex) ergeben sich aus den
Gln. (1) und (7) nach Hinzufiigung des Faktors ;—1 entsprechende

positiv gekriimmte reelle Flichen, namlich

x=2RI{T1(x)}, »y=2RI{T,(>)},

a=m {1y To+[(Tyd Ty— Ty d Ty)}- -

Die konjugiert komplexen Parameterkuven t = const. und
7 == const. sind die Asymptotenlinien; der Grundri3 der Asym-
ptotenlinien ist ein Riickungsnetz konjugiert komplexer Kurven.
An Stelle der 4 reellen Funktionen U,(x), Uy(2), V(v), Va()
der Gln. (1) und (7) treten in Gl (9) die beiden analytischen
Funktionen 77(z), 7,(s) der komplexen Veriinderlichen <.
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§ 4. Beispiele

Wir geben zunichst Beispiele der in § 2 behandelten negativ
gekriimmten Fliachen Gl (7) an. Das Rickungsnetz in der
x, y-Ebene erzeugen wir
a) durch ein System kongruenter Kreise durch einen festen

Punkt; sie umhiillen einen Kreis doppelter Gréfe,

b) durch ein System kongruenter Hyperbeln durch einen (auler-
halb des Netzes liegenden) festen Punkt; sie umbhiillen eine
Hyperbel doppelter GréBe; ‘

¢) durch ein System kongruenter Parabeln, die eine Parabel
doppelter Gréfle umbhiillen.

Diese Riickungsnetze stellen wir dar durch

(a) x = cosz + cosv, y=sinwu + sinv,
(b) x = Cofz 4 Cofov, y = Sinu 4 Sino, (10)
() x =22+ o2, Yy =1u -+ v

Aus Gl. (7) erhidlt man hierzu folgende Flédchen:

(a) z = sin (u—v) — (u—7),
(b) z = &in (u—v) — (x—7w), (11)
(OFz= —%—(u—'u)?’.

Wegen

(a) 2*+ y? = 4cos? (u—j

() 22—y = (u—v)?

v), (b) xz__y2::460f2(u;v):

sind die Schnitte z = const. (#z—wv = const.) dieser Flichen
(a) konzentrische Kreise, (b) Hyperbeln mit demselben Asym-
ptotenpaar, (c) kongruente und parallele Parabeln. Die Flichen (a)
sind also Drehflichen, die Flichen (c) Parabel-Riickungs-
flichen. Die Ebene y = o (v = 0) schneidet die Flichen
nach den Kurven
(A)x=2cosu, z=sin2u—2u = i1/4_——;é — 2arc cos (—)i)
2 \z)?
B)x=2C0fu, :=0inz2u—2u= é]/:é;—_4—291r Cof (i),

Ormn ot

K

PR TR
ud = —x2.
3



6 Robert Sauer

Fiir die nach § 3 entsprechenden positiv gekriimmten Flachen
Gl. (9), erhdlt man mit

wmr=ptig v=4=p—ig
(p,q reelle Parameter)

an Stelle der Gln. (10) und (11)

(@) x=2cosp Cof ¢, y=2sinp Cof ¢, 2=Cinz2¢ — 29,

(b) x=12 Cofp cosg, y=2 Sinp cosg, #=sin2¢ — 24, (12)
© x=2(P—p7), y=2p, 5= 57"

Die Schnitte z=rconst (¢=const) dieser Flichen sind wegen
(@) 2 +5% = 4 Cof %g. (b) #®—3% = 4 cos g (c) 2x—p% = —44°

ebenso wie im Fall der negativ gekriimmten Flichen (a) kon-
zentrische Kreise, (b) Hyperbeln mit demselben Asymptoten-
paar, (c) kongruente und parallele Parabeln. Die Flichen (a)
sind also wieder Drehflichen und die Flichen (¢) Parabel-
Rickungsflichen.

Fiir die Schnittkurven mit der Ebene y = o (p=o0) erhilt
man

(a) x=2Cofg, s=Cinz2g—2q9 = —;Vx2—4—2 ‘Mr@of(%),

(b) x=2cosg, z= sin 29—29:§]/4—x2—2érccos(x),

2

(© x=—2¢% 2=3¢ = (=)t

Dies sind im wesentlichen dieselben Schnittkurven wie bei den
negativ gekriimmten Flidchen, jedoch sind die Fille (a) und (b)
vertauscht und bei Fall (¢) ist # durch (—=x) zu ersetzen.

§ 5. Bestimmung der infinitesimalen Verbiegungen

Die durch Gl (7) und (9) gegebenen Flichen, deren reelle
bzw. imaginiren Asymptotenlinien ein Quasi-Riickungsnetz
bilden, haben die bemerkenswerte Eigenschaft, dafl ihre simt-
lichen infinitesimalen Verbiegungen sich in geschlossener Form
durch Quadraturen darstellen lassen.
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Wir erinnern zunichst an folgende bekannte Beziehungen
aus der Theorie der infinitesimalen Flichenverbiegung :?

Die Biegungsflichen g (z,v) + €k (%, v) mit ¢ = const >0
einer Fliche 1 (%,v) sind durch den ,,Drehri3* 9 (z,v) bestimmt
vermdge der Bezichung

dr =9 X dg, also L, =9 XL, Ly,=YyXL. (13)

Der Vektor ey (#,v) stellt die Drehung um eine durch den
Nullpunkt des Koordinatensystems gehende Achse dar, welche
das betreffende Flichenelement der Fliche g (%,v) bei der Ver-
biegung erfihrt. Das Problem der infinitesimalen Fldchen-
biegung reduziert sich auf die Aufgabe, alle Drehrisse 9 (%,v)
zu ermitteln; denn wenn y (#,7) bekannt ist, erhilt man g (%,?)
aus den Gln. (13) durch Quadraturen.

Wenn nun die vorgegebene Fliche ¢ (#,v) negativ gekrimmt
ist und die Parameterkurven z = const, v = const die Asym-
ptotenlinien sind, liefern die Integrabilititsbedingungen der
Gln. (13) die bekannten Beziehungen

Yy = ALy Dy = VI (14)

Hiernach bilden die Parameterkurven der Flichen g (#,v) und
9 (#,v) parallel-reziproke Netze, d.h. die ,,Lingstangenten‘
des einen Netzes sind parallel zu den ,,Quertangenten® des
anderen Netzes und umgekehrt. Jede Fliche y (#,v), die mit
der Flache g (#,v) in dieser parallel-reziproken Beziehung
steht, ist ein Drehril und bestimmt daher eine Verbiegung der
Fliache ¢ (#,7). Die Fliachen y (%,v) kénnen auch in Kurven
entarten; dann ist die Fliche eine Regelfliche und die be-
treffenden Drehrisse 9 (#,7) liefern diejenigen Verbiegungen,
bei denen die Erzeugenden der Regelfliche g (#,7) gradllmg
bleiben.

Wenn die Parameterkurven der Fliche g (%,v) wie voraus-
gesetzt die Asymptotenlinien sind, d.h. wenn (L,5,T,.) =
(TuLylw) = 0 ist, folgt aus den Glin. (14) sofort (9, 9,9y, = 0
d. h. die beiden Scharen der Parameterkurven der Fliche 9(#,v)
sind zueinander konjugiert.

2 Vgl. z.’B. R. Sauer, Projektive Liniengeometrie, §§ 30-33; Goschens
Lehrbiicherei Bd. 23, 1937,
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Wir fassen zusammen: Die Ermittlung simtlicher infinitesima-
ler Verbiegungen einer negativ gekriimmten Fliche g (x,v) ist
gleichbedeutend mit der Ermittlung simtlicher zum Asymptoten-
liniennetz der Fliche g (%,v) parallel-reziproken Kurvennetze
y (2,v); diese Kurvennetze bestehen aus 2 konjugierten Kurven-
scharen. ‘

Mit Hilfe dieses Satzes kann man die infinitesimalen Ver-
biegungen unserer durch Gl. (7) gegebenen Flichen, auf denen
die Asymptotenlinien ein Quasi-Riickungsnetz bilden, fast un-
mittelbar angeben:

Ebenso wie die Parameterkurvennetze der Flachen g (w,v)
und v (#,v) im Raum parallel-reziprok bezogen sind, besteht
auch zwischen ihren Grundrissen eine parallel-reziproke Zu-
ordnung. Da nun der Grundrif3 des gegebenen Netzes t (u,v)
ein Riickungsnetz ist, miissen wegen der parallel-reziproken
Beziehung die Grundrisse der gesuchten Netze v (%,7) Geraden-
netze sein. Bezeichnen wir wie vorher mit x, vy, z die Koordi-
naten der Fliche £ und auBlerdem mit &, v, T die Koordinaten
der Fliachen v, so erhalten wir fir die zum Ruckungsnetz Gl. (1)
der x, y-Ebene parallel-reziproken Geradennetze der &, n-Ebene

EUL () — 11U, () = o (), -
BV (o) — 1 Vi (0) = $(@) .

mit den beiden willkiirlichen stetig differenzierbaren Funk-
tionen ¢ () und Y (v). Die Bedingungen der parallel-reziproken
Beziehung sind wegen

(75 ) con= v = |
d_}' u=const_ 2

(b o= T2 = ()
d_;V v=const Ué dn u = const

|
I

]
S|

a: )v= const’
a

S

AL

Il

offenbar erfiillt.

Die GIn. (15) und (1) liefern nach einfacher Rechnung

4
w=Mrr,=AV,, 7=,

= )\J/’D = A V?",

! !
» = V%, =vU;, 7, =vx, =vU,

(16)

=
z
G
-
<
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mit LU Uy @ () |
h=— (O V3—Us V)2 | Vi Vo (@1,
Uy Uy o' () |

(17)
Uy Uy ¢ () |

v= + UV—TUVD™ | Vi Vi (@) |.
VY @)

Dadurch sind die den Drehri3 y(z%, v) kennzeichnenden Funk-
tionen A(x,v), v(#,v) festgelegt und aus den Gln. (14) und (7)
folgt schlieBlich

Ui Uy o (w)
o= |V{ Vie (v)
U Uy o' (u) |

(U1 Vé_‘ U2 V1l> + (V{ Ve— Vé V1>
(U Vy—U, V)

. (18)
Uy Uz ()

L=V Vio (9)
vy ViY@ |

(MU, — VU + U, U,— UUy)
UV, — U V)

Durch die Gln. (15) und (18) sind die sdmtlichen Drehrisse, also
auch die samtlichen infinitesimalen Verbiegungen gegeben fiir
die durch Gl. (7) dargestellten negativ gekriitmmten Flichen.
Hierbei treten zwei willkiirliche, einmal stetig differenzierbare
Funktionen ¢(z), {(z) auf.

Das Ergebnis 1dBt sich im Anschluf3 an § 3 leicht auf die
entsprechenden positiv gekriitmmten Fliachen (Gl. 9) tibertragen:

Wir ergénzen die Transformationsgleichungen (8) durch

o= Q) v=0@&), (19)

d. h. wir fihren an Stelle der beiden willkiirlichen reellen Funk-
tionen ¢(z), ¥(7) die analytische Funktion Q(7) des komplexen
Parameters 7 ein. Man erhdlt dann aus den Gln. (15) wieder
reclle & v und aus den GlIn. (18), wenn wir auf den reellen

Seiten den Faktor %1 hinzufiigen, auch reelle . An Stelle der

GIn. (15) und (18) treten die Gleichungen
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: Q7 — Q71! Q7, — Q71! o
Q: A\ A~ ] "7: A~ A 20
A R A i T =T
und
| 7, Ty Q | . -~ ~R
P T, 7T,—T,7T" rnrT,—71\T
C=z- 'T{Tég’ ( 1+ 2 2’/1\)_*_8\1,- 2 1) dT
IT/ITIIQII TlTé_TéTl
1 2

(21)
Sie stellen die allgemeinen infinitesimalen Verbiegungen der
durch Gl. (9) gegebenen, positiv gekriimmten Flichen dar.

§ 6. Beispiele

Wir wenden die in § 5 entwickelte Theorie auf die speziellen,
in § 4 betrachteten Flichenfamilien an. Dabei erhilt man nach
elementaren Rechnungen folgende Ergebnisse;

1. Verbiegung der negativ gekrimmten Flichen,

Gl. (10),(11)

Fall a:

Ecosu—tnsinu =), Ecosvtrnsiny=1{(),

C= 1847 (o) +9(@) — fol du + fh@y dv; 7Y
Fall b:

ECofoe —n Sinu=o@), £Cofv—uSinv=y(v), .

£ =30 “T2 () + V(@) — o) du + [4@) dv; 2D
Fall c:

E—2qu = o), E—2nv=1{(v),

(22¢)

L= 5" (0 () +4(0) — [o @) du + [Y(2) dv.

2. Verbiegung der positiv gekrimmten Flachen, Gl. (12)
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Wir setzen wieder 2z = p+7¢, v = p — ¢ und erhalten:

Fall a: :
£ cos p Cof g+msinp Cof ¢ = RI {Q(v)},
—Esinp Sing +ncosp Gin ¢ = /m{Q()}, (23a)
C=Rgq  RIH{QE} —Jm {J Q) d7};
Fall b:
£Cofpcosg —n Sinpcosg =RI {Q(z)},
£ Binpsing—n Cof psing = Jm {Q(z)}, (23b)
L=tgg- RI{QE}—Jm {J Q) d};
Fall c:

f—2np = RIOE), 210 =/m (00} 0
C=g RI{Q)} — Jm {JQ() d}.

Natiirlich lassen sich die Gln. (22) und (23) auch integrallos
darstellen, wenn man an Stelle von ¢, ¢ bzw. Q(z) als willkiir-

liche Funktionen [¢ () du, [{(v) dv bzw. [ Q(z) dx beniitzt.

§ 7. SchluBbemerkungen

1. Verbiegung der Flachen zweiter Ordnung

Der naheliegende Versuch, analoge Uberlegungen fiir Flachen
anzustellen, bei denen die Asymptotenlinien nicht nur ein
Quasi-Riickungsnetz, sondern ein Riickungsnetz schlechthin
bilden, fithrt zu einem trivialen Ergebnis; denn man kann
leicht zeigen, daB die einzigen Flidchen dieser Art die Ebenen
sind.

Dagegen lassen sich analoge Uberlegungen durchfiihren fiir
die Flichen mit geraden Asymptotenlinien, also fiir die Flichen
zweiter Ordnung. Die dem Asymptotenliniennetz parallel-reziprok
entsprechenden Kurvennetze der Drehrisse sind dann Riickungs-
netze. Man kann hierdurch in dhnlicher Weise wie in § 5 die
allgemeinen infinitesimalen Verbiegungen der Flichen zweiter
Ordnung, die sich bereits bei Darboux! finden, unmittelbar
angeben.
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2. Schrinkungsfeste Netze konjugierter
Kurvenscharen

Die zu einem Asymptotenliniennetz parallel-reziproken Netze
konjugierter Kurvenscharen lassen sich auch als ,,schrinkungs-
feste’ Netze kennzeichnen, d.h. als Netze zweier Kurven-
scharen, die bei den betrachteten infinitesimalen Verbiegungen
konjugiert bleiben.? Die Parameterkurven der Drehri3flichen,
Gl. (7), bilden daher schrinkungsfeste Netze, und zwar sind
dies die allgemeinsten schrinkungsfesten Netze zweier konjugier-
ter Scharen, deren erzeugende Kurven ebene Kurven sind und
in Ebenen senkrecht zur £, n-Ebene liegen. '

3. Projektive Flidchen

Nach ecinem bekannten Satz der Flichentheorie lassen sich
aus den infinitesimalen Verbiegungen einer Fliche die infinitesi-
malen Verbiegungen aller zu der gegebenen Fliche projektiven
Flachen durch Quadraturen herleiten.? Man kann also die
infinitesimalen Verbiegungen auch aller zu den Flichen, Gl. (7)
und GI. (9), projektiven Fliachen durch Quadraturen darstellen.

4. Beziehungen zur Theorie der Strémung
kompressibler Medien

Das Problem der infinitesimalen Verbiegung der Drehflichen
(bzw. der Parabelriickungsflichen) ist &4quivalent mit dem
Problem der stationdren zweidimensionalen (bzw. der nicht-
stationdren eindimensionalen) Stréomung kompressibler Medien.?
Unsere speziellen Drehflichen GI. (11a) und (12a) und unsere
speziellen Parabel-Rickungsflichen Gl. (11¢) fithren auf die
Strémungen der kompressiblen Medien mit der Druck-Dichte-

Bezichung p = 4— f Die Strémungen dieser Medien, bei

denen die Mach-Linien (= Ausbreitungslinien kleiner Stérungen)

geradlinig sind, spielen in der Stromungslehre eine erhebliche
Rolle.?

3 Vgl. z. B. R. Sauver, Math. Archiv Bd. 1, S.263—209, 1948/49, und
R. Sauer, Méthodes analytiques de la théorie des fluides compressibles.
Béranger-Paris 1949 (im Druck).



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database

Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen
Klasse der Bayerischen Akademie der Wissenschaften Miinchen

Jahr/Year: 1950
Band/Volume: 1949

Autor(en)/Author(s): Sauer Robert

Artikel/Article: Infinitesimale Verbiegung der Flachen, deren
Asymptotenlinien ein Quasi-Rickungsnetz bilden 1-12



https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=56338
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=372926

