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Der freie Fall auf der rotierenden Erde

Von Hans Bucerius in Miinchen

Vorgelegt von Herrn E. Schoenberg am 12. Mai 1950

Es sei zunichst eine mit der konstanten Winkelgeschwindig-
keit & um eine Achse rotierende Kugel vorgegeben, sowie ein
in der Breite ¢ mitbewegtes rechtwinkliges Koordinatensystem
mit folgender Achsenorientierung der Einheitsvektoren: ¢; in
der Richtung Nord-Siid, e, in der Richtung West-Ost tangential
an der Kugel, ¢, in der Zenit-Richtung. Die Lage des Koordi-
natenursprungs vom Mittelpunkt der Kugel aus ist dann durch
den Vektor R = R - e; gegeben, und ein beliebiger Punkt im
Raume durch einen Ortsvektor

r=R +r,
wenn wir
r=2%¢ +ney+Cey

setzen. Der Drehvektor b stellt sich in diesem System durch
b=—wcosg ¢, +osing e, |d]| =0,

dar. Die konstant angenommene Schwerebeschleunigung an der
Kugeloberfliche sei — g - ¢;.. Die Bewegungsgleichung im mit-
bewegten System lautet dann bekanntlich in vektorieller Schreib-
weise unter Weglassung der trigen und schweren Massenfak-
toren:

Stz ly] + b 1onl) = — g, W

wobei die partiellen Ableitungen diejenigen im mitbewegten
System bedeuten sollen. Wegen t = R 4 t folgt daraus auch

a

f

g —2 [b, 22] [ [5R]] — [® [b¥]

| D

ot

=gty —2 [b, E] — 5 (OR) + Rew? — b (dF) + Fal.
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Beachten wir die obigen Definitionen der Vektoren R, ¥, d und
multiplizieren beiderseits skalar mit ey, e,, ¢3, so ergeben sich die
Bewegungsgleichungen

(3)
= Rwlsing coso + £ w?sin2p - Lw?sing cos 4+ 2 wsin o7
? @ P 'Y ¢ @

Fat

e

= w2 —2wsing-§ —2wcos ol

{=—g + Rotcosto+Ewdsing cosp + Lw?costo -+ 26 cosq-i

wo jetzt Punkte die zeitlichen Ableitungen im mitbewegten
System ausdriicken.

Bei Anwendung auf die rotierende Erde hat man zu be-
achten, daB die Kugel durch die Zentrifugalkomponenten zu
einer Gleichgewichtsfigur (Geoid) deformiert ist. Das mit-
bewegte Achsensystem e;, €, e; weicht dann von dem bisher
definierten in dem Sinne ab, dal e¢; und e, bei unverdnderter
Orientierung in der Tangentialebene an das Geoid gelegen sind,
und ¢, senkrecht dazu, wodurch unter Einfiihrung einer geozen-
trischen Breite ¢’ neben der geographischen ¢ jetzt

R=Rsin(lo—9)eg + Rcos (p—1¢') ¢5

ist. Der Radiusvektor R variiert dabei mit ¢ oder ¢’. Die Ober-
fliche der Gleichgewichtsfigur ist so charakterisiert, daf3 die
Tangentialkomponente der Zentrifugalbeschleunigung in der
Richtung ¢, kompensiert wird durch die Komponente der reinen
Schwerebeschleunigung — gy - ¢; des deformierten Rotations-
korpers in derselben Richtung. Der Vektor der Schwerebeschleu-
nigung nimmt jetzt die allgemeinere Form — gy * ¢, — g3 ¢3 an.
Beachtet man diese Abweichungen vom kugelsymmetrischen
Fall, so folgt aus (2)

§=—g +Ra’singcosg’ + (wie in (3))
P (wie in (3)) @)
?=-—gs+ Ro?cosgcosg + (wie in (3)).

Die Forderung des Gleichgewichtes bedeutet, daB in der ersten
E}leichung () fir E=n=C=o0 und £ = 74 =0_{=o0 auch
¢ = o sein mub, also
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& =Ro? sm ¢ cos ¢,
wihrend in der ¢g-Richtung éin resultierendes
— 7 =—g; + Ro?cos ¢ cos ¢’

iibrighleibt. Bei Anwendung auf die rotierende Erde braucht
man also in (3) lediglich die konstanten Terme mit R«? als
Faktor zu streichen und — g durch ein — £ zu ersetzen.

Man pflegt die Integration der Gleichung (3) unter der be-
rechtigten Vereinfachung durchzufiihren, dal man die Zentri-
fugalglieder mit w? als klein gegen die Corioliskrifte vernach-
lissigt. Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dal man
die Gleichung (4) oder (3) auch unter Mitnahme der Zentri-
fugalterme streng integrieren kann.

Durch skalare Multiplikation der Grundgleichung (2) mit
D erhilt man zunichst in Koordinatenschreibweise

écosQ—tsir;cngéincp, (s)
was zu einem Z\vischenintegrai
g cos o — U sin @ = g #sin ¢ - const. (6)
Anlaf3 gibt. Aus der ersten und dritten Gleichung (3)folgt sofort
Zsil‘lcp—l—t'cosq):zm‘r,—I—-cog(isintg—f—Ccoscp)—gcoscp N
und durch einmalige Differentiation dieser Gleichung
é'sinc,o—k'tcoscp:zw‘r)+m2(§sin@+§cosqo). (8)

Die zweite der Gleichungen (3) oder (4) liefert andererseits un-
mittelbar

g‘singo—ktcoscp:i-(wzﬁ—‘ﬁ) ()
oder nach zweimaliger Differentiation
€ sin o+ cos g = ;1(0_ (02 H—nI"). (10)

Die Gleichsetzung der rechten Seiten von (8) und (10) unter
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Verwendung von (9) ergibt dann eine Differentialgleichung
4. Ordnung fiir % allein, ndmlich:

NV 202 + oty = o. (11)

Schreibt man (11) in der Form
 Gitamtae Gretn =o

so erkennt man sofort das Zwischenintegral
ftoin=4sinwt+ B coswt (12)

Wir spezialisieren im folgenden der Einfachheit halber auf den
freien Fall aus einer Hohe { = % im Ursprung £ =4 = o0 des
Koordinatensystems mit den Anfangsgeschwindigkeiten § =
% = { = o fiir # = o. Aus der zweiten Grundgleichung (3) folgt
dann fiir # =0 auch ¥ = 0. d. h. in (12) B = 0, so daB die so
vereinfachte Gleichung (12) zu integrieren bleibt mit den An-
fangsbedingungen 7 = 0, 7 = 0. Das ist aber die Differential-
gleichung der erzwungenen Schwingungen im Resonanzfalle
mit der Lésung

.,)=;‘f?(sin ©t— ot cos wi), (13)

womit alle bendtigten Funktionen der Zeit # fiir die rechten
Seiten der Gleichung (6) und (9) gefunden sind. Wir erhalten
nunmehr einmal aus (6), wo die Integrationskonstante jetzt
wegen der Wahl der Anfangsbedingungen verschwindet,

Zcoso—{sing =g ¢sing (14)
und zweitens aus (9) auf Grund von (13)
ésin<p—{—tcosq)=—;-/1z‘cosmt. (13)

Die Auflésung von (14) und (13) fihrt endlich auf

z gz‘sincpcoscp————;Atsincp-cosmz‘
| 1 (16)
C=—7g7tsin2cp——2—Atcos<p' cos w.
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Zur Festlegung der Konstanten 4 bemerken wir auf Grund der
Anfangsbedingungen, dafl aus der ersten Grundgleichung (3)
fiir # = 0 einerseits

£ (0) = % w*sin ¢ cos ¢
und aus (16) nach Differentiation nach # anderseits
E(o)=gsing coscp——%A sin ¢
folgt. Gleichsetzung beider Werte bedeutet
A =2 (g — % ¥ cos o. (7

Durch nochmalige elementare Quadratur von (16) gewinnt man
endlich das Integral des vorgelegten Gleichungssystems fiir den
freien Fall aus der Ruhelage in der Héhe £ im mitbewegten
Koordinatensystem:

(18)
£ =gsing coseo - »%:— + ﬂl_‘i;ﬂ (F—7ho?)(1—coswt—orsinet)
0= ~C(;S;? (§—/ro?) (sinwt— wt- coswl)

I to . . A
C:/Z—gSln“(p-»z —{—C—czg-g(g——/zcﬁ) (1—coswt— wtsinwl).

Diese Losung des Problems ist bemerkenswert beim Ver-
gleich mit derjenigen unter alleiniger Beriicksichtigung der
Corioliskréfte, die man z. B. bei A. Sommerfeld, Vorl. Bd. I
S. 16265 findet. Auffallend ist, daB3 bei der strengen Lésung
die periodischen Funktionen der Frequenz o auftreten, statt
2 w bei reiner Corioliskraft. Wegen der Kleinheit von w# bei

beobachtbaren Fallbewegungen interessiert hauptsichlich die
Entwicklung fiir kleine 2. Sie gibt

E:%g‘t? .ﬁﬁqs_i};?c“s_‘? (,,+ g’“) spdda
9 1
7 = %g wtcomp( il —ﬁ+‘” -+ - (19)
C—‘——/L—--l 5 12 2 Ro? COS(P ( i:") 304 &
2 & + & 4R i

6 Miinchen Ak. Sb. 1950
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Die Formulierung ist so vorgenommen, daf die fiir die Abwei-
chungen charakteristischen Verhiltnisse von Zentrifugalkraft zu
Schwere und %/R eingehen. (19) ist zu vergleichen mit

2 74
£ = gsing coso 0)_6[ 4+

3 (;)3 7%

Pt T w? - f J
1) S ACOS DR I e COS O ek =l

h— ; gtz—}—égt‘*mz cos? @ -+

(192

v
=

I

bei Sommerfeld a. a. O. Unterschiede sind natiirlich nur in
den Gliedern quadratischer Ordnung in « vorhanden sowohl hin-
sichtlich der Zahlenfaktoren als auch der von der Ausgangshé&he
des freien Falles abhingigen Terme, wihrend das Hauptglied
fiir y (Ostabweichung) unverdndert bleibt. Das charakteristische
Auftreten der Zentrifugalkorrektion % w? vermifit man bei der
gendherten Integration; es ist aber gerade fiir die physikalische
Begriindung der Ostabweichung unentbehrlich.

Die vorliegende strenge Losung koénnte nur praktisches
Interesse haben fiir Bewegungen im konstanten Schwerfeld von
so langer Dauer, daB # einen nennenswerten Bruchteil eines
Tages ausmacht (Raketen). Der Luftwiderstand erdriickt dann
allerdings die rein gyroskopischen Effekte.

Die strenge Lasung der Wurfgleichungen kann man auch nach
der obigen Methode lediglich bei verallgemeinerten Anfangs-
bedingungen ableiten. Wihlt man die in dieser Hinsicht gentigend
allgemeinen Anfangsbedingungen £ =% =o0, { =/ fiir £ =0
und die zugehérige Anfangsgeschwindigkeit

9y = 7o (cos «=¢; +cos P+ e -+ cos y-e), cos®a - cos?f 4
- cos?y =1,

d. h. £ (0) = v, cos « usw., dann ist es fiir die Kiirze der Schreib-
weise noch ratsam, den Winkel 8 zwischen dem Vektor 9, und
einem Vektor senkrecht zu d in der ¢;, ¢3-Ebene, also

sin@ee, + cos - e,
einzufithren. Es ist damit

cos 8§ = cos o sin ¢ + cosy cos @,
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Dann lautet die strenge Losung der Wurfbewegung im kon-
stanten Schwerefeld der rotierenden Erde

£ = vy cos a + 7yt sin ¢ (cos P sin @f— cos 3 (1 — cos w?)) +
-+ i Zsin g cos @2 Sin@@ios@ (g—ho?) (1 —cosw?
) —wisinw?)
N = ‘DQ?(l — cos Wi— ! sin i) + vyt cos f cos i +
-+ C%Sf— (Z-—ho?) (sin ot—wi-cos o)
C = Z + vyt cosy - vyt cos @ (cos B sin wz— cos 3 (1 —cos 7))

A 5 , costo ,_ 2
— g &sin’e A+ —5 (Z—/0®) (1—cos w?

—wZ-sin of).
Daraus kann man auch die iibrigen gewiinschten Spezialfille,

z. B. die Westabweichung bei senkrecht aufwirts gerichtetem
Wurf, entnehmen.

(20)
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