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Vitalische Systeme in Booleschen o-Verbänden 

Von 

Otto Haupt und Christian Y. Pauc 
in Erlangen in Cape Town 

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 3. November 1950 

§ 1. Einleitung 

1.1. Zunächst sei an folgende speziellen Ableitungssätze1 er- 
innert. Erstens: Im kartesischen En sei bezüglich des Lebes- 
gueschen Maßes Ln eine Ableitungsbasis w (vgl. Nr. 1.2.) ge- 
geben, deren Elemente Folgen v(Y) = {3r} von z. B. achsen- 
parallelen Intervallen sind, welch letztere sich für r 00 

auf den Punkt X G En zusammenziehen (d. h. topologisch bzw. 
metrisch gegen X konvergieren). Dann existiert für Zn-fast 
jedes X G En die nach tv genommene Ableitung2 D{X; E; w) 
des unbestimmten Lebesgueschen Integrals F (f; 36) = f /dL,x 

k 
der Z„-summierbaren und beschränkten Punktfunktion f und 
es ist D (.X; F) = / (X). Die Bildung der Ableitung erfolgt 
dabei mit Hilfe derjenigen Grenzübergänge, welche der Kon- 
vergenz der v (X) gegenX entsprechen. - Zweitens: Schränkt 
man die durch die Forderung ein, daß sie sämtlich z. B. 
achsenparallelc Würfel sein sollen, so gilt der Ableitungssatz 
auch bei nicht-beschränktem Integranden f. 

1.2. Allgemein verstehen wir im Anschluß an Herrn de 
Possei3 unter einer Ableitungsbasis a folgendes: Es sei 91 

1 Vgl. etwa H. Hahn und A. Rosenthal, Set Functions (Albuquerque, New 
Mexico, 1948) Chap. V sowie die dortigen Literaturangaben; vgl. ferner ins- 
besondere R. de Possei, a) Journ. Math, pures et appl. IX s. 15 (1936) 391 ff., 
auch b) C. R. Acad. Sei. Paris 224 (1947) 1137 ff- und 1197 ff. 

2 Hierbei soll D (X; F ; w) = lim F{ f; 5r) : Ln (3,.) sein, und zwar mit 
)•- - 00 

dem gleichen Limes für alle Folgen v (X) bei festem X. 
3 R. de Possei, a.a.O.1, a) vgl. auch Haupt-Pauc, Archiv d. Math. 1 (1948), 

23 ff. 
München Ak. Sb. 1950 

! 
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eine Menge (Grundmenge), ferner sei $ ein er-Körper von Teil- 
mengen von 91 und p | j ein Maß. Nun ist a eine Gesamtheit 
von (Moore-Smithschen) Folgen v — {Sj, wobei also die Indizes 
i ein gerichtetes System I bilden4, mit folgenden Eigenschaften : 
a) Die „Glieder“ 5; von v sind Mengen aus j mit o •< p (5,-) 
< -f- oo. b) Es ist p-fast jedem Punkt X G 9t mindestens ein 

t; G « zugeordnet, in Zeichen v — v(X)\ die Gesamtheit dieser 
dem Punkt X zugeordneten v (X') werde mit n (X) bezeichnet, 
c) Zu jedem v' G a existiert ein X' = X (v1) G 91 derart, daß 
v' G a (X') gilt, d) Für jedes v (X) gilt: Jede zu v(X) konfinale 
Teilfolge von v (X) gehört selbst zu a (X). 

1. 2. 1. Die Menge derjenigen X G R, für welche a(X) nicht 
leer ist, heiße der Bereich von a kurz a-Bereich; der Bereich 
der Ableitungsbasis a ist bis auf eine ii.-Nullmenge gleich 9i. 
Eine Ableitungsbasis a", deren Bereich auch um mehr als eine 
p,-Nullmenge von 91 verschieden sein darf, heißt Teilbasis 
von a oder in n enthalten, wenn aus v" (X) G n" (X) folgt 
v" {.X) G « (A"). 

1. 2. 2. Die Menge aller in irgendeinem v G « auftretenden 
Glieder bezeichne man als das zu a gehörige (Konstituenten- 
System f («), kurz a-System, und die Elemente von f. (a) als die 
Konstituenten von a. Es ist also E (a) Teilmenge von j und 
f (a) wird aus der Ableitungsbasis a erhalten, indem man ab- 
sieht von der, in a festgelegten Zusammenfassung (Anordnung 
der Konstituenten zu Folgen v und von der Zuordnung der r 

zu den X G 91. Gerade diese, durch eine Ableitungsbasis « 
festgelegte Zuordnung von Mengenfolgen zu Punkten X G 91 Et 
als Vorstufe einer Topologie in 91 anzuschen5; diese Vorstufe 
bezeichnen wir als eine Pretopologie. Mit Benutzung dieser 
Bezeichnung können wir dann sagen: Das Konstituentensystem 
entsteht aus der Ableitungsbasis durch Abstrahieren von der 
Pretopologie, m.a.W. durch Tilgung der Pretopologie. 

I. 2. 3. Unter einer a-feinen Überdeckung einer Menge 
ÜJt C 9v verstehen wir das Konstituentensystem f («') einer - im 

4 Vgl. Haupt-Aumann-Pauc, Differential- und Integralrechnungen, 2. Auf!., 
l. Bd. (Berlin 1948) Nr. 6. i. 5. 

3 Vgl. n.n.O.4, Nr. 6. 1. 1. 
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übrigen beliebigen — Teilbasis «' der Ableitungsbasis a derart, 
daß für (x-fast jedes X G 9JÎ sämtliche Glieder mindestens 
eines v (X) £ « (A) in f («') enthalten sind. Gleichbedeutend 
damit ist die Forderung, daß 9)? bis auf eine ;x-Nullmenge Teil- 
menge des «'-Bereiches ist. 

1.3. Die meisten Beweise der in Nr. 1.1. angeführten Ab- 
leitungssätze machen explizite Gebrauch von der Tatsache, daß 
für jede Menge 9JÎ £ En alle ic-feinen Überdeckungen f («/) 
von 9Ji die schwache bzw. starke Vitalische Eigenschaft be- 
sitzen, anders gesagt, daß f (w') für jede Teilbasis tv' von iv, in 
deren w-Bereich 91Î bis auf eine u-Nullmenge enthalten ist, ein 
schwaches bzw. starkes Vitalisches System ist (vgl. Nr. 3. 1.). 
Diese Heranziehung der Vitalischen Eigenschaft liegt in der 
Natur der Sache. Wie nämlich Herr de Possei6, und zwar all- 
gemein für jedes |x-Integral7, gezeigt hat, ist bei beschränktem 
Intcgranden / die Gültigkeit des unter Erstens in Nr. 1.1. an- 
geführten Ableitungssatzes gleichbedeutend eben damit, daß 
alle f (w/) schwache Vitalische Systeme sind. 

1.3. 1. Der Begriff des schwachen und starken Vitalischen 
Systems (vgl. Nr. 3. 1.) nimmt keinen Bezug auf eine Pretopo- 
logie und ist sogar rein Verbunds theoretischer Natur. In der 
Ableitungstheorie von Herrn de Possei spielt aber im Verlaufe 
der Untersuchung weniger die Ableitungsbasis als solche als 
vielmehr das einzelne Vitalische System die wesentlichere Rolle. 
Die Brücke zu den in der Ableitungstheorie auftretenden Grenz- 
übergängen — oder, was auf das Gleiche hinausläuft, zur Pretopo- 
logie - wird geschlagen durch die «-feinen Überdeckungen, in 
deren Definition ja die Pretopologie eingeht. 

1. 4. Die soeben (Nr. 1. 3. 1.) gemachten Feststellungen zu- 
sammen mit der von Herrn de Possei bewiesenen Unentbehr- 
lichkeit des Vitalischen Überdeckungstheorems (vgl. Nr. 1.3.) 
rechtfertigen eine gesonderte Betrachtung der Vitalischen 
Systeme für sich. Außer im E.n sind solche Systeme unseres 

“ K. de Possei a.a.O.1, a). 
7 D. h. das bezüglich des Maßes ;x|j gebildete Unterteilungsintegral (vgl. 

dazu a.a.O.'1, Nr. 6. 1.6.2., 3.). 
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Wissens bisher nur in Verbindung mit gewissen topologischen 
Räumen betrachtet worden8. Demgegenüber ziehen wir im 
folgenden keinerlei Pretopologie oder Topologie heran, be- 
handeln vielmehr die Frage nach hinreichenden Bedingungen 
verbandsalgebraischer Natur für starke bzw. schwache 
Vitalische Systeme, genauer nach hinreichenden Bedingungen 
dafür, daß ein System c von Somen aus einem Booleschen c-Ver- 
band j bezüglich des Maßes p | $ ein starkes bzw. schwaches 
Vitalisches System ist. 

Von solchen Bedingungen ist natürlich zu fordern, daß sie 
sich sowohl einfach formulieren lassen als insbesondere im 
klassischen Fall des En unschwer zu verifizierende Eigenschaften 
z. B. der achsenparallelen Würfel (oder Kugeln) bzw. Inter- 
valle zum Ausdruck bringen. Es wird sich zeigen, daß gewisse, 
im wesentlichen schon in den bisher untersuchten Fällen benutzte 
Eigenschaften9 (verbandsalgebraisch formulierbar sind und) 
das Gewünschte leisten. 

1. 5. Dem vorstehend Gesagten zufolge gliedern sich unsere 
Betrachtungen wie folgt: Zunächst werden (§ 2) die durchgehend 
gemachten Voraussetzungen und benutzten Bezeichnungen zu- 
sammengestellt. Sodann (§ 3) wird der Begriff des starken und 
schwachen Vitalischen Systems erklärt. Es folgt (§ 4) die Formu- 

s Vgl. Hahn-Rosenthal, a.a.O.1; dazu insbesondere H. Busemann u. \V. 
Feiler, Fund. Math. 22 (1934) 226ft'.; P. Romanowski, Rec.Math.Moscou, 
N, s. 9 (1941) 67 ff., 281ft'. ; A. P. Morse. Trans. Amer. Math. Soc. 55 (1944) 
205ft., ebenda 61 (1947) 418ft. - Eine explizite Benutzung des Vitalischen 
Satzes beim Beweise des Ableitungssatzes erübrigt sich z. B., wenn die Ab- 
leitungsbasis durch eine Gitterfolge (vgl. oben im Text Nr. 3. 2. 1.) geliefert 
wird; vgl. B. Jessen, Abstrakt Maal-og Integralteori (Kobenhavn 1947) 
38 ft. ; auch Romanowski a. a. O., 309 ft. - Es sei noch genannt W. Nef, Fest- 
schrift A. Speiser (Zürich 1945) 201 ff. 9). - Zusatz bei der Korrektur: 
Inzwischen gelangten noch zu unserer Kenntnis: C. A. Hayes and A. P. 
Morse, Proc. Am. Math. Soc., Febr. 1950, 107 ff., wo die Äquivalenz der 
schwachen und starken Vitalischen Eigenschaft für gewisse Ableitungsbasen, 
die sogen, “annular blankets” in metrischen, nach Carathéodory metrisicr- 
ten Räumen bewiesen wird (Spezialfall eines solchen annular blankets ist 
das System der Kugeln); ferner A. Denjoy, C. R. Acad. Sei. Paris 231 (1950) 
560ft’., 6ooff., 737ft., I013 ff., worauf wir an anderer Stelle zurückzukommen 
hoffen. 

"Vgl. oben im Text Nr. 4.1. sowie Fußnoten 15 und 16. 
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lierung der in Nr. 1.4. erwähnten hinreichenden Bedingungen 
für starke bzw. schwache Vitalische Systeme; es ergibt sich so- 
gleich, daß z. B. jedes System tu von achsenparallelen Würfeln 
im En ein starkes Vitalisches System bezüglich des Lebes- 
gueschen Maßes ist, wenn fast jeder Punkt des En in beliebig 
kleinen9“ Würfeln aus enthalten ist. Schließlich wird (§ 5) die 
Produktinvarianz für schwache Vitalische Systeme bewiesen, 

d. h. die Tatsache, daß das Produkt endlich vieler schwacher 
Vitalischer Systeme wieder ein Vitalisches schwaches System 
ist und ebenso die Produktinvarianz einesTeiles der hinreichenden 
Bedingung für schwache Vitalische Systeme, nämlich die sogen, 
schwache Kranzeigenschaft. Daraus ergibt sich dann beispiels- 
weise, daß im En jedes System i von achsenparallelen Inter- 
vallen ein schwaches Vitalisches System ist, falls fast jeder Punkt 
des En in Intervallen aus i von beliebig kleinem Durchmesser 
enthalten ist. 

§ 2. Voraussetzungen und Bezeichnungen 

2.1. Für das folgende soll gelten: 

(1) Es sind g und 3 zwei Boolesche a-Verbände mit der ge- 
meinsamen Einheit E, ferner ist g Erweiterung von j. Daß 
Nullsoma von g (und 3) wird mit 0 bezeichnet. 

(2) Es ist p. 13 ein schwach endliches in g vollständiges Maß 
und 11 das p.-Nullideal, d. h. das u-Ideal der p.-Nullsomen10. 

(3) Es sei jX I g das durch p. j 3 in g bestimmte äußere Maß11. 
Wegen E G 3 existieren zu jedem ^ £ 3 maßgleiche Hüllen 
-Ë d. h. Ä G 3 mit A G Ä und ji (Ä — Ä) = o. 

9,1 „Beliebig klein“ bezieht sich hier auf die Metrik des En und zieht „be- 
liebig klein im Sinne des (Lebesgueschen) Maßes“ (beliebig maßklein) 
nach sich. 

10 Es heißt p [ 5 schwach endlich, wenn jedes A G 3 Vereinigung abzahl- 
bar vieler Av^ 3 ist mit \x{A„)< + 00; ferner heißt p|3 vollständig in 
8, wenn n sogar in g cr-Ideal ist (d. h. wenn aus JVG n, T G g und T ÇL N 
folgt T Git). Jedes Maß p|3 läßt sich zu einem kleinsten, in g vollständigen 
Maß erweitern, indem man - kurz gesagt - zu n alle Teile T G g von allen 
TG n adjungiert. 

11 Für beliebiges A G g ist ÿ.(A) = -f 00, falls kein Z G 3 existiert mit 
^ S Z, andernfalls ist ji (A) = j1 (À) — inf {\x(Z)-, A ÇL Z\ Z G 3). 



192 Otto Haupt und Christian Y. Pane 

(4) Irgend zwei Samen A, B E g werden als Ö-fremd bzw. 
als ti-fremd bezeichnet, wenn A r\B = A B — 0 bzw. A B — fl 
(mod »); gemeinsame Bezeichnung: AB = Q (mod n'), in 
Worten: A und B sind v!-fremd (wobei dann n' = (0) oder 
»' = n sein kann). 

2. 2. (1) unter c wird ein, das Nullsoma enthaltendes, später 
(§ 3) noch weiteren Bedingungen zu unterwerfendes Teilsystem 
von 3 verstanden derart, daß p (B) <C + 00 für jedes 5 £ t, 
Ferner werde mit cs bezeichnet das (ebenfalls in 3 enthaltene) 
System bestehend aus den Vereinigungen von je endlich vielen 
CE c. 

(2) Ist F E cs, sonst beliebig, so sei c (F; n') bzw. g (F; n') 
oder s (F; »') usw. das System aller Somen aus c bzw. aus g 
oder 3 usw., die n'-fremd sind zu F. 

§ 3. Starke und schwache Vitalische Systeme 

3. 1. Das System c heiße ein Vitalisches System12, kurz 
V-System, bezüglich X E 9, wenn zu jedem d G Ü mit 
A QX, kurz: A E üX, und jedem s > o eine »'-starke bzw. 
eine schwache Vitalische (s-)Überdeckung (V-Überdek- 
kung) aus c existiert, d. h. wenn jedes A E $X dem äußeren 
Maße nach beliebig genau von oben einschließbar ist durch Ver- 
einigungen abzählbar vieler Somen aus c, die sich gegenseitig 
dem Maße nach überhaupt nicht (starkes V-System) oder doch 
nur beliebig wenig (schwaches V-System) überlappen. Ge- 
nauer: 

Zu jedem A E 9 X und jedem e > o existieren CQ E b ? — 

1,2.,..., mit folgenden Eigenschaften: Setzt man St = U C}, 
0 = 1 

S = U S, — U Ce, so gilt: 
/=1 6 = 1 

(I) p-Approximierbarkeit von A E $X von oben her aus c, 

(I, 1 ) A ÇZ S (mod n) (I, 2) p (S — Ä) <C e. 

12 Vgl. (für den Fall metrischer Räume) Hahn-Rosenthal a. a. O.1 
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(II) Überlappungsbedingung für die CQ (in (I)): 

Entweder 

(II, st): Die Ce sind paarweise n'-fremd (n'-Überlappung). 

Oder 
(II, schw): Für unendlich viele r (und dann12a für jedes r) ist das 

r 
Überlappungsmaß M (CV . . Cr) — (5J y. (CG)) ■— ;x (*Sr) 
kleiner als e (s-Überlappung). 6=1 

Je nachdem (I) und (II, st) bzw. (II, schw) erfüllt sind, heißt 
also c ein n'-starkes bzw. ein schwaches V-System (be- 
züglich (x|j und X in g). Jedes n'-starke V-System ist zugleich 
ein schwaches V-System. 

Anmerkung. Wir sprechen im folgenden meist kurz von 
„Vitalischen Systemen“ usw. ohne den Beisatz „bezüglich 
X E n“. Dadurch entstehen hier keine Mißverständnisse. 

3.2. Bemerkungen zur [x-Approximierbarkeit (I). 

(a) Es sei Je das System der Somen ^'£5 mit y-(A') <C + 00. 
Es ist (I) gleichwertig damit, daß cs dicht ist in bezüglich der 
Ouasimetrik 

d(D, B) = y (JD + B) = y. (D — B) + y (.B — D) für D, BE b- 

Bew. Wegen S = lim alg St folgt aus (I), daß d (A, St) <C s 
für schließlich alle t, wenn AE $e; ferner ist St E cs. Umgekehrt: 
Wir betrachten zuerst den Fall ÿ. (A) <C + oo- Wenn zu jedem 
s>o und jedem r > 1 ein Sr E 9, existiert mit ;x (Sr — Ä) 

< 2~r s und y (Ä — Sr) < 2~r c, dann gilt für S = U Sr : 
r=l 

Erstens j x (Ä ■— S) = o, d. h. Ä = S (mod n), mithin A ^ S 
(mod n); zweitens [x(S-—-Ä) < e. Der Fall, daß j1(A)— + 00 
ist, läßt sich durch Zerlegung von A in abzählbar viele Somen 
je von endlichem äußerem Maß auf den vorhergehenden zurück- 
führen. 

lïa Denn o> (C\,. . ., Cr) nimmt nicht ab mit wachsendem r; es ist nämlich 

ü-i-l Sr £ Cr+1, also 6> (CJ  CJ-l-l) = 01 (Oj, • . ., Cr) + [|x (Cr+1) 
— y(6',.+1—5r)] > 0>(£?!,..., Cr). Wegen dieser Monotonie ist aber 
ö (C\, .. ., Cr+1) > e, wenn co (C1,. . Cr) > e. 
13 München Ak. Sb. 1950 
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(b) Ist ca ein u-Verband, so ist (I) gleichwertig damit, daß 5 

(mod n) enthalten ist im kleinsten er, 8-System 6 (c) über c (in <$)• 

Bew. 1st (I) erfüllt, so gibt es zu jedem ÜG 5 ein D GE cai, 

also D G b(c), mit B G D (mod n) und pt (D ■— B) =0, also 

D B (mod n); und daraus B = D (mod »). Umgekehrt: Ist 

5Ë6 (c) (mod n) und ist zunächst pi \ j endlich, so folgt (I) aus 

einem bekannten Satz13; mittelst der üblichen Schlüsse ergibt 

sich dann (I) auch für schwach endliches pt | j. 

3.2.1. Beispiele starker U-Systemc werden geliefert 

durch erzeugende Gitterfolgen f für das Maß pt | $ in E. Wir ver- 

stehen darunter14 folgendes: Als ein Gitter c in E werde bezeich- 

net jedes abzahlbare System von pt-meßbaren, n-fremden Somen 

MQ mit E =U Me (mod n). Eine Gitterfolge {c„} liegt vor, wenn 

(mod n) jedes Mvr G in genau einem Mv_x k G e„_i enthalten 

ist, v = 1, 2, . . . Die Vereinigungen aus je endlich vielen der 

Mvl bilden ein System a. Ist nun [' = 6(a) der kleinste Boolesche 

rr-Verband über a und ist j £ 6 (mod n), so heiße das System h 

der Mvi cder vielmehr pt 1\) Erzeugende von pt | j in E. Daß in 

der Tat für pt j j und b = c die Forderungen (I), (II, st) er- 

füllt sind, ergibt sich aus Nr. 3. 2., (b) sowie aus der Definition 

der Gitterfolge, gemäß deren irgend zwei Gittersomen MVT (mod n 

entweder fremd sind oder das ein? Soma Teil des anderen ist. 

3. 3. Bemerkungen über schwache Vitalische Systeme. 

Falls pi (V) < -f 00 ist, sind folgende Aussagen gleichwertig'. 

(1) Es gelten (I) und (II, schw); 

13 Haupt-Pauc, a. a. O.3, 27, Hilfssatz. Dort sind zwar nur Boolesche 
a-Verbände von Mengen (o-Körper) betrachtet; indes gelten die dortigen Aus- 
führungen allgemein für beliebige Boolesche c-Verbände. Der oben im Text 
vorliegende Fall, daß ,5 E 6 (c) (mod 11) wird durch Restklassenbildung mod n 
auf den Fall j Ë 6(c) zurückgeführt und damit der Anschluß an den Hilfssatz 
a. a. O. hergestellt. 

11 Vgl. a. a. 0.\ Das Maß pt|j läßt erzeugende Gitterfolgen zu, wenn und 
nur wenn der Maßraum rational ist (d. h. eine abzahlbare Basis von Um- 
gebungen besitzt); betr. Maßraum siehe oben im Text (Nr. 3.2., (a)), wo jetzt 
d(A, ff) = +00 zugelassen wird. Vgl. Chr. Y. Pauc, LTntermed. Recherches 
Math., Suppl, au Fase. 9 (Janvier 1947) = Assoc. Française Avanc. Sei., 
64. Sess., Paris 1945, Mathématiques 85. 
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2) Es gelten (I, 1) (d. h. es existiert ein A £ c, mit der Eigen- 
schaft (I, 1)) und 

CO 

II', schw) : to (A ; \Cr \) — Sj (2. (C„) • a (A) < s ; 
fl-^i 

(3) Es gilt (I, 1) und es ist 

00 OO 

[i(A) = inf ( Y [j. (C) ; A £ U C0 (mod n); £„ £ c). 
Ö = 1 ' S“1 

ßcw. Aus (1) folgt (2). Zufolge [x (5 — Ä) ■< s und [x (Ä) <C 
< -f 00 ist nämlich g(5) <C ;x(A) + s. Aus (II, schw) folgt da- 

OO 

her [i-(Cg) 5' g(A) + £ JJ-(Â) + 2c, also M (A; {£,}) <C 2s, 
5= 1 

d. i. (IE, schw). - Aus (2) folgt (3). Wegen (I, 1) und (IE, schw) 
existiert nämlich ein A £ ca mit Ä £ A (mod n), also (x(Ä) <x(A) 

OO 

< V|t(Q <C [X(A) + e. - Aus (3) folgt (1). Wegen (I, 1) exi- 
1—1 

stiert A £ ca mit A G A (mod n); und gemäß der zweiten Be- 
dingung (3) gibt es unter diesen A solche mit y-(Ä) < £ ;x(Cj) < 
< ;x(A) -f- e, die also (II, schw) erfüllen. Wegen g(A) < jP |x(Ae) 
ist schließlich (JL(A) < |i(/) + E und daher |x(A—Ä) <5 e, wo- 
mit auch (I, 2) als erfüllt nachgewiesen ist. 

3. 4. Ein Somensystcm c ist ein schzuaches Vitalisches System, 
wenn c schwaches Vitalisches System ist bezüglich eines jeden 
W £ i]X mit jx ( W) < + co. 

Bew. Ist nämlich W £ gW mit |x(IZ) = + 00, so folgt aus 
der schwachen Endlichkeit von ix | 3 die Existenz von fF„ £ gAr 

mit IË = £ Wv sowie IVv IVQ = 0 für v = o und y.(JVj) <C + 00. 
Nach Annahme gibt es aber C VT £ c; v, T = t, 2, .. . , so daß für 

00 f   

sv = U S„. mit A,,( = U Cvr gilt: Wv £ A„ (mod n), 
t=l r 1 

E(A\ — IV j) < s„, «(<£,„ .... Cvl) < E„ für t, v = 1, 2, . . . Es 

sei s = ej -{- e2 + • • • und A = U A„. Dann ist IV ÇZ A (mod it) 
V = 1 

CO __ 

und g (A ■— IV) < £ ß(A„— lEj <s; es gilt also für das System 
12 = 1 

der £’rr bezüglich FF jedenfalls I, 1) und (I, 2) (Nr. 3. 1.). Zum 
u* 
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Beweise von (II, schw) (Nr. 3. 1.) sei n > 1 beliebig vorgegeben. 

Es ist |ji(5„() < u(ff „) + £„ und V p(Svl) < 27 + : 
V=1 V=1 

H __ 77 OO 

für t = 1, 2, . . . Wegen 2’ W'* £ U (Ü Nv() (mod n) gibt 
„.1 v

”i ‘=i 

es weiter ein derart, daß 

(JVv) w r) — !A ( Ü S v t) v — 1 + £ für t > /* 

7i t n 

Weil aber für alle t außerdem 27 2? ll (Çvd V 27 p(S\.,) + s 
v=l r=l v = l 

?i * 77 t 
ist, folgt 27 27 p.(CyT) < ß( U U CVT) + 3£. Daher lassen 

V~1 T = 1 >’ = 1 T = 1 

sich die Cvr derart in eine Folge {CQ} ordnen, so daß für un- 
endlich viele (also für alle) r gilt: «(Cj, . . . , d).) <C £- Somit ist 
(II, schw) erfüllt. 

§ 4. Hinreichende Bedingungen für starke und schwache 
Vitalische Systeme. 

4. 1. Wir formulieren zunächst die in Nr. 1. 3. erwähnten hin- 
reichenden Bedingungen dafür, daß c ein n'-starkes bzw. ein 
schwaches V-System ist. 

(AF) p-Approximierbarkeit von X £ g (F\ n') von ober, 
her aus c(F, n')a: Zu jedem F £ cs, jedem X £ g (F; n') und 
jedem s > o existiert eine Folge von Somen MQE c(F\ n'), 

00 

p = 1, 2, . . . , für deren Vereinigung S — U M gilt: 
1 

X £ 5 (mod n) und p.(S-—X) •< e. 

(K, st) Starke p-Kranzeigenschaft (auch Haloeigen- 
schaft) von c (mod n')15: Es existiert eine reelle Zahl ß = ß(c; 
mit o < ß < +00 von folgender Beschaffenheit: Für jedes CE 
und beliebig, aber endlich viele Cv £ c mit C v C =j= 0 (mod n 
und \].{CU) < 11(C) gilt p(y Cv) < ßp(Q. 

15 Vgl. z. B. Romanowski, a. a. 0.s, 75. 
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(ff, schw) Schwache p-Kranzeigenschaft (auch Halo- 
cigenschaft) von c.16 Zu jedem reellen a mit o <C <x <f 1 existiert 
ein reelles ß = ß (c; a) mit o <f ß <[ -j- co von folgender Be- 
schaffenheit: Für jedes /'S cä und je beliebig, aber endlich viele 

C„ E c mit < or1 \L(CVF) gilt u(U Cv) < ß\i(F). 
V 

Zusatz. O. B. d. A. kann 1 < ß <( -f- 00 angenommen werden. 

Anmerkung, ß (c; a) als Funktion von v. werde als Kranz- 
funktion bezeichnet. 

4. 2. Im Gegensatz zu (AF) stellt (K, st) bzw. (K, schw) eine 
Forderung sehr spezieller Natur dar. Dabei ist übrigens (K, st) 
nicht Spezialfall von (K, schw). 

Es ist (Af) erblich im folgenden Sinne: Gilt (AF) für g und 
ä, so auch für jedes g(A; n') und j(A; n'). Es ist (K, st) bzw. 
(K, schw) erblich im folgenden Sinne: Gilt (K, st) bzw. 
(K, schw) für c, so auch für jedes (nicht leere) Teilsystem von c. 

Beispiel. Ist g das System der Teilmengen eines rationalen, 
topologischen Raumes 9t, ist ferner p. | j topologisch adaptiert17 

an Sft und existiert eine Umgebungsbasis c in 9t gebildet aus 
quadrierbaren Umgebungen, so ist (AF) für c erfüllt. 

4. 3. Es gilt der 
Sa Ve. Jedes System c, welches (bei den Festsetzungen in §2) 

den Bedingungen (AF) und (K, st) bzw. (K, schw) genügt, ist 

1 ein n'-starkes bzw. ein schwaches Vitalisches System. 

Bei dem an anderer Stelle18 wiederzugebenden Beweis wird 
zunächst mit Hilfe von (AF) eine Überdeckung U CQ von A kon- 

Q 

; struiert, welche den Approximierbarkeitsforderungen (I, 1) und 
; (I, 2) (Nr. 3. 1.) genügt; sodann wird mit Hilfe von (K, st) bzw. 

(K, schw) diese Überdeckung (unter Erhaltung von (I, 1), (I, 2)) 
ersetzt durch eine solche mit n'- bzw. s-Überlappung (im Sinne 
von (II, st) bzw. (II, schw)). 

16 Vgl. Busemann-Feller, a. a. O.8, für den Fall des En; siehe auch Fuß- 
note 20. 

17 Vgl. Haupt-Pauc, C. R. Acad. Sei. Paris 230 (1950), 711; sowie Pauc, 
. ebenda, 810-811. 

13 Vgl. Haupt-Pauc, Somatic Foundations of the Differentiation Theory 
of Set Functions. Erscheint später. 
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4. 4. Aus dem Satz in Nr. 4. 3. folgt speziell die bekannte Tat- 

sache: 

Vor. (1) Es seien .14, . . . xn rechtwinklige kartesische Koordi- 

naten im «-dimensionalen En mit 11 > 1. Der Boolesche Voll- 

verband aller Teilmengen des En sei g. Ferner sei 4 | j das 

«-dimensionale (in g vollständige, schwach endliche) Lebes- 

guesche Maß Ln und » das a-Ideal aller Lebesgueschen Null- 

mengen. — (2) Es sei c ein (nicht leeres) System von (nicht sämt- 

lich leeren) offenen Würfeln mit Kanten parallel zu den Koordi- 

natenachsen derart, daß mod 11 jeder Punkt des Ea (dem Innern 

von) Würfeln beliebig kleiner Kantenlängen aus c angehört. 

Beh. Jedes solche Würfelsystem tistein n '-starkes Vitalischcs 
System mit n' = (ö). 

Zusatz. Der Satz bleibt richtig, wenn beispielsweise statt der 

oder neben den offenen Kernen von Würfeln deren abgeschlosse- 

nen Hüllen oder irgendwelche, zwischen der abgeschlossenen 

Hülle W und dem offenen Kern W eines Würfels W G c ge- 

legene Mengen zugelassen werden (denn es ist Ln(W — W) = o); 

oder neben den Würfeln auch Kugeln oder gleichmäßig flach- 

heitsbeschränkte Intervalle. 

Bcw. Wir haben (Ap) und (K, st) als erfüllt nachzuweisen, 

Betr. (Af). Es sei gesetzt Fy - - P—F, wobei F — F. Weil Ln- 
fast jeder Punkt von E'n = En — F innerhalb beliebig kleiner 

C G C(JF] n') liegt, ist mod n jede in E’n enthaltene offene Menge 0 
Vereinigung offener, in E'n enthaltener Würfel aus c(F; n') ; und da 

Aneine abzählbareUmgebungsbasisbesitzt, genügenfürdieL’ber- 

deckung von O (mod n) schon abzahlbar viele dieser Würfel, 

etwa Cv C2, ■ ■ ■ Gemäß der Definition von Ln lassen sich somit 

zu beliebigem z~l> o und beliebigem X G g (A; it) die CQ so 

wählen, daß für S =U C„ gilt X' —X — F,t C S (mod n) und 

LV(S ■—X') < s. Wegen BtfFf = o ist daher X CL S (mod 11, 

und L.fS •—X) < £. 

Betr. (K, st). 1st G G c ein fester Würfel der Kantenlänge 

ferner Cv E c mit CC„ 4= 0 (mod n') und Ln (Cf < Ln (C), 
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v = 1,2,..., so liegt Cv in dem zu C konzentrischen (offenen) 

Würfel der Kantenlänge 3 À. Mithin ist Ln ( U ("„) < 3?l V = 

= 3,,AJI(V), so daß (K, st) gilt mit ß > 3". 

§ 5. Schwache Vitalische Systeme in Produkträumen 

5. 1. Die Existenz schwacher Vitalischer Systeme in den Fak- 

toren zieht nach sich die Existenz solcher Systeme im Produkt, 

genauer gilt : 

P r o d u k t i n v a r i a n z der schwachen Vitaleigenschaft. 

Vor. (1) Es seien g', g" wieder Boolesche cr-Verbände, ferner 

j" Verengerungen von g', g" mit den gemeinsamen Einheiten 

E', E" und jx' I j', [j." 1 5" schwach endliche, in g', g” vollständige 

Maße mit den o-Nullidealen n', n". Schließlich sei der Boolesche 

G-Verband g Erweiterung von g' X g" mit der Einheit E. = E' X 

X E". - (2) Es sei a der Boolesche Verband der Aggregate aus 
V' j" in g, d. h. der Vereinigungen von je endlich vielen „Inter- 

vallen“ Z = Z' X Z" G g mit Z' G j', Z" G j". Weiter sei 

durch [j.(Z) = jx'(Z') . i/'(Z") der (schwach endliche) Produkt- 

inhalt jx j 0 definiert19. - (3) Es sei ;x | 5 die in g kleinste (schwach 

endliche) Erweiterung von ix n zu einem vollständigen Maß mit 

dem <7-Nullideal n. (Es ist n' X 11“ E »; ferner ist E Einheit 

von a, t und g.)19 

Beh. 1st c' bzw. c" ein schwaches Vitalisches System in g' bzw. 

in g" bezüglich X' G g' und. ;x' | j' bzw. X" G fl” und \i!' | j", so 

ist c = c' X t" ein schwaches Vitalisches System in g bezüglich 

X = X' X X" G g und (x I j. 

Zusatz. Durch vollständige Induktion ergibt sich die Produk- 

tionsinvarianz der schwachen Vitalieigenschaft für Produkte von 

beliebig, aber endlich vielen Faktoren. 

Bew. (A) Zum Beweise der Eigenschaften (I) und (II, schw) 
(Nr. 3. 1.) kann gemäß Nr. 3. 4. angenommen werden, daß 

’J-(IV) < -f 00 für A = IV G fl A'. 

1 ‘ Vgl. D. A. Kappos, Math. Ann. 120 (1947) 43 ft'. 



200 Otto Haupt und Christian Y. Pauc 

(B) Es sei also W G ÿX und überdies p (IN) <C + co. Es gibt 
dann Ce G c, p =1,2,..., mit W E U Ct (mod n); beispiels- 

weise existieren C'„ G c' mit X' £ U C'v (mod u') sowie C" G c" 

mit X" E U C" (mod «"), also Cvz= C'v X C" G c mit IE U 
T VT 

(mod n). Es ist somit (I, 1) erfüllbar. Gemäß Nr. 3. 3., (2) braucht 
nur noch bewiesen zu werden die 

Beh. Zu beliebigem e )> o existieren unter denjenigen \C0j, 
für die (I, 1) erfüllt ist, solche, für die zugleich (IN, schw) gilt. 

(C) Bew. der Beh. (B). 

(C, 1) Es besitzt w (A ; [CQ]) (vgl. Nr. 3. 3., (2)) folgende 
Eigenschaften : 

(a) Ist G,H G J und H E G (mod n), ferner y. (G) <C + co 
OO 

und y.(G— H)<fz sowie G E Q C (mod n), so gilt 
5=1 

{Cr})<ofG;{Cr})+z. 

(b) Ist Gz G h v = 1, 2, ... , GTGQ = 0 (mod 11) für T 4= p 
00 

und Gt E Ü Cle (mod n) mit Clr G c; t, p = 1, 2, . . ., so gilt 

OO OO 

1=1 ii 

00 

Bew. Betr. (a) Wegen II E G (mod n) ist auch II E U Crj 
Q—l 

(mod n); ferner ist — ;x (H) <f — p(£) + E- 

CO OO OO CO OO 

Betr. (b) £ y. (Gt) = y. (£ G,), £ Gt EJf U Clr (mod 11). 
(=1 t=i f=i 

(C, 2) Es genügt, statt W stets ÎV zu betrachten, also W G S 
anzunehmen. Zufolge (C, 1), (a), ist Beh. (B) bewiesen, wenn sie 
bewiesen ist für alle Somen G mit \i(G) <f + 00 einer Borelschen 
Erzeugenden b (mod n) des kleinsten Booleschen cr-Verbandes «' 
über a in g (also a' E j), d. h. eines a-Verbandes b mit b E d 
derart, daß a' (mod n) im kleinsten a, S-System b' über b ent- 
halten ist. In der Tat: Zu beliebigem e o und jedem H G î 
existiert dann13 ein C G b mit H E G (mod n) und y. (G—H)<C. £• 
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Nach Definition von j bzw. $' kann b — aa gesetzt werden193". Aber 
jedes G G a„ mit fi (G) <C + oo ist Vereinigung abzahlbar vieler 
paarweise fremder Somen Gt£: a (mit y(Gt) <C -f- oo), t — 1,2,... 
Gemäß (C, 1), (b), genügt es daher, die Beh. (B) für jedes Gt G 0 
mit (x (Gt) ■< -f- 00 und jedes s > o zu beweisen. Zufolge der Defi- 
nition von a ist aber jedes Gt G a Vereinigung endlich vieler 
paarweise fremder „Intervalle“ Z = Z' X Z" mit y.(Z) < + 00. 
Gemäß (C. 1), (b), genügt es daher, die Beh. (B) nur für solche 
Intervalle zu beweisen. 

(C, 3) Entsprechend den Folgerungen in (C, 2) sei gegeben 

Z = Z'XZ"Ë}'X j" mit y'(Z') y."(Z") <+00. 

Voraussetzungsgemäß existieren zu jedem vj> o solche C' G c' und 

C" G c"; p, T = 1, 2, .. . , daß (I, 1) gilt: Z' G U C (mod n'), 
e=i 

Z" G U C” (mod n") und (IT, schw.): co (Z'; {C'Q}) <C YJ, 
T=1 

w(Z" ; {G"}) < 7]. Setzt man Ce r = C'GX C", so ist T G c ; P, v = 
= 1,2,..., und für passende N' G n', A'" G n" gilt Z G 

{N'KJ U O X UC)=(U CQX) w (U (Af'X O)^ 

u ( y (£' X N")) w (V' X N"), alsoZG U r, (mod »), d. i. (I, 1). 

Ferner gilt w(Z; |Cetj) = (2V (C)) (ZV' (O) ~ (*') (?") 

((E (Z') + vj) (y." (Z") + vj) - yj (Z') pc" (Z") < p.'(Z') 
+ p." (Z")) YJ, falls o<))<i gewählt wird. Für passendes vj 
mit o < •/) < 1 ist daher co (Z; {d)T}) <C £ bei beliebigem sj>o; 
d. i. (II, schw). 

Anmerkung zum Beweisteil (B). Gemäß Nr. 3. 3., (2), 
haben wir in (B) des vorstehenden Beweises (I) und (II, schw) 
ersetzt durch (I, 1) und (II', schw). Man kann aber auch unter 
Benutzung von Nr. 3. 2., (a), unmittelbar zeigen, daß (I) pro- 
duktionsinvariant ist. 

5. 2. Zum Schluß beweisen wir noch einen Satz, demzufolge 
das Produkt von Systemen, welche der schwachen Kranzbedin- 

la“ Denn g ist als Boolescher c-Verband <J, 8-distributiv, also o„ c g ein 
o-Verband. 
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gung (K, schw) genügen, ebenfalls dieser Bedingung genügt. 

Zwecks kurzer Formulierung der Voraussetzung dieses Satzes 

führen wir noch folgende Bezeichnung ein: Ein System c besitzt 

die verschärfte schwache (JA-)Kranzeigenschaft (K, v schw), wenn 

(.K, schw) erfüllt ist für alle F GE c(), wobei c0 der kleinste Boole- 

sche Verband über c (in 3) ist. (Bei (K, schw) werden nur AG c„ 

in Betracht gezogen; es ist cs V c0). Der in Aussicht genommene 

.Satz20 lautet nun: 

Produktinvarianz der schwachen Kranzcigenschaft. 

Vor. Wie in Nr. 5. l. für die Produktinvarians der schwachen 

Vitaleigenschaft. 

Beh. Besitzen c', c" die schwache Kranzeigenschaft {K, schw) 

und besitzt eines von ihnen beiden (etzva c') sogar die verschärfte 

schwache Kranzeigenschaft (K, vschw), so besitzt auch c — c' X c" 

die schwache Kranzeigenschaft. 

Zusatz. Vermittelst vollständiger Induktion erhält man die 

Produktinvarianz der schwachen Kranzeigenschaft für Produkte 

von n Faktoren, von denen (mindestens) (n—1) sogar die ver- 

schärfte schwache Kranzeigenschaft besitzen. 

Bew. (A) Vorbemerkungen. 

(I) . Es sei C'e GE c', C'J G c", p = 1, . . . , r; ferner Cg — C'g X C,,' 

und F — U Cg. Schließlich sei fl
y G d, J'y G c"; v. = 1, . . ., k\ 

0=1 

und fx — J'x X /” mit o <f a (/.,) < a_1 IJ. ( f F), wobei v. be- 

liebig mit o < et <E 1. 

(II) Der kleinste Boolesche Verband (kurz BVerband) in f über 

dem Somensystem gebildet aus C[, . . . , C'r\ f\, . . . , f'k sei b'; 

20 Satz und Beweis stellen eine, auf den oben im Text vorliegenden Fall 
zugeschnittene, Modifikation von Ausführungen bei Busemann-Feller, a. a.Od 
dar; diese Ausführungen beziehen sich auf den En. Bei Busemann-Feller 
wird überdies eine Kennzeichnung der aus Umgebungen gebildeten schwachen 
Vitalischen Ableitungsbasen im En gegeben und zwar mittelst einer - wie wir 
sagen können - „Grenzeigenschaft“; vgl. die Wiedergabe in Haupt-Aumann, 
Differential- und Integralrechnungen, Berlin 1938, 3. Bd. 122 ff. 
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entsprechend sei £>" erklärt. (Es ist 6' £ c(j, b" £ CQ). ES ist dann21 

b' bzw. 6" atomar mit endlich vielen Atomen p' bzw. p" derart, 

daß jedes B' G b' bzw. B" G b”, speziell also jedes der C[, . . . , 

j'k bzw. C[', . . . , J\[ Vereinigung solcher p' bzw. p" ist. Entspre- 

chend ist jedes der Cv . . . , Cr, , Jh und damit auch F 

Vereinigung je endlich vieler Atome p = p' X p" des kleinsten 

BVerbandes (in fl) über dem System der Cv . . . ,Jk. Wir be- 

zeichnen als ^'-Schnitt B(p') von B = U Br X B'f WO B\ G b', 
T = l 

Br G b", die (ev. leere) Vereinigung aller derjenigen Bz, für 

deren zugehörige Br gilt p' £ Br; unter der /-Tranche von B 

wird dann p' X B(p') verstanden. Es ist B(p') G b" und B ist- 

gleich der Vereinigung aller seiner (endlich vielen) nicht leeren 

p' -Tranchen-, diese sind fremd für verschiedene p'. Entsprechend 

sind B(p") und B(p") X p" erklärt. Ist speziell Bz G c” £ b", 

T = 1, . . . , f, so ist B(p') G c"; dies gilt also insbesondere für 

B = A. 

(B) Beweis der Behauptung des Satzes. 

(I) Umformung von \x(JyF) : p (_/),), wobei o <1 p(/x) <C + co. 

Setzt man C = C\ w . . . ey d),, so gilt fy.r^F= Jy F — 

= ( U , 
VSJ, 

P' xj") r\ ( U 
Vcr p'xF(p’)) = 3),U, p' x/J F(p'), wo- 

bei also die Vereinigung jeweils zu bilden ist über alle p', die 
in j'y bzw. in C enthalten sind. Setzt man daher zur Abkürzung 

<(.P') = ß" ■■ 

wobei jeweils p' £ /(, so folgt aus der Annahme über JK und A 

(vgl. (A), (I)), sowie aus p (// = p'(/*) ■ p"(/"): 

(I*) o < a < p(/zA) : pC/j = ( Z f(pj <'(/')) : M) < 1 , 

y. = 1, . . . , k ; 

-1 Ist b ein Boolescher Verband mit Einheit A, ist ferner X,. G b, v = 1,..., n, 
so ist auch A'v — E A£ b und die distributive Entwicklung von (yh+Xj) 
(yfj-t-Xj) . . . (An A'„) liefert eine Zerlegung von E in 2n fremde Somen 

von b. Da jedes Av Vereinigung je gewisser der p) ist, gilt Gleiches auch 
für jedes Soma des (in fl) kleinsten Booleschen Verbandes <t (mit E als Ein- 
heit) über dem System der Av . . ., A„. Daher ist ii atomar mit den /; als 
Atomen. 



204 Otto Haupt und Christian Y. Pauc 

die Ungleichung rechterhand ergibt sich aus a” {p') < i wegen 

!-'(/:)= r U-'(P')- 
v'<=■]'„ 

(II) Anwendung von (K, v schw) für c'. Es sei y fest gegeben 
mit o << y < a. Ferner je?’ S'y die Vereinigung aller p' G f'y, 
deren zugehörige a” (y') > y sind x = l, . . . , k. Wegen «"(/>')< i 
für alle p' und x ist andererseits 

( z ^(P')^(P')) ■■ ( z R'O>'))<U 
p's< p'ss; 

wobei die Vereinigung wieder gebildet wird (bei festem x) über 
alley' mity' G Sy. In Rücksicht auf (I*) sowie darauf, daß a”(p') 
< y für / G /*' - S'y, folgt daher « ,/ (J'y) < y f (J'y - S'y) + 

+ [f (S'x) oder 
o < v! \f (Jf) < p/ (S'x) 

mit <x ' = (a ■— y) : (i •— y), x = i, . . . , k, wobei o<y<a<i. 
Insbesondere ist also S'y=f 0. 

Ill k . / Wir setzen nun Sy = Sy X Jy und 5 = U Sx. Dann ist Sy = 
x=l 

= Sy (p") Jl für jedes p" mit p" G fy und jedes x = i, . . . , k. 
Daher läßt sich die letzte Ungleichung auch schreiben 

'AJIA < A\Syfp")Jl) < « 4' (S(P")A) für p" G ff ; 

dabei ist ä. = (a')—1. Da nun S(J>") £ 6' G cj, und da (W, v schw) 
für c' gilt, so folgt bei festem y0 aus der letzten Ungleichung 

(HZ n'( u /() < ßV (SCO) 
p"sj” 

für beliebiges aber festes yö G b" mit ß' = ß'(oc') = ß(c'; a') 
(gemäß Nr. 4. 1.); die Vereinigung linkerhand gebildet über alle 
x, für die pf G ff. 

(Ill) Anwendung von (K, schw) für c". Es ist 

5 = = U■ Sx= U ( U f X S.fp'f) = f 
*“i *=*• Pts- p 

u 
. . KJ S\ 

P'xS(p'), 

wobei S'y G 6', S(p') G b". Nach Definition von S'„ gilt bei be- 
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liebigem, aber festem Atom p'0 G b' für alle v. mit p'0 G S', also 
für alle J'J G S(p'0) 

P"(D<Y 

Weil F(p’o) G c" und weil (K, schw) für c" gilt, ist daher 

(II4) iJ."(S(p'o)) < ß"(r)v-"(F(po)) für jedes p'0; 

dabei ist ß" (y) = ß (c" ; y). 

(IV) Übergang zu F und zu II = J1 yj . . • W/r Es ist H(/") = 
= U Jl- Bildet man die Vereinigung über alle/" mit p" G j" 

Jï,p"çz Jlso kommt H = ^ H(p") Xp". 

Entsprechend ist S = ^Ufj S(/") XMultipliziert man nun 

(II*) mit a"(pn) und summiert über alle p'/ G /", so ergibt sich 
wegen [j.(H) = Z [F(ß(/o)) [■'•"(/’ö) usw. 

P"ÇJ" 

(IV*) p(/f)<ß'p(S). 

Analog folgt aus (III*) bei Summation über alle /0G S' = 

= • • • w S' 

>’ V- (Po) V-" (S (Po)) <ß"(Y) 2’ 
P,',ÇS' P^ÇS' 

<ß"(Y)( Z ß(p'o) ß(F (/'))) 
p'WC' 

letzteres, weil A(/') =}= 6 (höchstens) für /'GS'; oder also 

(IV**) p(S) <ß"(y)p(A). 

Aus (IV*) und (IV**) folgt aber 

p ( U /*) < ß p(A) mit ß = ß' (a') ß" (y) (für jedes y mit o < y < a). 

5. 2. 1. In Ergänzung zu Nr. 5. 2. zeigen wir noch: 

Ein System c besitzt die verschärfte \x-Kranzeigenschaft 

(K, v schw) jedenfalls dann, wenn c außer (K, schw) noch die 
Approximierbarkeitseigenschaft (I) in Nr. 3. 1. besitzt. 
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Bew. Mit Hilfe von (I) läßt sich jedes B £ c0 dem Maße nach 

beliebig genau approximieren durch passende F £ cs. Genauer: 

Es sei o <C p (Jx) < a—1 \x(JxB)t x = l, . . . , k. Wegen (I) und 

p(B) < + co existiert zu jedem e > O eilt F £ cs mit o < 

a(F—B) < s und o <p(A—F) <C s (Nr. 3.2., (a)). Wegen 

Jy (F ■—B) £ £—A ist o < p(/„£— A) •< e; ebenso o < \i(JxB 
—F) <C £, k = 1, ..., k. Daraus folgt u. a. o < p(A) <C p(-ö) + e 

und o < p (JXB) ■< p(/zA) + e. Bei beliebigem X > 1 ist dem- 

gemäß p (F) <C X p (B) — ((X — 1) jjt (B) — e) und p (/„ 5) < 

< X p(/„£) -— ((X — 1) p(/„ i?) — Xe). Wird also e >• o kleiner 

als (X— 1) Min (p. (/„ i?) ; x = 1, . . . , k) gewählt, so gilt 

u (F) < X [j.(B) und p(/„ B) < X p (/„ A). 

Aus p(/x) < a-1 p (JKB) folgt somit p (JJ) < X ot_1 p (JXF) 
und (wegen (W, schw)), 

p ( U/„) < ß (X-1 a) p(A) •< ß (X-1 a) Xp(A), d. h. 
x—1 

p ( U/„) A ß(a) p(2?) mit ß(a) = X ß (X-1 a). 

Zusatz. Vor. Es gelte (K, schw); ferner sei A £ j mit 

li(A) <C + co beliebig genau approximierbar durch passende 

A£ Cg. 

Beh. Aus o < p (/j < a-1 p (JXA), x = 1, . . . , k, folgt 

p (U/„) A ß(a) p(A), wobei ß(a) = inf (ß(a'); o < a' < a). 

Bew. Bis auf die Beh. betr. ß(a) folgt alles aus dem obigen 

Bew., wenn man darin B durch A ersetzt. Weiter kann in der 

Beh. statt ß (a) zunächst gesetzt werden ß(a) = Xß(X_1a) mit be- 

liebigem X>i. Andererseits kann ß(a)=ß(c;a) in (K, schw) 

offensichtlich ersetzt werden durch ß (a) = inf (ß (</.'); o a' < a), 

so daß ß (a) ==Xß(X-1a) gesetzt werden kann. Wegen ß (a) = 

= inf (ß(a'); o •< a' < a) folgt jetzt die Beh. 

5. 3. Aus Nr. 5. 2. folgt die (ebenfalls bekannte) Tatsache: 

Vor. Wie in Nr. 4. 4, Vor. (1). 

Beh. (I). Jedes (nicht leere) System c von n-dimension. achsen- 
parallelen (nicht sämtlich leeren) Intervallen besitzt die schzvache 
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Kranzeigenschaft (K, schw) bezüglich des n-dimensionalen Lebes- 

gueschen Maßes Ln\ n~> 1. — (II) Ein System i von achsenparal- 

lelen Intervallen ist ein schwaches Vitalisches System jedenfalls 

dann, wenn Ln-fast jeder Punkt des En dem Innern von Inter- 

vallen aus i angehört, die beliebig kleine Durchmesser besitzen. 

Anmerkung. Die Intervalle können dabei abgeschlossen oder 

offen sein oder beliebige Mengen zwischen abgeschlossener Hülle 

und offenem Kern eines Intervalles sein. 

ßew. Betr. Beh. (I). Wegen der Erblichkeit von (K, schw) 

(vgl. Nr. 4. 2.) genügt es, das System i(l aller (achsenparalleler) 

Intervalle des En zu betrachten. Aber i([ = i, X ... X ix. Gemäß 

Nr. 5.2. braucht daher nur gezeigt zu werden, daß (K, v schw) 

für ix gilt. Nun ist aber der kleinste BVerband i[ über ix (in Ej) 

gleich (t^g, d. h. gleich dem System der Vereinigungen je endlich 

vieler Intervalle, so daß hier (K, schw) stets ('K, v schw) nach sich 

zieht. Es sei also o < K < 1 beliebig, F (E (h)s und f £ tx, y. = 1, 

mit Lfjj) < a-1 Lx (JE). Es ist22 dann H =/xw. . . w 

vz.//i Vereinigung von gewissen unter den Jx< etwa von J'u ...,/( 

derart, daß der Durchschnitt von je dreien dieser J[ leer ist; 

denn von irgend drei gegebenen Intervallen mit nicht leerem 

Durchschnitt ist (mindestens) eines in der Vereinigung der bei- 

den anderen enthalten (nämlich im größten der 3 Intervalle, die 

durch Vereinigung je zweier der 3 ursprünglich gegebenen ent- 

stehen). Somit ist Z A (fr E) <2 LX(HF) < 2 LßF). Aus 

Li (f) < «■
1 Lx (/(>), T = 1, . . . , t, folgt Z Lff) < «-1 • 

T 

• (Z ffr F))- V’egen H = U f'x ist aber Lx (//) < Z Li (fr) 
T r — 1 r 

und mithin LX(H) < 2 c/r1 LX(F). Daher ist (.K, schw) bzw. 

(K, v schw) für i, mit ß(a) = 2 oc-1 erfüllt. 

Betr. Beh. (II). Daß i„ die Eigenschaft (Aß) (Nr. 4. 1.) be- 

sitzt, ergibt sich wie in Nr. 4. 4., Bew. Da zufolge Beh. (I) auch 

(K, v schw) gilt, folgt Beh. (II) aus Nr. 4. 3. 

22 Busemann-Feller a. a. O. oder a. a. O.20, 124 unten. 
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