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Streifengeometrie, I.Teil®

Von

Sebastian Finsterwalder
Mit 9 Figuren

Vorgelegt am 15. Dezember 1950

1. Einleitung

Im Laufe der letzten fiinfzig Jahre hat sich allmihlich der
Begriff des Streifens entwickelt, dessen Ansitze tief in das vorige
Jahrhundert hinabreichen. Man versteht darunter folgendes: Man
zieht auf einer vorgegebenen Fliche eine Kurve und betrachtet
die von den Tangentenebenen der Fliche in den Punkten dieser
Kurve erzeugte abwickelbare Flache. Sie beriihrt die Ausgangs-
fliche lings der Flichenkurve und bestimmt lings der Flichen-
kurve als ,,Mittellinie’ einen ,,Planstreifen‘’ (oder kurz ,,Strei-
fen'), dessen Breite unbestimmt bleibt, aber klein sein soll gegen-
iiber den Kriimmungsradien der Mittellinie. Die eine Seite des
Planstreifens wird als ,,Oberseite’ definiert. Die zu den Tangen-
ten der Mittellinie senkrechten Flichentangenten bezeichnen wir
als ,,Schwellen®, die zu den Tangenten der Mittellinie konju-
gierten Flichentangenten als ,,Ritzlinien”. Die Ritzlinien sind
die Erzeugenden der von den Tangentenebenen des Streifens
umbhiillten Torse, die Schwellen erzeugen, falls sie von den Ritz-
linien verschieden sind, eine windschiefe Regelfldche.

Der so definierte Streifen ist ein duales Gebilde. Unter der
Menge der Streifen mit gemeinsamer Mittellinie sind zwei Strei-
fen ausgezeichnet, ndmlich der von Schmiegungsebenen gebildete
»Schmiegstreifen’, dessen Ritzlinien mit den Tangenten der Mit-
tellinie zusammenfallen, und der den Schmiegstreifen lings der
gemeinsamen Mittellinie senkrecht durchsetzende ,,geoditische
Streifen®, dessen Schwellen mit den Binormalen der Mittellinie
zusammenfallen.

! Das Manuskript wurde von H. Graf und R. Sauer druckfertig gemacht.
Die Figuren hat H. Graf nach dem Manuskript entworfen und ausgefiihrt.
14 Miinchen Ak.Sb. 1950
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Jeder Planstreifen kann mit der ihn enthaltenden abwickel-
baren Fliche in die Ebene abgewickelt werden. Bei der Ab-
wicklung eines geoditischen Streifens in die Ebene geht die
Mittellinie in eine Gerade iiber; wir bezeichnen infolgedessen
cinen geoditischen Streifen auch als ,,Band*.

Der Begriff des Planstreifens ldBt sich zum ,,Wélbstreifen®
erweitern, indem man die geradlinigen Schwellen durch ge-
kriimmte Schwellen ersetzt. Wir wollen uns jedoch in der vor-
liegenden Arbeit darauf beschrinken, die Differentialgeometrie
der Planstreifen? darstellend-geometrisch zu behandeln. In einer
folgenden Arbeit werden wir aufeinander abrollende Planstreifen
sowie die Differentialgeometrie der Wolbstreifen erértern.

2. Allgemeine Planstreifen

Wir wihlen die Bogenlinge s der Mittellinie als unabhéngige
Verinderliche und ordnen jedem Punkt der Mittellinie ein recht-
winkliges Dreibein dreier ein Rechtssystem bildenden Einheits-

Fig. 1

vektoren zu. Das erste Bein beriihrt die Mittellinie und ist nach
wachsenden s gerichtet. Das zweite Bein liegt in der Schwelle
und weist auf der Oberseite des Streifens nach links, das dritte
Bein fillt in die Flichennormale und weist nach oben.

Ein Dreibein kann mit einem in Richtung wachsender s be-
nachbarten Dreibein zur Deckung gebracht werden durch eine
Parallelverschiebung lings des Linienelements &s der Mittellinie

? Vgl. z. B. W. Blaschke: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie I,
4. Auflage, 1945, S.67-84.
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und durch eine Drehung §ds; der ,,Formpfeil’® § gibt die Rich-
tung der Drehachse und der Betrag |§ds| die GréBe des infini-
tesimalen Drehwinkels an. Der Formpfeil § kennzeichnet die Ge-
stalt des Streifens in der Umgebung seines Aufpunktes. Zerlegen
wir ihn nach den Richtungen des Dreibeines, so stellt die ,,Dril-
lung* /; die geoditische Windung der Flache lings der Mittel-
linie dar, die ,,Biegung‘‘ %, die Normalkriimmung in der Rich-
tung der Mittellinie und die ,,Rundung' #; die geoditische
Kriimmung der Mittellinie.

Durch § als Funktion von s ist die Gestalt des Planstreifens
(ohne Riicksicht auf seine Lage im Raum) gegeben. §=o kenn-
zeichnet die ebenen Streifen mit gerader Mittellinie. Der Form-
pfeil § bestimmt den Winkel v, den die Ritzlinien mit den
Tangenten der Mittellinie einschlieBen, sowie den Winkel .
zwischen den Tangentenebenen des Streifens und den Schmieg-
ebenen seiner Mittellinie*.

Zu jedem Streifen gehort als ,,Zwilling*’ ein ihn lings der ge-
meinsamen Mittellinie senkrecht durchsetzender Streifen. Die
Schwellen des einen Zwillingsstreifens sind die Flichennormalen
des anderen Streifens. Auflerdem ist die Biegung des einen Strei-
fens bis aufs Vorzeichen gleich der Rundung des anderen Strei-
fens, wihrend die Drillung fiir beide Zwillingsstreifen dieselbe ist.

Zwischen dem Formpfeil § des Streifens und der Kriimmung A
und Windung W seiner Mittellinie bestehen die bekannten ein-
fachen Beziehungen

Fy, = Ksiny, Fy = K cosy, 4
Fy =W — %%, wobei y == arctg (22 &
1=W— 5, wo e1p.-—arcg('F3-).

3. Schraubenstreifen

Planstreifen mit §(s) = const, d. h. mit festen Formpfeilkom-
ponenten £, 7, F,, beziiglich des begleitenden Dreibeins, sind

3 Der Formpfeil wird auch Darboux-Cesaro’scher Kritmmungsvektor oder
kurz Darboux’scher Vektor genannt; sieche M. Lagally: Vorl. iiber Vektor-
rechnung, 2. Aufl. Leipzig 1934, S. 61ff. und S. 67ff.

* Literaturhinweise und Bemerkungen zur Nomenklatur finden sich bei
F. Lébell: Jber. Deutsche Math. Ver. I. ITI, 2. Abt., Heft 2, 1943, S. 33.

14%
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ohne Formianderung in sich verschiebbar und heiBlen ,,Schrau-
benstreifen‘‘. Thre Mittellinien sind Schraubenlinien (die Grenz-
fille Kreis und Gerade mit eingeschlossen). Die Schraubungsachse
hat dieselbe Richtung wie der Formpfeil. Die Schraubenstreifen
kennzeichnen einen beliebigen Streifen in der Umgebung eines
Punktes seiner Mittellinie in Zhnlicher Weise wie die Krim-
mungskreise eine beliebige Kurve in der Umgebung eines Kur-
venpunktes. Wihrend jedoch die Kreise eine einparametrige
Menge bilden mit der Geraden als Sonderfall, ist die Menge der
Schraubenstreifen dreiparametrig und enthilt mannigfaltigere
Sonderfille:

1. Biegung /, = o, Rundung #; = o. Die Mittellinie ist cine
Gerade; die Schwellenfliche ist eine Wendelfliche mit der Mittel-
linie als Schraubungsachse.



Streifengeometrie, I. Teil 213

2. Rundung F; = o, Drillung /], = o. Die Mittellinie ist ein
Kreis; die Streifen- und Schwellenfliche ist der Drehzylinder
durch diesen Kreis (Streifengestalt: ,,Reifen eines Wagenrads®).

3. Drillung /; = o, Biegung /, = o. Die Mittellinie ist ein
Kreis; die Streifen- und Schwellenfiiche ist die Ebene dieses
Kreises (Streifengestalt: ,,Ring eines Kiichenherdes®’).

4. Drillung #; = o. Die Miitellinie ist ein Kreis; die Streifen-
und Schwellenflache ist ein Drehkegel durch diesen Kreis (Strei-
fengestalt: ,,Kegelzone).

5. Biegung /&, = o. Die Mittellinie ist eine Schraubenlinie;
die Schwellenfliche ist die Wendelfliche durch diese Schrauben-
linie, die Streifenfliche ist deren Tangentenfliche (Streifen =
»Schraubenschmiegstreifen®, vgl. Ziff. 1).

6. Rundung #; = o. Die Mittellinic ist eine Schraubenlinie;
die Streifenfliche ist der Drehzylinder durch diese Schrauben-
linie (Streifen == ,,geoditischer Schraubenstreifen’, vgl. Ziff. 1).

Wir wenden uns nun zu den nichtspeziellen Schraubenstreifen
mit nichtverschwindender Drillung, Biegung und Rundung und
bezeichnen wie bei den allgemeinen Streifen mit ¢ den Winkel
zwischen den Tangentenebenen des Streifens und den Schmieg-
cbenen der Mittellinie, mit v den Winkel der Ritzlinien gegen
die Mittellinie, mit ¢ den entsprechenden Winkel beim Zwillings-
streifen, ferner mit » den Radius des Kreiszylinders durch die
Mittellinie, mit K und ¥ Kriimmung und Windung der Mittel-
linic und schlieBlich mit «, 8 und < die Steigungswinkel der
Mittellinientangenten, der Schwellen und der Flichennormalen.
Dann gelten folgende Beziehungen:

1 A
K="= cosa, W= F, =—sincosz, 2)
7 7 /

WIK = tgo = Al fFS) +Fi, or= 11{ cos? o == VFL & g

sing == F[F, sin B = FolF, siny = FyfF,
tgv = FZ/FD tg ¢ = Fﬂ/Flr tgp = £yl Fy,

wobei £2 = F? L FI - F} gesetzt ist. Auflerdem ergibt sich fiir
die Ganghdhe % des Schraubenstreifens (fiir den Drehwinkel 1)
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und den Kehrwert  der Ganghohe
1

h=rtga=FHF[F p=, =FF, )

In Abb. 3 ist die Einheitskugel um den Aufpunkt 2 im Lotril}
auf die Basisebene des Zylinders durch die Mittellinie dar-
gestellt. 7, S, /Vsind die DurchstoBpunkte mit der Tangente der

TRoblschrauden-
Zylrder cer

Mittellinie, der Schwelle und der Flachennormalen, #, B, A die
DurchstoBpunkte mit der Hauptnormalen und Binormalen der
Mittellinie sowie mit der Mantellinie des Zylinders durch die
Mittellinie. 44 ist der Lotrif3 der Schraubenachse. Die Schwellen
berithren einen Zylinder vom Radius p, die Flichennormalen
einen Zylinder vom Radius p’. Dabei ist (vgl. Abb. 3)

Iy F TV I 7,
2 p=rsink = 1=s

=siny = S—
g s n e FYFi + F;

ey

Fiir die Schrinkungen X der Schwellenfliche und Z' der Nor-
malenfliche ergibt sich

T =(F; +F)lF, I =(F;+ F)A. (s)

Beim Ubergang von einem Schraubenstreifen zum Zwillings-
streifen vertauschen sich die Zeiger 2 und 3 (Biegung und Run-
dung). Die durch £, = F3 (Biegung = Rundung) ausgezeich-

neten Zwillingsschraubenstreifen sind deckungsgleich (p. =+ ﬂ-) .

2
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Bei den durch # = F, = F; (Drillung = Biegung = Rundung)
ausgezeichneten Schraubenstreifen ist

1

14 /3 a 2
n=v=2 K=FV2/3 W=—-\,r=—, o= —r.
e ¥ 2/3 T e e

4. Gleichwinkliges Biischel von Schraubenstreifen

Durch eine vorgegebene Schraubenlinie als Mittellinie 148t
sich eine einparametrige Menge (Biischel) von Schraubenstreifen
legen. Unter diesen sind zwei ausgezeichnet und bilden ein Zwil-
lingspaar, ndmlich ein Schraubenstreifen mit verschwindender
Biegung £, = o und ein Schraubenstreifen mit verschwindender
Rundung F, = o0 (Sonderfille 5§ und 6 in Ziff. 3). Der erste
Streifen ist ein Schmiegstreifen und beriihrt die durch die Mittel-
linie gehende Wendelfliche, der zweite Streifen ist ein geodati-
scher Streifen und ist der durch die Mittellinie gehender Kreis-
zylinder. Die {ibrigen Streifen schneiden diese beiden beson-
deren Streifen unter konstantem Winkel und lassen sich paar-
weise zu Zwillingen zusammenfassen, wobei Biegung und Run-
dung sich gegenseitig vertauschen. Alle Schraubenstreifen des
Biischels haben dieselbe, durch die Windung der Mittellinie
gegebene Drillung.

5. Abbildung der Schraubenstreifen auf den
Punktraum (Polbild)

Samitliche Schraubenlinien bzw. Schraubenstreifen des Raumes
bilden (sofern man von ihren Bewegungen im Raum absieht)
cine 2- bzw. 3-parametrige Menge. Die 0o® Schraubenstreifen
lassen sich auf die Punkte des Raumes umkehrbar eindeutig ab-
hilden dadurch, dal man in jedem Schraubenstreifen in einem
raumfesten Dreibein den Formpfeil § auftrigt und dem Schrau-
benstreifen den Endpunkt des Formpfeils als ,,Polbild‘‘ zuordnet.
Ahnlichen Schraubenstreifen entsprechen Polbilder auf dem-
selben Strahl. Es geniligt daher, zur Kennzeichnung der form-
verschiedenen Schraubenstreifen jene zu betrachten, deren Form-
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Fig. 4

pfeile die Linge / == 1 haben, deren Polbilder also auf der
Einheitskugel liegen und ,,Polrisse’ heiBen sollen. Man hat
dann nach den Gln. (1), (2) und (3) folgende Beziehungen:

1. Den Punkten eines Kugelmeridians #y/F3 = const, dessen
Ebene durch das Bein 1 geht, entsprechen Schraubenstreifen,
fiir die der Winkel zwischen den Tangentenebenen des Streifens
und den Schmiegebenen der Mittellinie denselben Wert u hat.

2. Den Punkten eines Kugelbreitenkreises /), = const ent-
sprechen Schraubenstreifen mit demselben Steigungswinkel «
und Radius » der Mittellinie, also Schraubenstreifen desselben
Biischels.

3. Den Punkten eines Kugelmeridians #;//; = const, dessen
Ebene durch das Bein 2 geht, entsprechen Schraubenstreifen,
fir die der Winkel zwischen den Ritzlinien des Zwillingsstreifens
und den Tangenten der Mittellinie denselben Wert ¢ hat.

4. Den Punkten eines Kugelbreitenkreises /, = const ent-
sprechen Schraubenstreifen mit demselben Steigungswinkel {2
der Schwellen.

5. Den Punkten eines Kugelmeridians #/#, = const, dessen
Ebene durch das Bein 3 geht, entsprechen Schraubenstreifen,
fiir die der Winkel zwischen den Ritzlinien und den Tangenten
der Mittellinie denselben Wert v hat.

6. Den Punkten eines Kugelbreitenkreises /3 = const ent-
sprechen Schraubenstreifen mit demselben Steigungswinkel v
der Flichennormalen.
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7. Den Punkten des KugelgroBkreises /] = o entsprechen die
»Schrauben®‘streifen mit kreisférmiger Mittellinie' (¢ = 0), den
Punkten des KugelgroBkreises %, = o entsprechen die Schrau-
benschmiegstreifen (f = o) und den Punkten des Kugelgro-
kreises /75 = o entsprechen die geoditischen Schraubenstreifen
(y =o0).

Wihrend wir bisher Schraubenstreifen mit der festen Linge
/7 =1 des Formpfeils betrachtet hatten, deren Polbilder also auf
der Einheitskugel lagen, betrachten wir jetzt Schraubenstreifen,
bei denen eine andere Lingenabmessung einen festen Wert hat,
deren Polbilder also nicht auf der Einheitskugel liegen.

8. Den Schraubenstreifen gleicher Ganghoéhe - % entsprechen
nach Gl. (3) die Punkte der beiden Kugeln 75 - Fs + Fy=- F /4.

9. Den Schraubenstreifen, deren Mittellinien auf ein und dem-
selben Drehzylinder liegen, entsprechen nach Gl. (2) die Punkte
der Wulstflache

(RIS R R =R

10. Den Schraubenstreifen mit gleicher Schrinkung X der
Schwellenfliche entsprechen nach Gl. (5) die Punkte des Kreis-
zylinders 3 -- F5 = S F; und den Schraubenstreifen mit glei-
cher Schrinkung X' der Normalfliche die Punkte des Kreis-
zylinders F% 4 Fi = 3'F,.

6. Polbild und KugelriBl von Schraubenstreifen
endlicher Linge und von Zusammensetzungen
solcher Schraubenstreifen

Ein unbegrenzt gedachter Schraubenstreifen ist durch seinen
(konstanten) Formpfeil oder durch sein (punktférmiges) Polbild
festgelegt. Zur Kennzeichnung eines Schraubenstreifens end-
licher Linge bedarf es noch einer zusitzlichen ziffernmiBigen
Angabe dieser Linge gemessen als Bogenlinge s der Streifen-
mittellinie.

Statt durch ein beziffertes Polbild kann ein Schraubenstreifen
endlicher Linge auch durch seinen ,,KugelriB* festgelegt wer-
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den; der KugelriB ist hierbei erklirt als die Gesamtheit der End-
punkte 7" und R derjenigen Kugelhalbmesser, welche zu den
Tangenten der Streifenmittellinie (Schraubenlinien) bzw. zu den
Ritzlinien des Streifens parallel verlaufen. Der Kugelri eines
Schraubenstreifens besteht also aus 2 parallelen Kugelkreisen,
deren Punkte 7 und R einander zugeordnet sind. Die Kugelgrol3-
kreise, welche den ersten dieser Parallelkreise in den Punkten
T berithren, liegen parallel zu den Schmiegebenen der Streifen-
mittellinie; die GroBkreise, welche den zweiten Parallelkreis in
den Punkten R berithren, liegen parallel zu den Tangential-
ebenen des Schraubenstreifens und schneiden den ersten Parallel-
kreis in den zugeordneten Punkten 7. Wir nennen den Kreis der
Punkte 7" den ,,Punktort, den Kreis der Punkte R den ,,Hiill-
ort' des Kugelrisses.

Ahnlich wie man aus tangential aneinandergefiigten Kreis-
bogenstiicken allgemeinere ebene Kurven aufbaut (vgl. den in
der Baukunst unter der Bezeichnung ,,Korbbégen‘’ {iblichen Er-
satz fiir Ellipsen), kann man Stiicke von Schraubenstreifen zu
allgemeineren Planstreifen zusammensetzen, indem man dafiir
sorgt, dafl die Tangentenebenen der Schraubenstreifen und die
Tangenten der Streifenmittellinien an den Ubergangsstellen
knicklos ineinander iibergehen.

7. Polbild, Polrifl und Kugelrifl eines allgemeinen
Planstreifens

Das Polbild eines allgemeinen Planstreifens wird erzeugt vom
jeweiligen Endpunkt des verdnderlichen Formpfeils (s) in dem
den Streifen begleitenden Dreibein, dessen Ursprung O — zu-
gleich der jeweilige Anfangspunkt des Formpfeils — die Streifen-
mittelkurve durchlduft. Die Polbildkurve, die den Streifen kenn-
zeichnen soll, muf3 deshalb mit einer Skala fiir die Bogenldnge s
der Streifenmittelkurve beziffert sein.

Als Ersatz des Polbildes tritt kiinftig der Polril3, das ist dic-
jenige sphirische Kurve, die sich durch Zentralprojektion der
Polbildkurve vom Aufpunkt O aus auf die Einheitskugel um O
ergibt. Damit auch die PolriBkurve zur Kennzeichnung des
Streifens verwendet werden kann, muB sie auller mit der Skala
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fiir die Bogenlinge s noch mit einer zweiten Skala fiir die
Liange £(s) der Formpfeile versehen sein.

Der KugelriB} eines allgemeinen Planstreifens wird — ebenso wie
bei den Schraubenstreifen — auf der Einheitskugel um einen festen
Mittelpunkt erzeugt, und zwar von den Endpunkten 7" und R
derjenigen Kugelhalbmesser, welche zu den Tangenten der Strei-
fenmittellinie bzw. zu den Ritzlinien des Streifens parallel ver-
laufen. Der Kugelri3 besteht also aus 2 sphirischen Kurven,
deren Punkte 7" und R einander zugeordnet sind. Die Kugel-
grof3kreise, welche die erste Kurve in den Punkten 7 beriihren,
liegen parallel zu den Schmiegebenen der Streifenmittellinie; die
GroBkreise, welche die zweite Kurve in den Punkten R beriihren,
liegen parallel zu den Beriihrebenen des Streifens und schneiden
die erste Kurve in den zugeordneten Punkten 7. Wir nennen
die Kurve der Punkte 7 den ,,Punktort®, die Kurve der Punkte R
den ,,Hiillort" des Kugelrisses. Die den Streifen kennzeichnenden
Winkel v und p erscheinen dann unmittelbar im Kugelrif3, und
zwar ist v der Zentriwinkel des GroBkreishogens 7R, p der
Schnittwinkel der beiden Grof3kreise, die in 7 und R den Punkt -
bzw. Hiillort beriihren und sich in 7" schneiden.

Fig. 5

Man kann den von den Punkten 7" und R erzeugten Kugelril
erginzen durch die Endpunkte S und 4 derjenigen Kugelhalb-
messer, welche parallel sind zu den Schwellen bzw. zu den Form-
pfeilen des Streifens; die Formpfeilrichtung stimmt hierbei {iber-
cin mit der Richtung der Achsen der sich jeweils dem Streifen
anschmiegenden Schraubenstreifen.

Damit der Kugelril ebenso wie der Polri3 den Planstreifen
bis auf eine Parallelverschiebung im Raum bestimmt, muB nicht
nur die Zuordnung der, Punkte 7" und & des Punktortes und
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Hiillortes gegeben sein, sondern Punktort und Hiillort missen
nach der Bogenlinge s der Streifenmittellinie beziffert werden.
Andert man die Bezifferung nach s — unter Beibehaltung der
Zuordnung der Punkte 7 und R —, so erhilt man ,,stellungs-
verwandte' Planstreifen, die in entsprechenden Aufpunkten
parallele Formpfeile von im allgemeinen verschiedener Linge
sowie parallele Tangenten der Mitteilinien und parallele Tan-
gentenebenen besitzen: Stellungsverwandte Planstreifen ergeben
sich z. B., wenn man (nach Ziff. 6) Paare dhnlicher Schrauben-
streifen tangential aneinandersetzt, wobei das Ahnlichkeitsver-
hiltnis von Paar zu Paar verschieden sein kann.

8. Bewegungsgeometrischer Zusammenhang
‘zwischen Polril und Kugelrif3

Wihrend beim Polril auf eine mit dem begleitenden Drei-
bein starr verbundene Einheitskugel abgebildet wird, ist die
Bildfliche beim Kugelril eine raumfeste Einheitskugel. Ver-
einigt man die Mittelpunkte beider Kugeln in einen festen
Punkt O, so 14Bt sich die Zuordnung von Polri} und Kugel-
ril bewegungsgeometrisch deuten als sphirische Bewegung
der Tragerkugel des Polrisses in der ruhenden Trigerkugel des
Kugelrisses. Dementsprechend kann diese Bewegung der beiden
Kugeln aufgefal3t werden als eine sphérische Rollbewegung
zweier Kurven dieser Kugeln — eines sphirischen ,,Rades’ auf
einer sphirischen ,,Rollbahn‘ — oder als Rollbewegung der bei-
den Kegel, welche diese sphirischen Kurven als Leitkurven und
O als gemeinsame Spitze besitzen. Bei der sphirischen Be-
wegung erzeugt der Punkt 7" der PolriBkugel (= Kugelschnitt-
punkt des Beines 1 des begleitenden Dreibeins) den Punktort 7°
des Kugelrisses, wihrend der GroBkreis 7' .S’ der PolriBkugel
(= Kugelschnittkreis der Ebene der Beine 1 und 2 des begleiten-
den Dreibeins) den Hiillort R des Kugelrisses erzeugt.

Das rollende sphirische Rad ist der Polri3 selbst, denn der
Formpfeil § liefert die jeweilige Achse der momentanen Drehung;
dementsprechend besteht die sphirische Rollbahn aus den in
Ziff. 7 genannten Punkten 4 des Kugelrisses, also den jeweiligen
Beriihrpunkten von Rad und Rollbahn,
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Bezieht man Rad und Rollbahn durch deren gleiche Bogen-
linge o und bezeichnet die geoditischen Kriimmungen dieser
Kurven im jeweiligen Beriihrpunkt 4 mit G bzw. g, so gilt

(G—g) ds = Fds, also (G—g) 20 =F. )

Dic geoditische Krimmung G(s) der sphirischen Radkurve er-
gibt sich aus deren Parameterdarstellung; da die Radkurve der
PolriB ist und dieser aus dem Polbild, dem Endpunkt des Form-
pfeils §(s), durch dessen Reduktion auf den ihm gleichgerich-
teten Einheitsvektor f(s) = §(s)/#(s) entsteht, ergibt sich fir &

G=( %) f=(F x)fs", @)
wobel die Ableitungen nach ¢ bzw. s durch Punkte bzw. Striche
gekennzeichnet sind.

Ferner gilt
ds? = df? also ¢'% ={'2 (8

0. Wickelrif3 eines Planstrecifens.

Wir gehen aus von den Normalebenen der Mittellinie des
Planstreifens und der von ihnen umhiillten Torse. Die Beriihr-
linien der Normalebenen mit der Torse sind die Krimmungs-
achsen der Mittellinie. Bei der Abwicklung der Normalebenen
an der Torse bis in eine feste, durch cinen Punkt O der Mittellinie

/4
{

gchende Normalebene als Bezugsebene durchlduft jeder Punkt
der sich abwickelnden Normalebene eine zur Mittellinie gleich-
abstindige Raumkurve. Die Schnittpunkte dieser Raumkurven
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mit der Bezugsnormalebene werden als ,,WickelriB* bezeichnet;
der Punkt O selbst ist demnach der WickelriB der Streifen-
mittellinie. j

Die Hauptnormalen der Streifenmittellinie liefern im Wickel-
riB Gerade durch O, die Kriimmungsachsen dazu senkrechte
Gerade. Die Kurve der FuBpunkte Q der Lote von O auf die
Wickelrisse der Kriimmungsachsen hat als Polarkoordinaten

P e — (BT s (9)
0

denn der Abstand der Punkte der Mittellinie von den Krum-
mungsachsen ist gleich dem Kriimmungsradius » und der Winkel
zwischen benachbarten Kriummungsachsen ist gleich dem Winkel
zwischen benachbarten Schmiegungsebenen der Mittellinie, also
gleich der mit dem Bogenelement &s multiplizierten Win-
dung W.

Die Schwellen des Streifens liegen in den Normalebenen der
Mittellinie und bilden sich im Wickelrif} als Gerade durch O ab;
sie schlieBen mit den Loten auf die Kriimmungsachsen, d. h.
dem Wickelrif3 der Hauptnormalen der Mittellinie, den Winkel ¢
ein.

Die nach der Bogenlidnge s bezifferte Kurve der Punkte Q und
die zugeordneten, den Schwellen entsprechenden Geraden durch
O bilden den WickelriB des vorgegebenen Planstreifens und
legen diesen fest.

10. Streifen, bei denen ein oder zwei Komponenten
des Formpfeils verschwinden

Ahnlich wie bei den Schraubenstreifen in Ziff. 3 betrachten
wir jetzt allgemeine Planstreifen, bei denen ein oder zwei Kompo-
nenten des Formpfeils verschwinden:

1. Fy = F4 = o. Die Mittellinie ist eine Gerade; die Schwellen-
fliche ist eine Regelfliche, deren Erzeugende diese Gerade senk-
recht schneiden.

2. /iy = F; = o. Die Mittellinie ist eine beliebige ebene Kurve,
die Streifen- und Schwellenfliche ist der Zylinder, dessen Er-
zeugende auf der Kurvenebene senkrecht stehen.
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3. Fy = F, = 0. Die Mittellinie ist eine beliebige ebene Kurve;
die Streifen- und Schwellenfliche ist die Ebene dieser Kurve.

4. 7} = o. Die Mittellinie ist eine beliebige Raumkurve; die
Streifen- und Schwellenfliche ist die Tangentenfliche einer Filar-
evolute dieser Kurve, enthilt also diese Kurve als Krimmungs-
linie. So gehdren z. B. alle sphirischen, d. h. eine Kugel be-
rithrenden Planstreifen zur Familie dieser Streifen #; = o.

5. /, = 0. Die Mittellinie ist eine beliebige Raumkurve; die
Schwellenfliche ist die Regelfliche der Kurvenhauptnormalen,
die Streifenfliche ist die Hullfliche der Schmiegebenen dieser
Kurve, enthdlt also diese Kurve als Schmiegtangentenkurve
(Schmiegstreifen).

6. Fy = 0. Die Mittellinie ist eine beliebige Raumkurve; die
Streifenfliche ist die Hiillfdche der rektifizierenden Ebenen dieser
Kurve, enthilt also diese Kurve als geoditische Linie (geco-
ditischer Streifen).

Die Streifen 1, 2 und 3 kommen nur bei speziellen Flichen vor.
Dagegen enthilt jede Fliache Streifen 4 und 6 (langs der Kriim-
mungslinien bzw. der geoditischen Linien) und jede Fliche
negativen Kriimmungsmaf@es Streifen 3 (lings der Schmiegtan-
gentenlinien).

11. Gleichwinklige Biischel von Planstreifen

Ahnlich wie bei den Schraubenstreifen in Ziff. 4 erhalten wir
jetzt Biischel allgemeiner Planstreifen, die sich ldngs der ge-
meinsamen Mittellinie gleichwinklig schneiden. Sie hdngen bei
vorgegebener Mittellinie noch von einer willkiirlichen Punktion,
z.B. uo(s), ab, welche den Ausgangsstreifen des Biinschels kenn-
zeichnet; die Tangentenebenen eines beliebigen Streifens des
Biischels schlieBen dann mit den Schmiegebenen der Mittellinie
die Winkel u(s) = po(s) + X ein, wobei die Konstante A von
Streifen zu Streifen verschieden ist. Nach Gl. (1) haben alle
Streifen eines gleichwinkligen Biischels dieselbe Drillung

Fi(s) =W(s) + »d‘:—;;(s) . Nach Gl (1) folgt aus der Beziehung

Fy = K sin(ug + ) = K (sin pq cos A 4~ cos pgsinA)
= (Fy)ocosA + (F3)gsin A
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und der entsprechenden Beziechung fiir 73, daB sich sowohl die
Biegung F,(s) als auch die Rundung F3(s) linear aus der Bie-
gung (Fy), und der Rundung (#3), des Ausgangsstreifens mit
konstanten Koeffizienten cos 2, sin %
zusammensetzen.

Unter der Gesamtheit der durch eine
vorgegebene Mittellinie gehenden gleich-
winkligen Streifenbiischel sind folgende
spezielle Biischel enthalten:

1. po(s) = const. Das Biischel ent-
hilt den Schmiegstreifen (u =o0) und
den geoditischen Streifen (p. = :)
Wickelt man alle Streifen des Biischels
in die Ebene ab, so liefert die Mittel-
linie eine Schar ,,formverwandter’
ebener Kurven. Bei diesen sind in ent-
sprechenden, durch gleiche Bogenlinge
zugeordneten Punkten die Kriimmun-
gen proportional, ndmlich gleich der
Kriimmung der Mittellinie im Raum
mal dem konstanten Faktor cos p.
Abb. 7 vermittelt eine Vorstellung von
dem Gestaltenreichtum formverwandter
Kurven, wobei nur einige Typen sich
schliefender Kurven als Beispiele an-
gegeben sind.

2. W l) —_W(s). Alle Streifen

des Biischels haben nach GIl. (1) ver-
schwindende Drillung 7 (s). Bei der in
Ziff. 9 behandelten Abwicklung der
Normalebenen an der Torse der Kriim-
mungsachsen werden die drillungslosen
Streifen (vgl. Ziff. 10 Fall 4) von Ge-
raden durch den Aufpunkt O in der sich abwickelnden
Normalebene als Schwellen erzeugt; die bei der Abwick-
lung aus diesen Geraden entstehenden Schwellenflichen sind
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bekanntlich Torsen, deren Gratlinien auf der Torse der Kram-
mungsachsen liegen.

Wenn die Mittellinie eine ebene Kurve ist, sind die Biischel 1
und 2 miteinander identisch,

12. PolriBl, Kugelril und Wickelril gleichwinkliger
Streifenbiischel.

Die Polrisse der Streifen eines gleichwinkligen Bischels sind
untereinander deckungsgleich und gehen durch Drehung aus-
einander hervor; der Drehwinkel ist gleich dem Schnittwinkel
der Streifen. Die Gln. (1) liefern ndmlich fiir alle Streifen das-

selbe /7y = IV 4 n:;::f’ und auBlerdem F, = X sin (po + 7,
Fy = K cos (ug + 7).

Die Kugelrisse der Streifen eines gleichwinkligen Biischels
haben den Punktort der Punkte 7" gemeinsam. Der Hiillort der
Punkte R ist von Streifen zu Streifen verschieden und wird um-
hiillt von den GroBkreisen, welche den Punktort in den Punk-
ten 7" unter dem Winkel p4(s) +2 schneiden. Die von den Punk-
ten R gebildeten Hillorter ergeben sich demnach als Hiillkurven
bei der Bewegung eines Biischels von GroBkreisen, dessen Schei-
telpunkt den Punktort 7" beschreibt. Die von einem festen Auf-
punkt ausgehenden Ritzlinien des Streifenbiischels bilden einen
Kegel zweiter Ordnung, die zu einem festen Punkt 7" gehérigen
Punkte R der Hullérter also einen sphérischen Kegelschnitt. Die
Wickelrisse der Streifen eines gleichwinkligen Biischels bestehen
aus kongruenten Strahlenbiischeln, die um deren gemeinsamen
Scheitel gegeneinander verdreht sind.

13. Polrif3, Kugelril und WickelriB der unter Ziff. 11
genannten speziellen Streifen

1. Bei einem Schmiegstreifen (y. = o) fallen die Punkte 7" und

R zusammen. Bei einem geoditischen Streifen (y. = :) wird der
Hillort £ von den GroBkreisen umbhiillt, welche den Punktort 7
senkrecht schneiden, die Punkte R sind also die sphirischen
Krimmungsmittelpunkte des Punktorts 7.

15 Miinchen Ak. Sb. 1950
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2. Bei einem drillungslosen Streifen (/4 = o) fallen die Schwel-
len mit den Ritzlinien zusammen. Dic Bégen 7°R entsprechender
Punktepaare des Kugelrisses sind daher alle gleich den Bégen
7S, d.h. der Hilllort R des Kugelrisses ist eine Schleppkurve des
Punktortes 7". Der Hiillort R eines drillungslosen Streifens it
sich auBerdem auf folgende anschauliche Art erzeugen: Der Pol-
ril} eines drillungsfreien Streifens ist ein GroBkreis (/; = o). Die
sphirische Rollbewegung ist demnach eine Evolventenbewegung
mit dem Polri3-GroBkreis als Rad (Abb. 8). Der Mittelpunkt 7
des Rades erzeugt als Rollkurve den Punktort 7° des Kugel-

risses, die Speichen 7"R&’ (= :) des Rades umhiillen den Hiill-

ort R des Kugelrisses, die den Hiillort senkrecht schneidenden
GroBkreise umhiillen die Rollbahn, welche sich hierdurch als
duales Gebilde zum Punktort 7 des Kugelrisses erweist. Bei
einem drillungsfreien Schraubenstreifen spezialisicren sich die
Rollbahn und der Punktort 7 zu Kreisen, deren Radien sich

um ; unterscheiden. Der Wickelril3 eines drillungsfreien Streifens

besteht aus einer einzigen Geraden durch O.

14. Besondere Planstreifen

1. Die ,,schraubenartigen‘’ Planstreifen sind durch einen Form-
pfeil fester Richtung §(s) = F(s)E (f = const) gekennzeichnet.
Der Polrifl ist ein Punkt und die Rollbewegung im Kugelri3
spezialisiert sich zu einer reinen Drehung um einen festen Punkt,
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in welchen sowohl das Rad (=Polri}) als auch die Rollbahn
entarten. Im Kugelrif3 ist sowohl der von 77 beschriebene Punkt-
ort 7" als auch der vom GroBkreis 77S’ erzeugte Hullort R
ein Kreis.

Die schraubenartigen Streifen sind eine natiirliche Verall-
gemeinerung der in Ziff. 3 behandelten Schraubenstreifen. Bei
diesen hat der Formpfeil auch konstante Linge (& = const)
und die Bezifferung der beiden Kreisbogen des Kugelrisses nach
der Bogenlinge s ist eine gleichmiBige. Jeder schraubenartige
Streifen ist zu einer Schar dhnlicher Schraubenstreifen stellungs-
verwandt.

Aus der Stellungsverwandtheit folgt, dall die Mittellinie eines
schraubenartigen Streifens auf einem allgemeinen Zylinder liegt
und die Mantellinien dieses Zylinders unter dem festen Winkel «
schneidet; sie ist geoditische Linie des Zylinders. Die von den
Tangentenebenen des Streifens umbhiilite Torse der Ritzlinien ist
eine Boschungsfliache.

Wie aus den Schraubenstreifen kann man auch aus den
schraubenartigen Streifen gleichwinklige Biischel aufbauen.

Als Beispiel schraubenartiger Streifen seien die durch §(s)=¥/s
definierten ,,Schneckenstreifen‘’ genannt. Der die Mittellinic ent-
haltende Zylinder hat cine logarithmische Spirale als Quer-
schnitt, woraus man folgern kann, dafl die Mittellinie aulerdem
auf einem Drehkegel liegt und die Mantellinien dieses Kegels
gleichwinklig schneidet (,,Kegelspirale®).

2. Als weiteren Sonderfall betrachten wir nun die Planstreifen,
bet denen der Formpfeil §(s) = /- £(s) cine feste Linge 7, je-
doch verdnderliche Richtung hat. Ein Beispiel hierfiir bilden die
Streifen, deren Polbilder und demnach auch Polrisse Kreise
sind und bei denen die Rollbewegung im Kugelri3 durch ein
kreisfdrmiges Rad (= Polri}) und cine kreisférmige Polbahn ge-
geben wird. Der von dem Punkt 77 erzeugte Punktort 7" des
Kugelrisses ist eine sphirische Zykloide, weswegen wir die Strei-
fen dieser Art ,,Zykloidenstreifen‘‘ nennen wollen. Ein besonders
cinfacher Zykloidenstreifen ist der folgende: Die Mittellinie ist
cin Kreis und die Tangentenebene des Streifens dreht sich pro-
portional zur Bogenlinge des Kreises. Wihlt man den Proportio-

nalititsfaktor so, dafi auf den vollen Kreisumfang eine Drehung
2GS
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m - kommt, dann fillt der Ausgangsstreifen mit seinem Zwil-

lingsstreifen nach einem vollen Umgang zusammen und bildet
mit ihm ein verschlungenes Band. Abb. g gibt die Schwellen-

fliche eines solchen Bandes wieder.

3. Die ,,Walzenstreifen‘‘ beriihren lings der Mittellinie einen
Zylinder. Die Ritzlinien fallen mit den Mantellinien des Zylinders
zusammen, sind also parallel und liefern im KugelriB einen in
einen festen Punkt R entarteten Hillort. Vorgegeben sei der
nach s bezifferte Polril der Punkte 4345 ... samt den Bezugs-
punkten 77 und S’. Man muB3 nun die Kriimmung der Rollbahn
so abstimmen, dal der Hillort, der bei der Rollbewegung von
den GroBkreisen 7'.S eingehiillt wird, in einen festen Punkt R
der Kugel entartet. Aus den Kriimmungen G und g des Polrisses
und der Rollbahn und aus der Zuordnung der Bogenldngen ¢
und s von PolriB und Streifenmittellinie ist hierauf nach Gl. (6)
die Linge F(s) der Formpfeile bestimmt. Um die Rollbahn der
oben aufgestellten Forderung entsprechend zu ermitteln, denken
wir uns von den Punkten A;45... des Polrisses die sphirischen
Lote AR, A3R;, ... auf den GroBkreis 7'S’ gefillt. Diese
Lote werden sodann vom Punkt R} als gemeinsamem Anfangs-
punkt aus abgetragen und dabei so gegeneinander verdreht, daf
die Bogenlingen zwischen den freien Endpunkten AjAj ...
gleich den entsprechenden Bogenlingen A;45 ... des vorge-
gebenen Polrisses werden. Die Punkte 4] 4, ... bilden die ge-
suchte Rollbahn.

4. Zwillinge von Walzenstreifen. Ein bemerkenswertes Bei-
spiel der Walzenstreifen bilden jene, deren Zwillinge wieder
Walzenstreifen sind. Die Zwillingspaare solcher Walzenstreifen
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haben im KugelriB dieselbe sphirische Kurve als Punktort 77
und ein Punktepaar R, R als Hiillorter. Da die GroBkreise R7T
und R7 sich jeweils in den Punkten 7 rechtwinklig schneiden,
ist der Punktort 7, d. h. der Kugelrif3 der Mittellinie des Strei-
fens, ein sphirischer Kegelschnitt.

Man kann auBerdem zeigen, daB auch die Rollbahn im Kugel-
ril ein sphirischer Kegelschnitt ist, der mit dem Punktort 7°
diec Achse RR gemeinsam hat, und daB der PolriB (= Rad bei
der Rolltewegung im KugelriB) von einem Kegel 4. Ordnung
ausgeschnitten wird. Wir geben die Gleichungen der Kegel an,
welche den Punktort 7 des Kugelrisses, die Rollbahn und den
Polrif3 enthalten. Der Nullpunkt des Koordinatensystems soll im
Mittelpunkt O der Einheitskugel des Kugelrisses liegen, die 2-
Achse durch den Mittelpunkt des GroBkreisbogens RR gehen
und die y-Achse auf der Ebene dieses GroBkreisbogens senkrecht
stehen. Ferner sei 2= der Winkel der Kugelradien OR und OR.
Dann erhilt man

x%2cos?a 4+ y?cosze—zsin®a =o0 (10)

fir den Kegel durch den Punktort 7" des Kugelrisses,

x2cos?x + CO}S;‘Z —z%sin*o =0 (11)
fir den Kegel durch die Rollbahn und
(224 2% (2 + 2% cos2u—szt=o0 (12)

fiir den Kegel durch den Polrif3.

Nachdem der Punktort 7, d.h. der KugelriB der Streifen-
mittellinie, gefunden ist, kann man diese durch Quadraturen er-
mitteln, wobei eine beliebige Kurve der x, y-Ebene als Grund-
ri vorgegeben werden darf. Die beiden durch die Mittellinie
hindurchgehenden, sich in ihr senkrecht durchsetzenden und
die beiden Walzenstreifen berithrenden Zylinder sind dann durch
die Richtungen OR und OZR der Hiillérter des Kugelrisses
festgelegt.
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15. Parallele Planstreifen

Der Begriff des Parallelismus vereinigt bei den ebenen Kurven
die Eigenschaft der Gleichabstidndigkeit entsprechender Punkte
und die Eigenschaft der Parallelitit entsprechender Tangenten.
Bei nichtebenen Kurven treten diese beiden Eigenschaften nur
dann vereinigt auf, wenn die Kurven auf einer gemeinsamen
Torse liegen und die Mantellinien dieser Torse senkrecht schnei-
den.

Unter ,,parallelen Planstreifen verstehen wir solche mit ge-
meinsamen Flichennormalen. Ausgchend von einem beliebigen
Planstreifen tragen wir also auf dessen Normalen eine feste
Strecke ab und erhalten mit den Endpunkten der Strecken die
Mittellinie des parallelen Streifens. Entsprechende Punkte der
Mittellinien paralleler Streifen haben gleichen Abstand, entspre-
chende Tangentenecbenen sind parallel, entsprechende Tangenten
der Mittellinien dagegen sind nur dann parallel, wenn die Fliachen-
normalen der parallelen Streifen cine Torse bilden. Die Zwillinge
paralleler Planstreifen beriithren die Normalenfliche, entspre-
chende Tangentenebenen der beiden Zwillingsstreifen sind nur
dann identisch, wenn die Normalenfliche ecine Torse ist.

Uber Sonderfille paralleler Planstreifen ist folgendes zu be-
merken:

1. Ist der Ausgangsstreifen cin Schmiegstreifen, so sind die
Streifennormalen die Binormalen der Mittellinie und diese ist
geoditische Linie und Kehllinie der Normalenfliche. Keine die-
ser Eigenschaften findet sich im Parallelstreifen wieder.

2. Ist der Ausgangsstreifen ein geoditischer Streifen, so sind
die Streifennormalen die Hauptnormalen der Mittellinie und diese
ist Schmiegtangentenlinie der Normalenfliche. Keine dieser
Eigenschaften findet sich im Parallelstreifen wieder.

3. Ist der Ausgangsstreifen drillungslos, o ist die Normalen-
flache eine Torse und auch die Parallelstreifen sind drillungslos.
Sowohl die Tangenten der Mittellinien als auch die Berthrebenen
paralleler drillungsloser Streifen sind zueinander parallel. Die
Zwillinge paralleler drillungsloser Streifen haben gemeinsame
Schwellen und gemeinsame Tangentenebenen.
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4. Ist der Ausgangsstreifen sphérisch, so sind auch die Parallel-
streifen sphirisch. Die Zwillinge der sphirischen Parallelstreifen
haben als Mittellinicn wieder sphirische Kurven; sie sind keine
sphirischen Streifen, sondern gegen die sphirischen Streifen
durch ihre Mittellinie unter einem rechten Winkel geneigt.

Der Wickelrif3 eines drillungslosen Streifens reduziert sich nach
Ziff, 12 auf einen festen Punkt O als Rif3 der Mittellinie und eine
durch diesen Punkt gehende feste Gerade » als Rif3 der Schwellen
(= Ritzlinien), Parallele drillungsfreie Streifen licfern im Wickel-
ril} parallele Geraden; die Wickelrisse O der Mittellinien liegen
auf einer zu den Geraden » senkrechten Geraden.
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