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Das Problem der mehrfachen Losungen der
Kometenbahnbestimmung

Von Alexander Wilkens in La Plata

Vorgelegt in der Sitzung am 4. Mai 1951

Im Jahre 1931 verdffentlichte A. Hnatek (Wien) in den
Astronomischen Nachrichten Bd. 242 und 243 unter Anwendung
der Olbersschen Methode der Kometenbahnbestimmung Kriterien
beziiglich einer dreifachen Lésung des Problems, ausgehend von
den beiden sphirischen Koordinaten der 1. wie 3. Position des
Kometen sowie der Olbersschen Funktion 47, die von den bei-
den sphirischen Koordinaten der 2. Position abhingig ist; die
Bahnbestimmung wie auch die Kriterien einer Multiplizitit
hingen also tatsdchlich von 6 Beobachtungsdaten statt von § ab,
wie die exakte Bahnbestimmung im parobolischen Falle theore-
tisch fordert. Deshalb ist das Hnateksche Verfahren nicht strenge,
und ecin auf den nur 5 erforderlichen Ausgangsparametern be-
ruhendes Verfahren muf3 auf andere Kriterien fithren, zumindest
auf eine Einengung resp. Verschirfung der Bedingungen fur die
Existenz einer 3-fachen Loésung. Aus dem ven A. Hnatek be-
handelten praktischen Beispiel einer 3-fachen Lsung, mit also
3 verschiedenen Elementensystemen, ergeben sich iiberraschend
3 verschiedene Orter fiir die mittlere Position des Kometen statt
einer einzigen, dazu unter betrichtlichen Lingendifferenzen von
17'.5 im Maximum und von 24.6 in Breite, weiter 3 verschiedene
Werte von J/, wie aus der 1.6 betragenden Differenz der 3 Nei-
gungen der groBten Kreise durch den 2. Kometenort folgt, im
Gegensatz zu einer einwandfreien Methode, bei der die Aus-
gangswerte durch alle 3 Ldsungen streng und bedingungslos
dargestellt werden miissen. Deshalb bietet eine Bahnbestim-
mungsmethode, die nur auf den 5 zur parabolischen Bewegung
erforderlichen sphirischen Koordinaten des Kometen beruht,
einen prinzipiellen Vorteil gegeniiber anderen Methoden, be-
sonders in bezug auf die Frage nach den Bedingungen fiir eine

Multiplizitit der Lésungen.
Miinchen Ak. Sb. 1951
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Die Losung einer parabolischen Bahnbestimmung und die
Frage nach ihrer Multiplizitit basiert nach den Untersuchungen
des Verfassers in den Sitzungsberichten der Bayer. Akademie
der Wissenschaften 1928, S. 113 usw. und in der Publikation
Nr. 16 der Verdflentlichungen des La Plata-Observatoriums, auf
der Benutzung von § Parametern, nimlich den beiden sphiiri-
schen Koordinaten des 1. und des 3. Kometenortes, sowie der
Linge des 2. Ortes, und analytisch auf einer algebraischen Glei-
chung 6. Grades im heliozentrischen Radiusvektor eines der
Orter: Y

Koyr® + Ko7t 4 K73 4+ K% + Ky» + K¢ = 0, woraus un-
ter Beriicksichtigung der Vorzeichen der Koeffizienten, soweit
sie bekannt sind, folgt, daB aligemein nur 2 Lésungen méglich.
sind, aber 4 unter der Bedingung, daB X ;>0 und zugleich
K <o ist, wobei in jedem der beiden Fille eine Losung stets der
der Beobachtung diametralen Richtung entspricht, so dal in
Wirklichkeit nur eine oder drei reelle Losungen des Problems
moglich sind, die benutzten Beobachtungen streng darstellend.
Ist nur eine der genannten Bedingungen nicht erfullt, auch wenn
K, oder K verschwinden, verbleibt nur eine reelle Losung des
Problems. :

Um nun zur Ableitung der Bedingungen zu gelangen, dic die
Beobachtungen erfiillen miissen, um zu einer multiplen Losung
zu gelangen, sind die Koeffizienten X, und K5 durch die Beob-
achtungsdaten darzustellen. Da die Beobachtungen von der Erde
aus erfolgen, deren Position an der Sphire durch dieder Sonne fest-
gelegt ist, so sind wegen der daraus folgenden Relativitit der
Beobachtungen zur Sonne die Koeffizienten X, und X 5 zunichst
als Funktionen der Lingendifferenzen von Sonne und Komet
und ferner der ekliptikalen Breiten des Kometen darzustellen.
Da die rechtwinkligen, heliozentrischen Koordinaten des Ko-
meten nach Potenzen der Zeit entwickelt werden, weil die fir
einen beliebigen Zeitpunkt giiltigen Koordinaten nebst ihren Ge-
schwindigkeiten die Unbekannte der Bahnbestimmung sind,
so zieht das dadurch veranlaBte Auftreten der Zeitdifferenzen
neben den Lingendifferenzen das Auftreten der sphirischen Ge-
schwindigkeit in den Kriterien der Lésungen nach sich, wie es
A. Hnatek schon vermutete. Weiter erscheint es mit Riicksicht
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auf die Relativitit der Kometen- und Sonnenpositionen zweck-
miBig, statt der Langendifferenzen die sphérischen Abstinde A
des Kometen von der Sonne, neben den ekliptikalen Breiten p,
zur Fixierung des Kometenortes einzufithren, um dadurch die
Gebiete der mehrfachen Losungen, insbesondere durch den
Sonnenabstand charakterisieren zu kénnen, und weiter durch die
Breite und die sphirischen Geschwindigkeiten in Lénge und
Breite resp. durch die GréBen x und y, die linear von den ge-
nannten Geschwindigkeiten abhingen. Die kritischen Koeffi-
zienten K, und K ergeben sich dann als algebraische Funk-
tionen von x und y, und zwar X, vom 4. Grade in x und dem
8. Grade in y, ferner K5 vom 2. Grade in » und dem 4. Grade in
y, auBerdem vom Sonnenabstande A und der Breite § abhingig.
Deshalb ist die analytische Auflosung allgemein kompliziert,
nur die Grenzkurve K = 0 erscheint am einfachsten analisier-
bar. Allgemein ergibt sich, daBB das Gebiet einer 3-fachen Léo-
sung, d. h. K5 <o, auBerhalb, die einer ecinfachen Lésung inner-
halb und auf der Grenzkurve K5 = o gelegen ist, falls noch die
Bedingung K4 > o erfiilit ist. Ist ferner die absolute Breite des
Kometen klein, oder liegt der Komet bei beliebiger Breite in der
Nihe des der Konjunktion oder Opposition zur Sonne entspre-
chenden Lingenkreises, so da3 die Differenz A -—| 8| eine kleine
GroBe ist, so reduziert sich K wie schon Kj, auf den 2. Grad
des Parameters x, woraus sich dann X, > o ableitet. Die Reduk-
tion von K reicht im Falle absolut kleiner 8 in bezug auf A bis
A = 30°, dariiber hinaus ist eine strenge Untersuchung von X,
vorzunchmen. Allgemein a6t sich ferner zeigen, daf}, wenn
A<45°, stets K,>>0 und zugleich K;<Co, also 3-fache Losun-
gen moglich sind, wenn die Bedingungen x-tg >0 und zu-
gleich ¥ < o erfiilit sind.

Zur Illustrierung der Untersuchung durch die Ableitung eini-
ger Grenzkurven wurden einige typische Grenzfille heraus-
gegriffen, zuerst der Fall A = 18°, da diese Distanz von der Sonne
nach T. Banachiewicz und A. Hnatek bei Zugrundelegung
der Olbersschen Methode der Bahnbestimmung die Grenze fiir
das Bestechen von 3 Losungen darstellt. Die Grenzkurve X, =0
besteht dann, wenn noch |B] = A = 18°, der Komet also auf
dem Konjunktions- resp. Oppositionskreise gelegen ist, aus
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einem kleinen geschlossenen Oval in der oberen Halbebene des
x—y-Systems, symmetrisch zur y-Achse, so daB aullerhalb des
Ovals, also im groBten Teil der Ebene 3-fache Losungen statt-
finden, wie bei T. Banachiewicz und Hnatek, aber mit dem Un-
terschiede, daB3 in dem durch das Oval X; = o und seine Grenz-
kurve beschrinkten Gebiet, also unter AusschluB bestimmter
2 und », d. h. sphirischer Geschwindigkeiten beziiglich § und &
nur eine Ldsung moglich ist. Weiter wurde auf demselben

Kreise A = 18° um die Sonne der Unterfall |B| = ; AR 1o

behandelt. Alsdann besteht die Grenzkurve Kz = o aus 2 Ovalen,
von denen das eine nahezu an derselben Stelle wie das soeben
erwihnte Oval gelegen ist, und auch von denselben Dimensionen,
wihrend das 2. Oval ein sehr kleines Gebiet um die x-Achse,
aber sehr weit entfernt vom Nullpunkt des Systems darstellt,
so daB dieser Fall wegen der enormen sphérischen Geschwindig-
keit in der Praxis der Kometenbahnbestimmung nicht realisiert
ist, also ausscheidet. Innerhalb der Ovale gelten wieder nur eine,
auBlerhalb, also im gréBten Teil der Ebene der x, v, 3 Losungen,
da K, >0, weil A < 30°.

In weiterem Abstande von der Sonne, zuerst |8 | = A = 30°,
ergibt sich analog zum erstbehandelten Falle derselben Konjunk-
tions- resp. Oppositionslage zur Sonne, wieder nur ein Grenz-
oval K; = o0, in dessen Innerem nur eine Lésung, aufBlerhalb
wieder 3 Losungen gelten, da auch jetzt noch X ;> o. Betrachten
wir weiter auf demselben Kreise um die Sonne wieder einen

Unterfall, d. h. |B| = —; A = 15°, so ergeben sich wie immer

auflerhalb der Konjunktions- resp. Oppositionslinie wieder
2 Ovale, wobei das erste in Nullpunktsnihe gelegene Oval be-
scheidene Dimensionen aufweist, wihrend das 2. Oval analog
zu fritheren Fillen um die x-Achse herum, aber in weitem Ab-
stande vom Nullpunkt gelegen ist, so daB dieses Gebiet wegen der
sehr groBen Geschwindigkeit x fiir die Praxis nicht in Frage
kommt. Im AuBengebiet beider Ovale, also im grof3ten Teil der
Ebene x, ¥ finden 3 Losungen statt, also fiir nichtkleine » und ,
wobei auch jetzt immer noch &, > o.

Gehen wir jetzt zu einem Falle tiber, bei dem A>> 45°, indem
wir zuerst A = 60° wihlen, wobei [B| = A = 60°, so tritt so-
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gleich eine wesentliche Anderung in der Verteilung der einfachen
resp. 3-fachen Losungen ein, insofern sich ergibt, daB3 beim
Ubergange auf A > 45° jetzt innerhalb 3 Lésungen und nur eine
Losung auBerhalb der Grenzkurve K; = o stattfinden. Diese
Kurve zeigt jetzt eine nach oben glockenférmige Form oberhalb
der x-Achse, wobei die Fligel nach beiden Seiten der x-Achse
symmetrisch ins Unendliche verlaufen. Da allgemein X ,> o,
wenn |B | = A, so folgt, weil Ky<Co innerhalb der Grenzkurve,
die Existenz 3-facher Ldsungen innerhalb, einfacher auflerhalb
der Kurve, also im gréferen Bereich der x—y-Ebene.

Im Anschlull an den soeben behandelten Fall interessiert uns

wieder der entsprechende Unterfall, wo [B]| = A = 30°.

Wieder eribt sich eine dem Hauptfall dhnliche Grenzkurve
K = o, aber es ist jetzt eine genaue Untersuchung von K, =
notig, um die Moglichkeit einer Uberdeckung der den beiden
Kurven entsprechenden Gebiete feststellen zu kdnnen, wodurch
cine Verkleinerung des Gebietes der 3-fachen Losungen ein-
treten kénnte. Aus der Definition von X folgt nun, daB3 £, > o bei
>0, wenn x>0 und zugleich y < o, d.h. im 4. Quadranten,
andererseits auch bei  <C 0 wenn x < 0 und zugleich y <o, d.h.
im 3. Quadranten. In bezug auf K, ergibt sich, daB die Kurve
K,=onur aus einer sehr schmalen Zunge mit Spitze besteht, die in
das Innere von K == o hineinragt und entlang dem Kurven-
zweige von K ; = o im 2. Quadranten verliuft, so daf3 also nur
cinc unbedeutende Verminderung des Gebietes der 3-fachen
Losungen eintritt.

Zum SchluB verbleibt der Grenzfall A = 90°, wenn der Komet
sich also auf einem Aquator mit der Sonne als Pol befindet. Alsdann
erscheint K, als die Summe von 2 Quadraten in bezug auf die
beiden Parameter x und y, so daB stets K, > 0. Aus der Form des
Auftretens von x in K folgt, daB auBerhalb der Kurve X5 = o
nur eine, innerhalb 3 Losungen stattfinden. Im Sonderfalle des
Verschwindens der beiden quadratischen Teile von Ky =o0
muB entweder die Breite 8 des Kometen oder die Geschwindig-
keit von f null sein, wobei dann dic Geschwindigkeiten in Linge
entsprechend beschrinkt sind.
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