
Sitzungsberichte 

der 

mathematisch-naturwissenschaftlichen 

Klasse 

der 

Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

zu München 

Jahrgang 1951 

München 1952 

Verlag der Bayerischen Akademie der Wissenschaften 

In Kommission bei der C. H. Beck’schen Verlagsbuchhandlung München 



65 

Unterschallströmungen um Profile bei quadratisch 

approximierter Adiabate 

Von Robert Sauer in München 

Vorgelegt am l. Juni 1951 

Das Problem der Unterschallströmungen um Profile ist durch 

die Bergmansche Methode der Integraloperatoren [1] für ideale 

Gase grundsätzlich gelöst. Die praktische Durchführung erfor- 

dert jedoch einen erheblichen Rechenaufwand. Im Spezialfall des 

Karman-Tsienschen Gases mit der Druck-Dichte-Beziehung 

p = A -f- geht die Bergmansche Methode in das bekannte 

und sehr einfache Karman-Tsiensche Verfahren [2] über, bei 

dem sich aus inkompressiblen Profilströmungen durch eine 

Transformation des Geschwindigkeitsbetrags (Tschapliginsehe 

Transformation) kompressible Unterschallströmungen um ge- 

eignet deformierte Profile herleiten lassen (vgl. [3], § 17). Auf 

diese Weise ergeben sich Näherungen kompressibler Unterschall- 

strömungen von Gasen mit beliebig vorgegebener Druck-Dichte- 

Beziehung p — p{p) derart, daß bei passender Wahl der bei- 

den verfügbaren Konstanten A und B die vorgegebene Kurve 

p — in der p,~-Ebene durch eine Gerade (Tangente oder 

Sehne) approximiert wird. 

Im Falle eines hinreichend kleinen Variabilitätsbereichs von p 
und p (kleine Mach-Zahlen oder schlanke Profile) liefert das 

Ka r m an - Tsiensche Verfahren praktisch brauchbare Nähe- 

rungen. Für größere Variabilitätsbereiche hat Poritzky [4] das 

Verfahren dadurch verallgemeinert, daß er die Kurve p =p(p) 

durch ein Polygon approximiert. Statt dieser Verallgemeinerung 

wird im folgenden eine andere, ebenfalls für größere Variabili- 

tätsbereiche von p und p brauchbare Methode vorgeschlagen. 
Bei dieser Methode werden in ähnlicher und fast ebenso ein- 

facher Weise wie beim gewöhnlichen Karman-Tsienschen Ver- 

fahren kompressible Unterschallströmungen um Profile aus 
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inkompressiblen Profilströmungen hergeleitet, die gegebene 

Kurve p = p(p) wird jedoch quadratisch approximiert, also z.B. 

durch eine dreipunktig berührende Kurve (gemeinsame Tangente 

und Krümmung) ersetzt. 

Wir werden zwei Varianten der Methode angeben, bei denen 

der Übergang von der Strömungsebene (x, j-Ebene) zur Hodo- 

graphenebene (w, 1>-Ebene) einmal durch die Molenbrock- 

Transformation.der Stromfunktion und das andere Mal durch die 

Legendre-Transformation des Potentials erfolgt. 

§ 1. Ermittlung von Profilströmungen mittels Molenbroek- 

Transformation der Stromfunktion 

l. Stromfunktionsgleichung in der Hodo- 

graphenebene 

Die Stromfunktion ff) der Polarkoordinaten w, ff des Ge- 

schwindigkeitsvektors genügt der linearen Differentialgleichung 

. 1 — M* , . i + M°- . 
H - vnH -w - °; (1) 

M = M(w) = ~ ist die örtliche Mach-Zahl, a — a(w) die ört- 

liche Schallgeschwindigkeit. M und w sind mit der Dichte 

p = p(ui) durch die mit der Bernoullischen Gleichung äqui- 

valente Beziehung 

verknüpft, vermöge deren Gleichung (l) in 

+ 
1 — M* 

w
2 4ü>» + w +« - o 

oder (M =j= t vorausgesetzt) in 

I I •w- I , p w d I w\ . /„\ 
Va» I i — M* + T—M* ~dw ( p ) ' ° 

übergeht. Durch die Tschapliginschc Transformation des Ge- 

schwindigkeitsbetrags 

dw 
co 

-ui 
(3) 
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folgt hieraus nach kurzer Rechnung 

+ 4 N (ei) — o (4) 

mit 

4 * = 

Führt man mittels 

d 
2  

dio 
(ln H), = (5) 

<{» = H(6)) • <j,* (6) 

die „reduzierte Stromfunktion“ <j;*(o3, fr) ein, so erhält man aus 

Gl. (4) 

oj + 4
1
* » + 4 F (

w
) • — o 

mit 

4 F = H-f-t
d
/-lHA. 

a (ù \ a o) J J 

(4*) 

(5*) 

2. Grundgedanke des Näherungsverfahrens 

Wir suchen Druck-Dichte-Beziehungen, für die entweder N = o 

oder F = o wird. Dann erfüllt i|; bzw. tp* die Potentialgleichung 

der inkompressiblen Strömung. Nimmt man dann für tji bzw. 

die Stromfunktion einer inkompressiblen Profilströmung, so lie- 

fert der Übergang von w zu « nach Gl. (3) ebenso wie beim Kar- 

man-Tsienschen Verfahren und wie bei der Bergmanschen 

Operatorenmethode eine kompressible Untcrschallströmung, und 

zwar unter gewissen Bedingungen wieder eine Profilströmung. 

Die erste Annahme, N = o, ist gleichbedeutend mit II = const 

und führt mit 

IP = —, p 

Vi - 

dp  
P 

da 

a 

jir- 

ada— w dw 

a P 

Yer — zu2 

= const, also 

M' 

- M2 
(wdzv — add) — o 

auf a
2 — Ny woraus sich lediglich die Karman-Tsien- 

sehe Druck-Dichte-Beziehung p = A -)- ergibt. 
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dH 
Die zweite Annahme, F = o, ist gleichbedeutend mit 

= const • H2, also 

H = —, n = const, Ar = —— 
6) (0 

(7) 

und führt, wie sich in Ziff. 3 zeigen wird, auf eine Druck-Dichte- 

Beziehung mit 3 Parametern, durch die eine gegebene Kurve 

P 
=

P(P) quadratisch approximiert werden kann. 

3. Quadratisch approximierende Druck-D ichte- 

Beziehungen 

Aus 01.(7), d.h. ,, 

Differentiation 

dp   2dc> da .ada—wdw 

p o> a 

„ , folgt durch logarithmische 

d cd w dm . w- da 
2  ,+ 

ar — a~—w'~ co a(a- — w) 

Durch Einsetzen in die Bernoullische Gleichung 

-j- wdw = cd w dw — O 
P P 

kommt mit Rücksicht auf Gl. (3) nach kurzer Rechnung 

da 

o'Cd Var — ■ 

+ 
2 a a- — w‘ 

= /(«i «)• 

Diese Gleichung und Gl. (3), die wir jetzt in der Form 

d w 

d Cd Va- — 
= g Ob zu) 

(8) 

(9) 

schreiben, legt a(co) und w(co) für gegebene Anfangswerte ä, 

w < ä, cü fest. Nach Gl. (8) und Gl. (9) ist 

da   w . 2 {er— 
dw a ' cd w

3 (10) 

Demnach kann man als Anfangsdaten auch ä, w und j vor- 

geben, indem man den zugehörigen Anfangswert co = co aus 

Gl. (10) bestimmt. Dabei ergibt sich stets ein endlicher Wert ö, 
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wenn =j= ist. Weiter folgt, daß sich auch M, p,p, und 

| I als Anfangsdaten im wesentlichen willkürlich vorschreiben 

lassen, daß man also eine beliebige Druck-Dichte-Beziehung für 

eine gegebene Mach-Zahl M (o <iM <C l) quadratisch approxi- 

mieren kann. Zunächst nämlich legen M — und = ä2 die 

Anfangswerte w und ä fest. Aus der Gleichung 

d^è da dw 2a? da , . 
--><- = 2 a-, v—= -,— (11) 
dp dw dp w p dw ' ' 

ergibt sich dann der Anfangswert = (^p^) ’ wom't 

nach Gl. (10) der Anfangswert G fixiert ist. Durch Gl. (7) in der 

Form 

n2 ]Z«2 — 2e2 

5>2 ä 
(12) 

ist dann auch die Konstante w bestimmt. Der Anfangswert p des 

Druckes schließlich kann ohnehin beliebig angenommen werden, 

da nur die Ableitungen von p in die gasdynamischen Gleichun- 

gen eingehen. 

Im Ausnahmefall der bei realen Gasen nicht auf- 
\ dw J a 

tritt, würde bereits die Karman-Tsiensche Druck-Dichte- 

Beziehung eine quadratische Approximation liefern. 

§ 2. Ermittlung von Profilströmungen mittels Legendre- 

Transformation des Potentials 

1. Potentialgleichung in der Hodographenebene 

Das Geschwindigkeitspotential cp (x, y) genügt in der Strö- 

mungsebene der nichtlinearen Differentialgleichung 

(a2
 — u

2) <pxx—2 uvcpxy + (a
2

 — v
2
) c?vy = o; 

dabei sind u = <pæ und v — cpy die cartesischen Koordinaten des 

Geschwindigkeitsvektors. Durch die Legendre-Transformation 
auf die Hodographenebene (vgl. [3], § 16) 

u = <px, v = <py, /(«, v) = ux + vy — <p, .r = /„, y =fv 
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entsteht die lineare Differentialgleichung 

02 — v2
) fu u + 2 uvfuv + (a2 — u2

) fvv = o. 

Durch Übergang von den cartesischen Koordinaten v des Ge- 

schwindigkeitsvektors zu den in § 1 verwendeten Koordinaten 

co, 1> erhält man nach einigen Rechnungen 

A o. + A !>' + 4 N (co)/,, = o mit 4 N = 
TV TU ' 

TV' (13) 

dabei ist w' = 
dt d

2 tu IC LU , ff 

. — ,—im;:— und ZU = . 

u iù \ü"—TU" (l(Si~ 

Führt man wie in Gl. (6) eine reduzierte,, Potentialfunktion“/* 

ein mittels 

/ — Hf* — -/*, (H) 

so erhält man unter der Annahme 

4 N = (iS) 

für/* die Potcntialglcichung der inkompressiblen Strömung 

/*« +/»»' — °- (16) 

2. Grundgedanke des Näherungsverfahrens 

Wie in § 1 geht man von dem Potential/*(co, F) einer inkom- 

pressiblen Profilströmung aus und bestimmt dazu die entspre- 

chende kompressible Unterschallströmung. Man wird erwarten 

können, daß diese unter gewissen Bedingungen wieder eine Profil- 

strömung darstellt. 

3. Quadratisch approximierende Druck -Dichte- 

Beziehungen 

Durch Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung (15) 

kommt 
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A 
cosh (to -j- B) 07) w 

mit den beiden Integrationskonstanten A, B. Mit Rücksicht auf 

Gl. (3) ergibt sich dann auch die Schallgeschwindigkeit 

als Funktion von co und den beiden Parametern A, B. 

Ebenso wie in § 1 haben wir jetzt zu zeigen, daß als Anfangs- 

daten w, ä und I vorgegeben werden können. Nach Gl. (17) 

ist dies gleichbedeutend mit der Vorgabe der Anfangsdaten w, 

w' und w". Diese lassen sich in der Tat beliebig vorschreiben, da 

die 3 Gleichungen 

nach A, B und ä> auflösbar sind, falls w" — w =)= o ist. Der 

Fall w" ■— w = o führt auf w = A cosh (w -f- B) und 

a1 2 3 4 — — A2 cosh2 (co -j- B) sinh2 (to + B) ^ o, kann also nicht 

eintreten. 
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a (18) 

w or = A cosh (co + B), 

w' ö -f- w = A sinh (w -f- B), 

w" to + 2 w' — A cosh (to -(- B) 
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