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Zusammenhiinge zwischen den Theorien
der Kurvenkongruenzen und der Flichenabbildungen

Von Frank Lébell in Miinchen

Vorgelegt am 6. Juni 1952

In einer an anderer Stelle! erschienenen Arbeit hat der Ver-
fasser zu zeigen versucht, wie einfach und geschlossen die von
A.Vossund R. v. Lilienthal begriindete, von P. Delens und
F. Emde weiter entwickelte Lehre von den Kurvenkongruenzen
im reellen euklidischen Raum mittels der von E. N. Laguerre
stammenden kinematischen Methode des begleitenden Dreibeins
aufgebaut werden kann.

Es ist reizvoll, damit einen anderen Weg zu vergleichen, der
im folgenden beschritten werden soll: Die Grundbegriffe der
Theorie werden durch Zurlickfiihrung auf die Begriffsbildungen
der allgemeinen Theorie der Abbildung zweier Fliachen aufein-
der gewonnen werden.

1. Um das Feld der tangentialen Einheitsvektoren e einer ge-
gebenen Kongruenz orientierter Kurven in der Umgebung eines
reguliren Punktes P zu untersuchen, legen wir durch 2 eine
Fliche, die dort zu e normal sei und die etwa als Ebene angenom-
men werden mag; der Ortsvektor ihrer Punkte sei r. Es liegt nahe,
diese Fliche nach dem klassischen Vorbild, das C. F. Gauss in
seinen Disquisitiones generales fiir die Flachentheorie gegeben
hat, auf die Einheitskugel der von einem festen Punkt O abge-
tragenen Vektoren ¢ abzubilden, so zwar, dall jedem Flichen-
punkt ¢ der Endpunkt des von ihm ausgehenden, mit seinem An-
fangspunkt nach O parallel verschobenen Vektors ¢ entspricht.

Diese sphirische Abbildung wird uns neue Moglichkeiten der
Deutung der friiher eingefiihrten, fiir die Kongruenz mafgeben-
den GroBen bieten, hinsichtlich deren Benennung auf die oben
genannte Arbeit hingewiesen sei.

! Natiirliche Geometrie der Kurvenkongruenzen. Mathematische Zeitschr.
56 (1952), S. 208-218,
Miinchen Ak. Sb. 1952 4
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48 Frank Lébell

2. Die geometrische Ableitung von ¥, der Einheitsvektor % ,

werde mit g, der aus ihm durch Drehung um e durch den Winkel
-+ : hervorgehende Vektor ¢ X a mit a* bezeichnet. Dann ist der
lineare ,,MafBstab‘ der Abbildung ¢— e fir das Linienelement

(P, a), d. 1. das Verhiltnis der Lingen von -f;% und Zi zueinander,
die Neigung g der Kurvenkongruenz an der Stelle 2 fir die Rich-
tung a. Die ,,HauptmaBstibe'’ der Abbildung sind die Hawupz-
neigungen g' und g’ der Kongruenz.?

Die bekannte Relation, die das Quadrat des linearen Ma@-
stabes einer Flichenabbildung als Funktion der HauptmaBstabe
und des Richtungswinkels y gegen die erste,,Hauptrichtung*‘ gibt,

gewinnt hier folgendes Ausschen:
g% = g'? cos? y -+ g''% sin? y.

Man kénnte dies auch durch Quadrieren des Neigungsvektors

4 ;
g =¢X Jf— oder einfach des Vektors Zf finden.

d
Der ,,FlichenmaBstab* der sphirischen Abbildung r— e ist

oe ge  dr or
a5 ds, * 05, as,’

M =

wo die Indizes die zu zwei verschiedenen, auf ¢ senkrechten Rich-
tungen a; und a, gehérenden GréBen kennzeichnen; diese Zahl
ist aber das Neigungsmaf NV der Kongruenz an der Stelle P. Wie
bekannt, ist A/ gleich dem Produkt der linearen HauptmaDBstibe,
in Ubereinstimmung mit dem Satze, da3 das NeigungsmaB gleich
dem Produkt der Hauptneigungen ist.

Soweit haben wir aus der Lehre von den Flichenabbildungen
nur solche GréBen beniitzt, die von den Lagen der beiden ein-
ander entsprechenden Flichen unabhingig sind;® zu beachten
ist nur, daB3 der FlachenmaBstab, weil sich die Flachen r und ¢ in
dem einen Punkte P mit gleichgerichteten Normalen entspre-
chen, auch dem Vorzeichen nach eindeutig bestimmt ist.

2 Bekannte oder in den spiter zitierten Arbeiten eingefiihrte Bezeichnungen
sind in der vorliegenden Note in Anfiithrungszeichen gesetzt.

3 Allgemeine Theorie der Flichenabbildungen. Nachrichten aus dem
Reichsvermessungsdienst, 1942, S. 299 ff.
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3. Die GroBen, die fiir die relativen Lagen entsprechender
Elemente eines Paares einander zugeordneter Flichen charakte-

. . . 4
ristisch sind,? der ,,RiBmafBstab‘ é,% —Z% = age und der ,,Quer-
. d i : A .
riBmaBstab’ e de~ -Z,,; = a* g ¢ erweisen sich als die Spredzung
6 = g a* und die negative Schrinkung — a = — g a der Kon-

gruenz fiir das Linienelement (2, a). Hierbei ist die Grundfor-
mel der Theorie des begleitenden Dreibeins im euklidischen Raum
angewandt worden, nach der, mit D als momentanem Drehvektor,

% =D Xq
ist fiir jeden mit dem Dreikant fest verbundenen Vektor q; und
zwar wurde q = ¢ eingesetzt, so dal3 nur die zu ¢ normale Kom-
ponente g von d zur Geltung kommt.

Die Relationen, die zwischen den ,,RiBmaBstabsgréBen® fiir
die verschiedenen, von einem Punkt ausstrahlenden Richtungen
bestehen, gehen in die Beziehungen zwischen den Neigungsgro3en
iiber, die in der anfangs erwihnten Arbeit bewiesen werden.

4. Zichen wir schlieBlich die Differentialinvarianten der Ab-
bildung r— e heran, welche die absoluten Lagen entsprechen-
der Elemente der beiden Flichen im Vektorenraum festlegen,®
so finden wir unter der Voraussetzung, daB a; und a, zueinander
senkrechte Einheitsvektoren sind, als ,,Schiefe’* der Abbildung

__adr Jde ar oe _
/—‘a—x;‘a"yz'—*agg—01926—““2916—9202+9101

das Doppelte der mittleren Schrénkung der Kongruenz, 2 A =
ay 4 a,, und als ,,Spreizvektor* der Abbildung

% = _ar_ de _~a_r_ _3c_ _
T os 05,y 05, 05
a1 X (g X €)—ap X (g1 X €)= —¢"@gpa; + € g50,

* Betrachtungen iiber Flichenabbildungen. Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d.
Wiss,, Math.-nat. K1., 1947, S. 15 ff.

® Differentialinvarianten bei Flichenabbildungen. Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad.
d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1943, S. 217 ff.

Uber einige Integralinvarianten, die bei Flichenabbildungen auftreten.
Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. Abt., 1944, S. 107 ff.
4*
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den mit der doppelten mittleren Spreizung 2 B = b, -+ b, multi-
plizierten Vektor e.

Der ,,Spreizwert’ J,3 der Abbildung ergibt sich hiernach,
weil ¥, = e ist, gleich dem Doppelten der mittleren Spreizung
der Kongruenz. Der Skalar 3,3, aber ist, da J, = A ¢ ist, wie-
derum als das Neigungsmal} der Kongruenz an der betrachteten
Stelle zu erkennen.

Das ,,VerdrehungsmalB‘ der Abbildung, von dem hier gespro-
chen werden darf, weil die Flichen ¢ und ¢ im Punkte 2 einander
mit parallelen Beriihrebenen zugewiesen sind, stimmt mit dem
Schwenkungsmafl tg 8, = — A: B der Kongruenz an dieser Stelle
iiberein.

5. Fir die Kurvenkongruenz sind die vier gquadratischen
Differentialformen

de?, dr? dedyr, ededr

bedeutungsvoll. Zwischen ihnen gilt eine Beziehung, die bei einer
fritheren Gelegenheit® allgemein aus dem Entsprechen von Fli-
chen mit gleichgerichteten Normalen hergeleitet wurde und die
hier die Form annimmt:

de? 4 Ndv2—2Bdedy — 2 Aededr = o.

Dafiir, daB3 schon die drei ersten der Formen linear abhingig
sind, ist demnach notwendig und hinreichend, dal3 die mittlere
Schrinkung verschwindet; dies aber ist der Fall bei einer Kon-
gruenz, die Orthogonalflichen besitzt, woraus zu erkennen ist, dal
unsere Beziehung eine Verallgemeinerung der bekannten Tatsache
der linearen Abhingigkeit der drei Grundformen einer Fliche ist.

6. Zum SchluB sei nur noch auf Folgendes hingewiesen: Im Son-
derfall der hauptsichlich von E. E. Kummerund von G. Sannia
studierten Strahlensysteme koénnen die Zusammenhinge zwischen
den NeigungsgroBen der Kongruenz an zwei Stellen 2 und 2,
die im Abstand / auf einer und derselben Systemgeraden liegen,
auch dann mit Hilfe der oben verwendeten Begriffsbildungen
leicht angegeben werden, wenn es sich um GréBen handelt,
die in den fritheren Theorien noch nicht betrachtet wurden.

¢ Zur Theorie der Flichenabbildungen, Math. Zeitschr. 49 (1943), S. 427 ff.,
bes. S. 438 (18).
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