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Ein Grenzwertsatz 

Von Herbert Forster in München 

Vorgelegt von Herrn O. Perron am 6. Juni 1952 
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Satz: 

Die Reihen 

OO OO 

(0 F{X) = Z /vO); G(x) = Z gv(x) 
v=0 v=0 

seien für 2: ^ x0 ^ o konvergent. Dabei sei 

(2) I. fXx) = avx
b + c'v(c > o) 

mit 

(3) 1 • > o ; 

(4) 2.  >   tur v > v0, lim = o; 
<2., — tfv+1 v->oo 

(5) 3. lim ——X+1 • = 1 für jedes feste X ^ o. 
H-»oo 

aix 

(6) H. gv(x) >0 für v > v0, lim = 00 für v = o, 1,2 ... 
\gv(x) I 

Ferner sei für jedes v ein TV vorhanden, (o 5^ TV ^ 1) derart, 

daß der Grenzwert 

TV I-TV 

(7) lim -- — K (unabhängig von V) 

gleichmäßig für alle * >-a:0 existiert. 

Dann ist auch 

lim F{x) _ js 
x^°° G(x) 

Dabei kann K auch 00 bedeuten. 

Bevor wir zum Beweis übergehen, sei ein Beispiel gebracht. 
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94 Herbert Forster 

Beispiel: 

Gegeben sei 

CO x2 v 

v! F(v 4- M + i) r(2v 4- « 4-1) ’ 

wobei n irgendeine konstante positive Zahl bedeutet. 

Es ist 

lim 
X->oo 

F{x) 
Vx-F' (x) 

gesucht. 

Im Anschluß an obige Bezeichnungen setzen wir: 

Ÿx ■ F' (x) = Z 

v! T(M + M + l) r(2v + n+ l) 

2X2* +3/2 

= /vO)> 

r'o v! T(v 4- n 4- 2) r(2v + n 4- 3) Zo 

Daß die beiden Reihen die Voraussetzungen unseres Satzes er- 

füllen, ist leicht zu bestätigen. 

Setzen wir nun T„ = —, so wird 
4 

/Ui /3n 
y v J v 

g-j 
lim = lim 

(v 4- « 4- 1) (2 v 4- « 4- 1) (2 v 4- « 4- 2) 

V-MX> 2 [(v -f-1) (v 4- n 4-1) (2 v 4" » + 1) (2 v 4- « 4- 2)]3/4 

Also ist nach unserem Satz: 

lim /W * . 
x->oo ]/x-F' (x) V 2 

Beweis: 

a) Aus (2) und (3) folgt 

(9) 
/v + lW 

hm - —— 
X->-oo Fl\X) 

= 00. 

b) Wegen (4) gibt es für jedes große x (x ^>x0) einen und nur 

einen Wert M(x), so daß 

aM (je) 1 ^ aM(x)+1 

aM(.x)-i ~ Xe aM(X) 
(10) 

ist. 
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Dann ist für \x. 4 M(x) 

a\L+ 1 
<- ; also /„+1 = a = n. . . • ^!>+c(|i+D 

H+l < 

für p. < M(x) ist 

~r~ ^ jc ;also 4+1 O) = %+i • 4+c(ii+1) 4 

M(x) hat also die Eigenschaft, daß für v > ■ 

,J+C‘" =4W; 

■xb+c»=f^x). 

40) ^/,+iW 4 • ’ ’ 4 /MM-IW 4 f\Ux)(x) und 
(11) 

4/ (x) ( 4 5> 4/ (.tJ+lO) 5> 4/(x) -1-2(4 > • • • 

Aus (10) und (4) ersieht man, daß 

(12) lim M(x) ---- 00. 

c) Ist s eine beliebige kleine positive Zahl, so wählen wir die 

ganze Zahl X so, daß 

ist. Zu X wird ein 8 >0 so bestimmt, daß 

(14) (1 — S)x > I 

wird. Nach (5) können wir dann (j.0 so bestimmen, daß für p-i>(Xo 

1 — 8 < 
Z|i+x+i _ 

^ß+X a\i 
< 1, 

also 

7
|x+X + l 

/n+x 
1 > (1 - S) a[i—1 

ist. 

Wegen (4) ist dann für o ^ er 4 X und 4 > ;x0 

(15) (1 — $) ^ < ^+a+1
 <-a^. 

a\L—1 a\L-1-0 a\l—1 

Wählen wir nun noch x0 so groß, daß M(x) > jx0 ist für AT ^>X0) 
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Herbert Forster 96 

dann, gilt für x ^>x0 auch, wenn für M{x) kürzer M geschrieben 

wird, 

b+c • M fu(x) au ■ xb+c ' 
F{x) 

aMx' c M 1 

y ayx
b+c 

v=0 

xc (M+v) y aM+v , 
+v 

v=0 v=0 aM 

1 

(16) 2 fn aM+o+1 *c) 1 + ^ (ix - s) —• *c)v 

v = l \o=0 ßAf+o / c=l \ aM—1 / 

< 
1 + 2 (1 — 8)v 

V=1 

1 2 
< r < v <e; 

1 + X(i — 8)x ! _|_ A ' X 

also 

(16 a) 
, • fu (x) ix) lim - = o. 

X~>GO P (X) 

d) Nach (7) wählen wir nun N >> v0 so groß, daß für x 

und v >7V 

(17) 
/Tv • /1rfv 

— K <, 

ist; dann bestimmen wir E, ^>x0 so, daß für 2: 2> £ 

(18) 

1. 

2. 

• JV+l 
2 /v « 

V = 1  

F(x) 

N+l 

2 ftW 
V = 1 

GW 

/M(S) (*) 

F{x) 

< E (nach (9)), 

< £ (nach (6)), 

< E (nach (16 a)) 

4. 7l/(2r) >7V (nach (12)) ist. 

Bezeichnen wir 

F{x)— 2 /,W —/M(X)(
x) mit r/,W. 

V = 1 
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so ist für X'^L'L, nach (18) 

(19) ZVvO) > F{x) ■ (l — 2e). 

(17) und (11) ergeben dann für x 

(20) 

m < TÜ-« r/, 

(M (x)—1 00 v 

Z &(*)■&?*(*) + 21 r'-^)7,VW 
v = iV + l Af(x)+1 v / 

00
 I 

< -rzhr Z (e + (*) < T_ ^ (e + ■ C(*) • 
v=N+1 

77/^) 
Wenn K = o, bedeutet dies, daß lim — o ist. 

x—> 00 Cz(.ar) 

Für K >0 erhalten wir fürar ^ \ aus (i8), (17), (11) und (16a) 

(21) 
M (x) 00 \ 

X /,(*) + X /.(*)) JT(,) > fW+/»BW > 1 

1 + e 1 + £ 
tv=iV+l v=M (x) 

> 
/ M (oc) 00 \ 

T+ £ 2
1
 /V

1_TV
-

1
W-/V

T
IT

1
W+ Z /V

TV
W-/V+I

TV
W) 

^ \v=iV + l v=M(*) / 

Also 

A"" °° 

+
 v=JV+l 

+ £ 

1 — e 
1 + £ 

(K-z)< 
F(x) ^ (g + (1 + s) 
G (x) 1 — 2 E 

für * > \. 

Dies bedeutet aber, daß 

lim F(x) jr 
“->0° G(jr) 

e) Wenn K = co ist, so hat man nur in (21) statt K — e eine 

beliebig große Zahl ZT einzusetzen und erhält schließlich 

also 

F(x) -- 1 —s . 
G(x) ^ 1 + E ’ 

lim F(x) 
x-*°° G{x) 

----- CO . 

r 
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