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Ein Grenzwertsatz
Von Herbert Forster in Miinchen

Vorgelegt von Herrn O. Perron am 6. Juni 1952

Satz:
Die Reihen

(1) H@=§ﬂ@;ﬂ@=§&@

seien fiir x = xy =2 0 konvergent. Dabei sei

(2) I f(x) =a,2°7"(c> o)
mit
(3) 1.a,>0;

a,.y ay.g . . ay 11

— > - — S .

4) 2 " = n fir v > v, \}ir?o . 0;
(5) 3. lim Swirr %l fiir jedes feste A 0.

w—>co au+)\ (Zu_

lgv1 ()]

6) II. g,(x) >o fur v >v,, lLr?o @] =oofirv=o0,1,2...

Ferner sei fiir jedes v ein 7, vorhanden, (o < 7, < 1) derart,
dalB3 der Grenzwert

h p—

) lim 223 Hn (@)

V=500 &y (¥)

= K (unabhingig von x)

gleichmaBig fur alle x > x, existiert.
Dann ist auch
lim £ _
(®) % o =K
Dabei kann X auch oo bedeuten.

Bevor wir zum Beweis tibergehen, sei ein Beispiel gebracht.
Miinchen Ak. Sb. 1952



o4 Herbert Forster
Beispiel:
Gegeben sei
o 22y
FE =2 e tary Teviaty’

wobei # irgendeine konstante positive Zahl bedeutet.
Es ist

lim 2%
xco V- F'(x)

gesucht.
Im AnschluB an obige Bezeichnungen setzen wir:

22y
TG FaFn Tavkatn —7 &)

0 2x2v+3/2 o

Vi F'(x) = é; VTt rnilevints) 2 &,(%)-

v=0

DaB die beiden Reihen die Voraussetzungen unseres Satzes er-
fiillen, ist leicht zu bestitigen.

Setzen wir nun t, = ; , so wird
lim W 13/; lim (v+nt1) (2v4rn+1) (2v+n+2) 1
v>o0 s T e 2[v ) (b a1 (evtat) (v bat )P Ty,

Also ist nach unserem Satz:

lim - Fx)
x> 00 l/x f’(x 1/2
Beweis:

a) Aus (2) und (3) folgt

. S (@)
© e =

b) Wegen (4) gibt es fiir jedes grofle x (x >>x;) einen und nur
einen Wert 4/ (x), so dal3

aM(x) 1 aM (x)+1
10 > > -
(10) aM(x) TR QM (x)
ist.
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Dann ist fur u > M (x)

ay 1 1 . SRR S )] btec-w .
- < ot also f, .y =@, 2"t < a,x = £, (x);

fur p << M(x) ist

ay i1 L _ b
. J:T— > o alsofu(x) =a,, % el e e P )
;

M (x) hat also die Eigenschaft, daf} fiir v > v,

f(x) = v+1(x) £--- £ fM(x)—l (x) < fﬂ[(x)(x) und
11

(
S (x)(x) > f\[(x)+1(,x) > fM(x)+2(.x) P>
Aus (10) und (4) ersieht man, daf3

(12) lim M(x) = o0.

X—=> 00

c) Ist ¢ eine beliebige kleine positive Zahl, so wihlen wir die
ganze Zahl i so, daf

(13) ;\ =

ist. Zu » wird ein 8 >0 so bestimmt, daf
. 3 1
(14) (it

wird. Nach (5) kénnen wir dann y, so bestimmen, daB fiir u >y,

_ Ap4a+1 ay—1
12 e L S oy
@42 ay
also
a 41 a
il (1—38) —*
Ay 4) ay—1
ist.

Wegen (4) ist dann fur o < 6 < Aund p >y

(13) @ Dlns el F o ae

@y—1 Ay to T dy—1

Wihlen wir nun noch x, so grof3, daB M (x) >, ist fir x > x,,
Miinchen Ak. Sb. 1952 7



06 Herbert Forster

dann gilt fiir x > x, auch, wenn fiir M (x) kiirzer M geschrieben
wird,

Su () _ ay- 2bte M ay M . 1
= oo BER A = T 4.
£(z) Z a, Zb+eey 2 a1y 2C (M +v) ‘_T'_QMi . €V
v=0 v=0 v=0 &M
= r [y 11 = ) : v
- a - a
(16) 1+ Z(H AMtotl .o L+ 2((1_8)J_.xc
v=1 \6=0 fM+q c=1 aM—1
1 1 1 2
< < — ¢y
= ~ 1 + )\(1 - 8)1 < X + % < A ~ %

A

14 D=8y
v=1

also

. M () (%) _
o) L e

d) Nach (7) wihlen wir nun NV > v, so groB, daB fir x >z,
und v 2 NV

Ty o« 1Ty
(17) l RS —-K' e
v
ist; dann bestimmen wir & >x, so,daB fir x > £
* N+1
é;fv(x)
1. t}’W < e (nach (9)),
N+1
2 &)
(18) 2% _G—(x)_— < e (nach (6)),
3. i%gﬁ < ¢ (nach (16a))

4.  M(x) >N (nach (12)) ist.

Bezeichnen wir

N
Fx) — gfv(x)—fmx)(x) mit 2" £, (%),
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so ist fiir x > £ nach (18)

(19) 2" f(@) > F(x) - (1 — z2¢).
(17) und (11) ergeben dann fiir x = §
(20)
Fa) < -2/,
M (x)—1
st 2 p@ pmms 3 e )
<t _2’ (e 4+ K)gy (%) < 775 (e + K) - G(a).
Wenn K = o, bedeutet dies, dal3 olcl_)rg —G—Ei— = 0 ist.

Fiir £ > o erhalten wir fiir x > £ aus (18), (17), (11) und (16a)
(21)

F(x o (% M)
R A DR e
v=N+ v=M (x)

M (x)
> (3 am e+ £ s

=N+1 v=M (x)
K—ce 1—e¢
= 1+e v=§+1 £(%)> 14e (K —e) G(x).
Also
1—e F(x) e+ XK) (1 +¢ .
T OIS e s T iR

Dies bedeutet aber, dal3

lim £ _
x1—>n;> “G(x) =K.

e) Wenn K = co ist, so hat man nur in (21) statt K — ¢ eine
beliebig groBe Zahl Z einzusetzen und erhilt schlieBlich

F(x) 1—¢ |
G(x) >Z 1+¢’
also
lim £(x) _
x>0 G (x)

7*
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