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Ein Mittelwertsatz der ebenen Elastizititstheorie
Von Ludwig Foppl, Miinchen

Vorgelegt am 7. November 1952

Wir wollen einen ebenen Spannungszustand voraussetzen, bei
dem eine Scheibe von iiberall gleicher Stirke durch Randkrifte
beansprucht wird. Im Innern der Scheibe sollen keine Einzel-
krifte angreifen, sondern héchstens kontinuierlich verteilte. Fer-
ner sei vorausgesetzt, da die Scheibe zunichst einfach zusam-
menhingend sein soll, d. h. kein Loch besitze.

Bekanntlich gilt iiberall bei elastischer Beanspruchung der
Scheibe, daf3 die Spannungssumme eine harmonische Ortsfunk-
tion ist. Sie sei mit

(cx S Gy)o = Q(x; }’) (1)

bezeichnet. Der Index o an der Spannungssumme g, + g, soll
andeuten, dafB sich die Spannungen auf die urspriinglich gege-
bene ungelochte Scheibe beziehen. Der Mittelwert der Span-
nungssumme flr einen geschlossenen ganz innerhalb der Scheibe

verlaufenden Integrationsweg ist:

$oxp)ds §
T4 g- (2)

Als Integrationsweg nehmen wir dabei eine Kontur, die nach-
triglich die Begrenzung eines Loches werden soll, das wir in die
Scheibe einschneiden wollen. Dabei soll vorausgesetzt werden,
daB die Abstinde des Loches vom Rand der Scheibe grof3 sind
gegeniiber den Abmessungen des Loches.

Nachdem wir das Loch in die Scheibe eingeschnitten haben,
ohne die duBeren Krifte geindert zu haben, hat sich der Span-
nungszustand der Scheibe gegeniiber dem urspriinglichen gedn-
dert und demnach auch die Spannungssumme, die wir jetzt durch
den Index 1 bezeichnen wollen. Wenn die infolge des Loches her-

vorgerufene Anderung der urspriinglichen Spannungssumme
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(6 +0,) durch die Stérungsfunktion ¢ (x, ¥) gekennzeichnet
wird, so gilt die Gleichung

oy + o= (ot o) tTolxy=q9(xy)+elxy). @G

Da auch (o, + 0,), eine harmonische Funktion ist, gilt dies auch
fir die Stérungsfunktion ¢ (x, %), d. h.:

o Fo _
azr T o = O (4)

Nach dem St. Venantschen Prinzip nimmt die Stérung des ur-
spriinglichen Spannungszustandes, die durch das Loch hervor-
gerufen wird, mit dem Abstand vom Loch stark ab, so daB} sie
Uiberall an der dufleren Begrenzung der Scheibe, die nach Vor-
aussetzung weit entfernt sein soll, verschwunden ist. Infolge-
dessen ist fiir einen geschlossenen Integrationsweg, der nahe der
duBeren Begrenzung der Scheibe verlduft:

4;(9(.’[,_'}/)[{5:0. (5/

Der Integrationsweg 148t sich aber auf den Lochrand zusammen-
ziehen, ohne daB sich der Wert des Integrals dndern wiirde, da
o{x, ¥) in der ganzen Scheibe auBlerhalb des Loches keine Singu-
laritdt besitzt und Gl. (4) geniigt.

Wir bilden nun das Integral von (s, + ¢,), Giber den Lochrand
als Integrationsweg, wobei

(O'x + Gy)l = Gy (6/

gesetzt werden kann, wenn ¢, die Tangentialspannung am Loch-
rand bedeuten soll. Damit folgt aus Gl. (3) unter Beriicksichti-
gung von Gl. (5):

$ods = ¢qgds, (7
Lochrand Lochkontur

wobei sich ¢ (x, ) auf die ungelochte Scheibe bezieht. Wenn man
beide Seiten dieser Gleichung mit der Linge des Lochumfanges

dividiert, erhilt man
6, =4y 8)
d. h.: Der Mittelwert der Tangentialspannungen g
lings des Lochrandes stimmt mit dem Mittelwert der
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Spannungssumme ¢ ldngs desselben Weges in der un-
gestorten lochfreien Scheibe tiberein. Voraussetzung ist,
da3 ¢ (#, ») keine Singularitidt auBerhalb des Loches besitzt.

Fir den oft vorkommenden Fall, daf3 der urspriingliche Span-
nungszustand homogen ist, z. B. ein ausgedehntes Blech, das
nach einer Richtung gleichmifBig mit ¢; und senkrecht dazu
gleichmiBig mit ¢, auf Zug oder Druck beansprucht wird, so daf3
g = ¢+ ¢» in der ganzen Scheibe konstant ist, stimmt g in
Gl. (8) mit dem gegebenen ¢ {iberein.

Als Anwendung des Mittelwertsatzes auf ein bekanntes Bei-
spiel einer Kerbwirkung durch ein Loch sei der Fall eines aus-
gedehnten, nur auf Zug von der Stirke ¢ in einer Richtung be-
anspruchten ebenen Bleches mit einem kreisférmigen Loch an-
genommen. Am Lochrand ist die Tangentialspannung o; be-
kanntlich

g, = ¢(1—2 cos 20), (9)

wenn o den Winkel bedeutet, den der zu ¢, gehorige Radius des
Kreises mit der Zugrichtung von ¢ einschlief3t.

Fiir « = o wird nach Gl. (9) 6, = —¢ und fur o« = : wird

5, = 3¢. Nimmt man den Mittelwert von o, fiir den ganzen
Kreis, so folgt aus Gl. (g)

5 =g, (10}

wie es der Mittelwertsatz verlangt. Eine entsprechende Rechnung
128t sich auch fir den Fall eines elliptischen Loches anstellen.
Bei anders geformten Lochern, fur die bisher noch keine exakte
theoretische Lésung gefunden ist, 146t sich die Giiltigkeit des
Mittelwertsatzes experimentell recht einfach mit Hilfe der Span-
nungsoptik nachweisen, da die 6,-Spannungsverteilung lings des
lastfreien Lochrandes unmittelbar aus den Ordnungen der Iso-
chromaten, die in den Rand einmiinden, entnommen werden
kann. Auf diese Anwendung des Mittelwertsatzes soll an anderer
Stelle eingegangen werden.
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