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Herleitung von Dimensionsformeln
der projektiven Geometrie aus eingeschrinkten
Verkniipfungsaxiomen

Von Hanfried Lenz in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Frank Lobell am 5. Juni 1953

Einleitung

Die Verkniipfungssitze der gewohnlichen projektiven Geo-
metrie des z-dimensionalen Raumes lassen sich zusammenfassen
in den einen Satz: Zwischen den Dimensionszahlen zweier Unter-
raume W, B; thres Durchschnitts © = UND und ihres Verbin-
dungsraumes B (d. h. des Durchschnitts aller % und ¥ enthalten-
den Unterriume) besteht die Beziehung!-?

(D) dim ¥ + dim B = dim ® + dim 9.

Dabei ist einem Punkt die Dimension o, der leeren Menge die
Dimension — 1 zuzuordnen.

Formel (D) gilt auch fiir projektive Rdume unendlicher Di-
mension®4, ist jedoch in diesem Fall durch weitere Formeln zu
ergidnzen. Zweck dieser Note ist es, zu zeigen, daB3 bei geeigneten
Definitionen zur Herleitung der Dimensionsformeln der projek-
tiven Geometrie die folgenden - zur Einfiihrung von Koordinaten
nicht ausreichenden — Axiome geniigen:

Axiom I: Zu je zwei verschiedenen Punkten A, B gibt es genau
eine Gerade, die mit ihnen inzidiert. Sie sei mit AB bezeichnet.

! H. Grassmann, Die Ausdehnungslehre S. 12ff., 1. Aufl., Berlin 1862,

*B. L.v.d. Waerden, Einfiihrung in die algebraische Geometrie S. 7.
Berlin 1939.

3 N. Bourbaki, Eléments de mathématique I1/2, Algébre linéaire, Paris
1047.

*R. Baer, Linear Algebra and projective geometry S. 17-18. New York
1952,
Miinchen Ak. Sb. 1953
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Axtom I1: Sind die Punkic A, B, C, D verschieden und gibt
es ecinen Punkt, dev mit den beiden Gevaden AB und CD inzidiert,
s0 gibt es auch einen Punkt, der mit den beiden Geraden AC und
BD inzidiert.

Es wird also nicht vorausgesetzt, dal3 eine Gerade mehr als
zwel Punkte enthalten muisse. Daher braucht auch im Raum der
Desarguessche Satz nicht zu gelten. Um triviale Fille auszu-
schlielen, fordern wir jedoch:

Axiom 111 Jede Gerade inzidiert mit mindestens zwei Punkien.

§ 1. Graphische Abhiingigkeit und Basissatz

Der Einfachheit halber identifizieren wir von jetzt an jede Ge-
rade mit der Menge der mit ihr inzidierenden Punkte und be-
zeichnen daher auch die Inzidenz durch das mengentheoretische
Symbol &.

Definition 1 Eine Punktmenge heil3t Unterraunm, wenn sie mit
je zwei Punkten deren Verbindungsgerade enthilt. Daraus folgt
unmittelbar

Hilfssatz 1 Der Durchschnitt belicbig vieler Unterriume ist ein
Unterraumt. -

Definition 2. Sind A, B, . . ., K beliebige Punktmengen, so wird
der Durchschnits aller ihre Vereinigungsmenge enthaltenden
Unterrdume mit ¥ ... § bezeichnet und die //7i//e der gegebenen
Punktmengen genannt. Diese Bezeichnung ist offenbar im Ein-

klang mit der Bezeichnung 4 B des Axioms I.

Hilfssatz 2 = W sei ein Unterraum und Y 6= W ein Punkt. Dann
besteht die Hiille P von P und W aus allen und nur den Punkion,
die auf W schneidenden Geraden durch P liegen.

Beweis: Es gentigt, zu zeigen, dal die Menge aller Punkte Q
auf von P ausgchenden und Ul schneidenden Geraden ein Unter-
raum ist. Es sei also U, €W, U,E U, A, & PU,, A, & PUs,
A = A As. Zu beweisen ist, daf3 die Gerade PA den Unterraum U
schneidet. Im Fall 4, =U;, 4, = U, ist das trivial; ebenso,
falls einer der Punkte A4;, A, mit P zusammenfillt. Im Fall
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A, == Uy, Ay = U, schneiden sich die Geraden PU, und AU,
(namlich in 4,), also nach Axiom II auch die Geraden /4 und
U, Us, w.z.b.w. Im Fall 4, == Uy, A, == U, schneiden sich nach
Axiom II die Geraden A1 4; und U, U; in einem Punkt V. Die
Geraden VA und P U, schneiden sich in A,; daher schneiden sich
nach Axiom II auch die Geraden PA und VU, S U, w. z. b. w.

Definition 3: Ein Punkt P heille von der Punktmenge 0 siber
der Punktmenge Q graphisch abhingig, wenn P & PQ ist. Falls
9 leer ist, heillt 2 einfach vorz P abhingig.

~~

Hilfssatz 3 Ist der Punkt P von der Punktmenge 9 Gber der
Punktmenge 9 (graphisch) abhédngig, so ist 2 von einer end/ic/en
Teilmenge ¥, & D tber einer endlichen Teilmenge Qy & Q ab-
hiangig.

Beweis: Die Vereinigungsmenge B aller Unterrdume P Q,,
wobei ¥, Q, endlicke Teilmengen von P bzw. Q sind, um-
faBt erstens P U Q und ist zweitens ein Unterraum, denn aus

A, EVR,, 4, EV.Q,, 4 € A A4; folgt

A4E9,9, 9.2, = T,3,0,%, = 3,07, & U, S 8.

Hilfssatz 4: Der Begriff der graphischen Abhingigkeit eines
Punktes 2 von einer Punktmenge 9 iiber einer (ein fiir allemal
festgehaltenen) Punktmenge Q erfiillt die Giblichen drei Aé/idn-
gighkeitspostulate 3

I.Ist P&, so ist £ von P abhingig.

IL. Ist 2 von QU % abhingig, aber nicht von 9P, so ist @ von
U abhingig (nach Hilfssatz 2).

II. Ist 2 von P abhingig und ist jeder Punkt aus % von 9’ ab-
hiingig, so ist /2 von 9’ abhingig.

Diese Abhingigkeitspostulate reichen bekanntlich (wie bei der

lincaren und algebraischen Abhingigkeit) zum Beweis eines Ba-
sissatzes hin,

® B.L.v.d. Waerden: Moderne Algebra I, S. 111 und 210; 3. Aufl.;
Berlin 1950,

® (. Pickert: Einfiihrung in die hohere Algebra, S. 65; Gottingen 1951.
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Definition 4 Eine Punktmenge 9 hei3t eine (graphische) Ba-
sis des Unterraumes U, wenn erstens P = Ul ist und zweitens fiir
keine echte Untermenge ¥, C P die Gleichheit P, = U gilt.

Definition 4a . Eine Punktmenge P heile eine Baszs des Unter-
raumes W ziber der Punktmenge Q, wenn erstens PQ = U ist und
wenn zweitens $oQ C U fur jede echte Untermenge P, C P ist.

Satz 1 (Basissatz) » Jeder graphische Rawum im Sinne der Ein-
leitung, der den Axiomen I bis [11 geniigt, hat eine Basis. All-
gemeiner: Sind V, W SV, Q beliebige Punktmengen, so enthdlt
etne Basis Vg von VR iiber Q, die ihrerseits eine Basis Yy & W von
AQ diber Q enthdlt. Alle derartigen Basen sind gleichmaéchtig.

Der Beweis verwendet die drei Abhingigkeitspostulate und
verlduft genau wie der entsprechende fur die Existenz der Tran-
szendenzbasis eines Koérpers (° § 63) und sei daher hier weggelas-
sen. Nur die letzte Aussage Giber die Gleichmichtigkeit aller Basen
sei fir unendliche Michtigkeiten hier noch bewiesen, da die mir
bekannten Beweise (* S.141f.,7-8) nicht ganz so einfach sind.

B, B’ seien zwel Basen der Michtigkeiten 6, b'. Jeder Punkt
aus B’ hiangt nach Hilfssatz 3 von endlich vielen Punkten aus
ab; ¥’ insgesamt also von einer Teilmenge B; = B, deren Mich-
tigkeit b, fiir endliches b’ selbst endlich und sonst héchstens gleich
b' - 8, = b’ ist. Andererseits ist B’ Basis, daher ¥, =9, b, = b
Fiir endliches b’ ist also auch b endlich und daher o =0 (* S. 14,
% S.111ff.). Fiir unendliches b ist b, = 6 < '. Ebenso folgt
b < b, also b’ = b, w. z. b. w.

Definition 5 Die um 1 verminderte Michtigkeit einer, d. h.
jeder, Basis eines Unterraumes U (iber der Punktmenge Q = Ul
heiBt seine Dimension (iber Q); in Zeichen dim U (bzw. ®dim ).

Die Dimensionen der leeren Menge, des Punktes, der Geraden
sind also — 1, 0, 1. Unterridume der Dimension 2 heiflen Zbewnesn.

Definition 6 Ist U ein Unterraum, so dal der ganze Raum
iiber U die Dimension d hat, so heillt d die Codzmension von U
(vgl. 3 S. 34 ff).

Unterraume der Codimension o heillen Hyperebenern.

7 E. Steinitz, Algebraische Theorie der Kérper, Journ. f. Math. 1910; als
Buch: Leipzig 1930; insbes. § 23 sowie Erliuterung 126.
8 0. Haupt, Einfithrung in die Algebra 11, Leipzig 1929; Kap. 23, 6.
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§ 2. Die Dimensionsformeln

Hilfssatz 5: & sei ein Unterraum der endlichen Dimension
% >0 tber dem Unterraum Q S &. & sei eine Hyperebene, die
Q,—aber nicht & enthilt. Dann hat & 1§ die Dimension £ —1
uber Q.

Beweis: Es sei 4, Ay, . . ., A4, cine Basis von & tber Q und
A, €= . Die £ Punkte B; =4y 4N (z =1, 2, ..., &) existie-
ren nach Hilfssatz 2. Denn jede Gerade hat danach mit jeder
Hyperebene mindestens einen Punkt gemein.

% sei die von den Punkten B; gebildete Menge. (Sie ist leer im
Fall £ =o0). Dann ist

PQSRENH C & =224,-
Nach dem Basissatz ist
2dimBY +1 = 2dim B4, = =dim & =4, also
E—1 ="dim ¥R < Adim &N H <4 w.z b w.

Satz 2: W, B, Q seten Unterriume mit QL S YNDB. Dann
gelten die Dimensionsformeln (n sei die Dimension des ganzen
Raumes)

(1) dim ¥ 4 codim ¥ + 1 = n;
(2) 2dim U & 2dim B — 2dim AN B + 2dim TDB;
(3) Udim UB — ¥0Bim B

(4) codim ¥ + codim B = codim A1 B 4 codim AD;

(5) Pdim % + codim ¥V = codim B + Bdim AN B.

Beweis: 1. Formel (1) folgt unmittelbar aus dem Basissatz.

2. Falls in (2) eine der Dimensionen a = 2dim %, b = 2dim B
unendlich ist, ist die Behauptung eine einfache Tatsache der
Mengenlehre, denn dann sind beide Seiten offenbar gleich
Max (a, b). aund b seien also jetzt endlich.

3. Wir bezeichnen die Dimensionen (iiber Q) von U, B, D ==
= AN B, B = UDB jetzt mit «, 4, 4, v. U hat eine Basis U, die
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eine Basis ©) von ® enthilt, ebenso hat B eine D, enthaltende
Basis (stets iiber Q) ¥;. Wegen ¥ = U, B2 folgt

v <a-+b—d Zuzeigenistalsonochv Za +b—d.

4. Die Behauptung ist offenbar richtig fiir o = -1 (d. h.
A =B = Q) und fiir v == 0. Sie sei bewiesen fur v < 7 und es sei
nun 2 ==z + 1. Wir diirfen ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit annehmen, B sei der ganze Raum, da in jedem Unterraum
die Geradenaxiome I, TI, IIT gelten. Im Fall f = B =D =D
ist die Behauptung trivial. Andernfalls gibt es eine Hyperebene
$H, die A oder B, etwa B, enthilt. A ist der ganze Raum,
also ACZ H.

Wir setzen

UW=UN OB =BNH=B;D =W B =D; 8 =AY,

Nach Hilfssatz 5 ist 2dim %' = 2 — 1; °dim ¥ = 4; ®dim D =
= 4. Ferner sei 2dim 8’ = ¢/. B’ liegt in H, B 2 B’ nicht; daher
ist v > 2'; wegen der Induktionsvoraussetzung wird also

v>0v =a—1+b—doderv Za+ b—d, w.z. b.w.
5. Um die Dimensionsformel (3) zu beweisen, bendtigen wir

Hilfssatz 6. Sind %, B Unterrdume und %, B, Basen von U
und B ziber ihremn Durchschnitr D, so ist Uy 1) B, eine Basis von
AB tber D.

Beweis des Hilfssatzes: Der Einfachheit halber definieren wir:

Eine Punktmenge ¥ heil3e iibder einer Punktinenge Q in sick ab-
hingig, wenn ein Punkt P & P existiert, der von der Komple-
mentirmenge P — P tiber Q abhingig ist; andernfalls in sich
unabhingly iber Q. Zu zeigen ist also, dall Uy U By D = AB
ist, was klar ist; und dall 2%, U 9, in sich unabhingig iiber ©
ist.

Wir nehmen an, diese Behauptung sei falsch. Dann gibt es nach
Hilfssatz 3 endliche Teilmengen U, © Uy, B, & B,, so dal
U, U B, Uber D insich abhingig ist. Die Machtigkeit von 2%, 1,
ist also groBer als die einer Basis von U, B, D {iber ©; d. h. es wird

Cdim WD + 1) + (Odim B, D + 1) > 2dim U, B, D + 1.
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Das widerspricht aber der bereits bewiesenen Dimensionsformel
(2), die wegen
2CTLOINTDSUN B =D und ®dimD =—1
in unserem Fall
2im U D + 2dim B, D = 2dim U; B, D —1
lautet. Wir fahren nun im Beweis der Formel (3) fort.

6. Mit den Bezeichnungen des soeben gefithrten Beweises ist
A, By Basis von AV tiber D; also ist B, Basis einerseits von UB
iiber D = ¥, andererseits von B iiber D, woraus (3) folgt.

7. X sei der ganze Raum. Nach (2) ist
2dim B + 2dim ¥ = °dim AB — 1,
also nach (3)
Udim AD 4 Ddim UB — 2dim UB -+ Fdim AD,
und daher auch
¥dim R <+ 2dim ® = ®dim R + T¥dim K.

Das ist nichts anderes als Formel (4).

8. Aus dem Basissatz folgt, wenn wieder Q € D = A (] D ist:
Rdim % + 1 = Bdim ¥ + 1) + (Rdim D + 1);
nach (3) also
2dim ¥ + TPdim UB = 2dim UD + Bdim D,
und daher auch
Bdim ¥ + *dim % = ®dim ® + 2dim D.

Das ist Formel (5) und damit ist alles bewiesen. Im Fall end-
licher Dimension folgt nach dem Beweis von (1) und (2) natiir-
lich alles weitere ganz elementar; im allgemeinen Fall muBte der
Weg des Textes beschritten werden, weil man beliebige Kardinal-
zahlen zwar addieren, aber nicht eindeutig subtrahieren kann.
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