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Mit 3 I'iguren

Die Tschaplyginsche Hodographenmethode zur Berechnung
von Unterschallstrémungen um Profile bei linearer Niherung der
Adiabate wurde von Busemann! zusammenfassend dargestellt.
Tsien? erweiterte das Verfahren. Neuerdings haben Christia-
nowitsch und Juriew,® Lin* und andere auch Strémungen mit
Zirkulation behandelt. Richter und der Verfasserd haben diese
Arbeiten zusammengefal3t und dabei besonders die notwendigen
Abbildungen untersucht. Wir wollen im folgenden die Methode
auf den Fall der quadratischen Naherung der Adiabate nach
Sauer® Ubertragen. Zuvor wird die Sauersche Adiabate expli-
zit angegeben und kurz diskutiert.” Als Beispiel wird die Stré-
mung mit Zirkulation um einen Kreishogen behandelt.
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Die Herren Professoren R. Sauer und H. Richter haben
diese Arbeit entscheidend geférdert, wofiir der Verfasser auch an
dieser Stelle ergebenst dankt.

§ 1. Voraussetzungen, Grundgleichungen

Wir beschrianken uns auf isentropische Stromungen eines Gases
ohne innere Reibung, so dal} seine Dichte p eine eindeutige Funk-
tion des Druckes p gemil} der Adiabatengleichung

p =70 (1.1)

ist. Weiter sei die Strémung stationir, eben und isoenergetisch,

damit auch wirbelfrei. Die Stromungsgeschwindigkeit w vom

Betrage w habe die Komponenten # und v in bezug auf die x-

bzw. y-Achse des rechtwinkligen Systems. & sei der Winkel der

Strémungsrichtung gegen die positive Richtung der x-Achse.
Aus den Grundgleichungen seien wie Gblich durch

do = udx + vdy

. (1.2)
dy — pl - (—vdx + udy)

das Geschwindigkeitspotential ¢ und die Stromfunktion ¢ de-
finiert.
Aus (1.2) ergibt sich die Molenbroek-Transformation

drx — — - (cos Sdo— * -sin«‘)d@)
w P
(1.3)
dy — — - (sin Ydo + 21 © Cos Sa.’gb)
oder komplex zusammengefal3t
dz = dx -+ idy - 'i-e"‘()(a’cp—l— F: a”) (1.4)

Diese Transformation bildet die (zo, §)-Ebene — die Hodographen-
ebene — auf die (x, ¥)-Ebene — die Strémungsebene — ab.

In (1.3) kénnen wir alle Gréflen als Funktionen von 7 und &
allein auffassen. Als Integrabilititsbedingungen ergeben sich
dann die Grundgleichungen der Hodographenmethode
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P 2y 1
Pw = — Pl..(l_ﬂ[);5¢»

. P
%*"p‘ WYy

wobei M die Machsche Zahl ist.

§2. Die Sauersche Adiabate

Die Tschaplyginsche Transformation des Geschwindigkeits-

betrages
. d
do—Vi1-—-ar- ﬁfu
fithrt das Systemn (1.5) {iber in
Yo L)y
(2.1)
vs = o)y,
mit w) = ppl Vi—ar

und der Integrabilititsbedingung

’“:J(a [9) >+— "’H}H} + L:J(-) ’ g ((”) = 0.

Dabei ist

f(w) = d(i [In€lw)] = * . (2.2)

Striche bedeuten Ableitungen nach o.
Mit Sauer® fithren wir eine ,reduzierte Stromfunktion‘
¥*(w, 9) ein vermoge
Yo, §) = N(w) - ¢* (0, 9)
und fordern

Ad* = o.



316 Werner Miiller

Aus dieser Forderung ergeben sich die Bedingungen

»n

N(w) = mit 7 = const

(8]

und
¢ (o) = ; (2.3)

Daraus folgt

? .
L) = — mit 7z == const.
Yz

Die Bedingung (2.3) definiert eine hypothetische Zustands-
gleichung, von der Sauer® gezeigt hat, dall sie eine beliebige
Adiabate in jedem Punkte quadratisch annihern kann. Die Glei-
chung dieser ,,Sauerschen Adiabaten'' erhalten wir durch Inte-
gration von (2.3) in Verbindung mit (2.2) zunichst in der Para-
meterdarstellung

172 Ae=®  Be® T ]2
e =1 — e .
Ae=® — Be® e
(O]
Ae=® — Be®

~
<
I

o
=

A und B sind Konstante. Elimination des Parameters o fithrt auf

Lot 50 b pmfe 45
¢ P s

t

als expliziter Gleichung der Sauerschen Adiabaten. 3 und p
sind linear Transformierte von p bzw. p. £ ist eine Konstante.
Zur quadratischen Niherung sind aus der Schar der Sauer-
schen Adiabaten nur diejenigen brauchbar, auf denen da/d w (o ist
die Schallgeschwindigkeit) auch negative Werte annimmt. Das
ist der Fall, wenn in (2.4) B > A > o ist. Flir diese Wahl der
Konstanten zeigen die Figuren 1 und 2 schematisch den Verlauf
der Sauerschen Adiabaten im (p, 1/p)- und im (7, @)-Diagramm.
Wir bemerken vor allem, dal} diec Sauersche Adiabate einen
o enthilt, fiir den M = o und a = oo ist.

Punkt w = w,,;,
hat M keine reellen Werte. Die quadratische

-
Fiiro < w W,in
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p pa

4 Win
reale Adiabate (p.p~ 14 = const)
o wmm m== Saucrsche Adiabate

------------- Jineare Niaherung

ig. 1 Fig. 2

Niherung versagt hier. Fiir groe Unterschallgeschwindigkeiten
zeigt die quadratisch approximierende Adiabate das gleiche Ver-
halten, das von der linearen Adiabate wohlbekannt ist. Im beson-
deren ist der kritische Punkt der Niherung nicht zuginglich.
Daraus folgt:
Die hypothetische Adiabate nach Sauer erlaubt es, reale Adia-
baten in einem beschrinkten Bereich quadratisch anzunéhern,
der nicht die Punkte 47 == o und # = 1 enthilt. Die Adiabate
kann daher allein fir solche Unterschallstrémungen verwendet
werden, bei denen die Stromungsgeschwindigkeit nur be-
schriinkt variiert, im besonderen aber nirgends verschwindet.
Der Verfasser” hat nach Sauer® und Péres®? weitere fiinf
quadratisch approximierende Adiabaten angegeben und unter-
sucht. Alle sechs Adiabaten zeigen prinzipiell das gleiche Ver-
halten.

8 J.Péres, Quelquestransformations des équations du mouvement d’un fluide
compressible. Compt. rend, hebd. Ac. Sc. Paris, Tome 219 (1944), p. 501-04.
% J. Péres, Sur Vintégration des équations qui régissent le mouvement d’un
fluide compressible. Proc. 7th int. Cong. Appl. Mech., Vol. 2 (1948) p. 382-87.
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§ 3. Umformung der Grundgleichungen

Ziel der weiteren Untersuchung ist es, die Differentialgleichung
(1.4) unter der Voraussetzung zu integrieren, daf3 das Gas der
Sauerschen Adiabaten gehorcht. Das System (2.1) geht dann

tiber in
[SREN
- W )
Po m T ‘
- (3.1)
SR
= U
9 w7

Der Stromfunktion ¢ der kompressiblen Stromung ordneten wir
in § 2 die Stromfunktion J* einer inkompressiblen Stromung zu
vermoge

T . Ax \
= ¥ mit AY¥ = o. (3.2)
Wir flihren nun die folgende analytische Funktion cin:

H@) = o* + iy

(3-3)
. = 1 T ; 9 A . :
mit O =—e" P = wo =7 .ist.
[ Vs

(Konjugiert komplexe Werte werden durch Uberstreichen ge-
kennzeichnet.)

Aus (3.1), (3.2) und den Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen fiir /7 kommt

i do = wdo* — L*dd)

n

2
(O
n

dy = odi* —{*do.

Diese Ausdriicke setzen wir in (1. 4) cin und gewinnen mit (2. 4)
die Gleichung

7 ds = AT [Jo* 4 id ¥} — Beo T do* — id{*)

7
+ Zdl ('1) {A g lo=ih) _ p,ol H)} ’JJ*

Wir setzen

m 1
: =

7 ]/24 I
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und erhalten mit (3. 3)

dH T H—H 1
i = —0di—d |5t (o= 5)] | oo

Damit haben wir die z-Ebene, d. h. die Strémungsebene der
kompressiblen Strémung, auf die Q-Ebene der transformierten
Stromungsgeschwindigkeit abgebildet. Analog dem inkompres-
siblen Fall wird in dieser — allerdings jetzt transformierten — Ho-
dographenebene die Strémung durch eine analytische Funktion
heschrieben. Die Umkehrabbildung (3. 4) ist aber nicht mehr ana-
lytisch, sondern unterscheidet sich von der analogen Formel des
inkompressiblen Falles durch den zweiten und dritten Summan-
den in (3.4). Der letztere fillt im Falle der linearen Niherung
weg. In (3.4) reprisentiert also jedes Glied der rechten Seite einen
bestimmten Grad der Niaherung.

§ 4. Die Eigenschaften der Funktion H (£2)

Um Aussagen iiber die Funktion Z(Q) zu gewinnen, unter-
suchen wir die Abbildung (3.4) genauer. Dabei legen wir die fol-
genden Annahmen iiber die Strémung zugrunde:

1. Es handle sich um eine Strémung in einem einfach zusammen-
hingenden Gebiet, z. B. im Auflengebiet 7 eines Profils R in
der Strémungsebene z = x 4 y.

2. Die Geschwindigkeit w der Stromung sei in 7 mit Einschluf3
des Randes R beschrinkt und gréer Null; denn nur auf solche
Strémungen 14Bt sich die quadratische Niherung nach
Sauer anwenden. Die Stromung mul3 daher in 7 mit Ein-
schiuB von R singularititenfrei und frei von Staupunkten sein.
Die Stromfunktion § der Strémung ist dann in 7" eindeutig.

3. Im Punkte z = co sei w positiv reell:

W, 00 = Weo > Wpyip > O.
D. h. die Richtung der ungestérten Parallelstromung soll mit
der Richtung der positiven x-Achse tibereinstimmen.

Das Gebiet 77 haben wir nach Molenbroek eindeutig und
stetig auf das w-Gebiet B und dieses durch radiale Verzerrung
Minchen Ak, Sb. 1953 22
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weiter auf das Q-Gebiet B, abgebildet. & und B, liegen gang
im Endlichen. B, wird durch (3.4) eindeutig und stetig auf 7
zurlick abgebildet. Also ist 5; topologisches Bild von 7" und wie
dieses einfach zusammenhingend mit Rand. Es kann jedoch ver-
zweigt und mehrfach tiberdeckt sein. Mit S bezeichnen wir den-
jenigen Punkt von By, der # = co entspricht. .S hat die Koordinate
Q. = 1o > 0. Wegen der méglichen mehrfachen Uber-
deckung kann A, noch weitere Punkte iiber 7, besitzen.

Uber 7 sind die Funktionen ¢, ¢, w, © und {* definiert. {*
ist eine eindeutige Funktion von o (w) und ¢ und wie diese ein-
deutig von g abhingig, aber nicht umkehrbar eindeutig. ¢* ist
endlich auBer bei z = oo.

¢* wurde auf 5, iiberpflanzt und wird dort der Imaginarteil
der analytischen Funktion & (£). Also hat A in B, emdeutlgen
endlichen Imaginirteil auBler an der Stelle Q.

d H hingt eindeutig von z und der Differentiationsrichtung ab,
so daB ZH|dQ bis auf Pole eindeutig analytisch auf B, ist. B
ist also ein Stiick der Riemannschen Fliche von &Z/d L.
Eine geschlossene Kurve um z = co geht in eine geschlossene
Kurve um €, iiber, so dal ZH/d Q) dort nur einen Windungs-
punkt beschriankter Ordnung besitzt. Daher hat Z in der Um-
gebung von Q, die Entwicklung

H = 6-1n (Q—1n,) 4+ algebraisch. (4.1)

b ist rein imagindr, da * = Im {//} eindeutig {iber B, ist.
Mit der Ortsuniformierenden

sei also in der Umgebung von Q_

b b b :
75 = n - i + + : + reguldre Glieder  (4.2)

mit _
b, +b_,=o. (4.3)

Die Summanden von (3.4) haben dann in der Umgebung von Q..
die folgenden Entwicklungen
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dg::[ _—:['C[_l'{l—cl—f‘czl:i:"'} %

o [ 8=m
l Cm

.6-(27]]: flr_:o - [:I“l . (1 _+ Cl) >

- —C_,—)’;’—_ill»- e e 11517 + regul. Glicdcr}dC

b_ S . .
X I t?”m Cu?l_l' 4+ —~C~—l< -+ regul. Glmdcr}a’{
>H—H O _1) N "
In(€- 2/ + 2ln¢g Q
- 2 0y { p—_ I: —m g — b_,, :I—mJ A e
4+ b, Inl—b_ In\_, -} regulire Glieder I

" \

)i o T,
RAOINS
wobet @y, = In (1 ¢y) st
Durch (3. 4) soll die 2,-Umgebung von € . die schlichte
Umgebung von £ == o auf die schlichte Umgcl)ung von z —= 00

eincindeutig abgebildet werden. Setzen wir die Entwicklungen
(4.4) in (3.4) ein und integrieren, so treten als Summanden mit
der niedrigsten Potenz von ¢ Glieder mit ™™ auf, so daB bei

2 = 00 cine (m— /)-blattrige Umgebung entstechen wiirde. Es
ist also 27 = / 4 1. Dann liefert (3. 4) die Abbildung

¢ 1 1"”']\3 l—rwo
Y 3:—E<1 = . ) —( 1) + = (’loo e —(Hl) +

2 W

+ InZ- Il(l + = 'fﬂn_) by — 386y, 1)] (4.5)

e l
—inZ. {('ﬁio + '1'5‘%0) B "”]

-+ beschrinkte Glieder,

wobei 8 =1 fiir / == 1 und & — o fiir / == 2 ist.

22%



322 Werner Miiller

Die Abbildung ist cineindeutig, wenn erstens
byt o

ist und wenn zweitens die Winkelabhiangigkeit bei den logarith-
mischen Gliedern verschwindet. Unter Beachtung von (4.3)
ergibt sich aus der letzteren Forderung

by (1 — %) — (b _i1y— Tiao b_q111y) = O.

Im Falle 8 = 1 ist demnach auch é_ ., rein imaginir, so dald wir
finden

L2
by - B £ , bhel [/=1. (4.6)

I — N

Im Falle 3 = o ist hingegen
b_;=o0, bei > 2. (4.7)

Zur Diskussion der Fille /=1 und / > 2 bilden wir in der
z-Ebene das Integral

3 = ‘f wdz

beim Umlauf um 2z = 0o, dessen Realteil unabhingig vom Inte-
grationsweg die Zirkulation I' angibt. Nach (2. 4) und (3. 3) ist

_ : In(ge) =
W= "= I’,ll C- —{l(i?.l) Q mit 7= Q|und In(ye) = .
A

Mit (3. 4) kommt daher

Pl — (O] f
Mgz dH— "
11, 1

n

‘o o H—H 1
~_‘_‘r‘—i!d,[/—1__',_‘2Sl627\ 56 (gl_?).)l
Wir integrieren unter Umkehrung des Umlaufungssinnes lings
eines Kreises um Q_ mit /-fachem Umlauf oder um ¢ == o mit
einfachem Umlauf. Fir einen gentigend kleinen Kreis um { =0
diirfen wir mit beliebiger Genauigkeit setzen

N = Ny O = O

Unter Verwendung der Entwicklungen (4. 1), (4. 2) und (4. 4)
liefert die Integration
1 . »”i

"= Im {00l b_; + -9, b_,}.

2% i
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Im Falle 8 = o ist wegen (4.7) I' = o. Bei Stréomungen mit Zir-
kulation kann daher /> 2 nicht vorkommen. In diesem Falle
mul} vielmehr / = 1 sein. Mit Hilfe von (4. 6) und (z. 4) folgt

aber auch umgekehrt aus / = 1 mit § = 1

5
1 777 1 o 1

- . e — 0 by | — 2 s

22 Y . 1 /;00 oo
(4.8)

1 m N * Boo

- N=— 222 5
27i 7 Vi—

und damit wegen b_, )= b_5 4= 0 cine stets von Null ver-
schiedene Zirkulation. Es gehort daher I' = o stets zu / > 2,
d. h. By ist bei S mehrblittrig. Dagegen ist I' <= o durch die
Schlichtheit von A; in S charakterisiert.

§ 5. Zuordnung einer inkompressiblen Strémung zu der

gegebenen kompressiblen Stromung

Wir erinnern uns an die wohlbekannten Verhiltnisse bei einer
inkompressiblen  Stromung  in einer Z-Ebene mit Potential
£(Z). Hier gilt fir die Stromungsgeschwindigkeit 92

a._d/"

B =
Die Z-Ebene wird also auf die %-Ebene konform abgebildet,
wobei das einfach zusammenhingende Gebiet 7 in ein Gebiet B
tibergeht, das automatisch ein einfach zusammenhingender Be-
reich einer Riemannschen Fliche ist. Bei Uberpflanzung von
£ auf B lautet die Umkehrabbildung

2! (51)

mit der auf B meromorphen Funktion &/ 3.

Der einfachste Versuch, der gegebenen kompressiblenStrémung
eine inkompressible zuzuordnen, wire nun der, B, als ein B und
Il als das F eciner inkompressiblen Strémung aufzufassen. Bei
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Stromungen mit Zirkulation geht das jedoch nicht. In diesem

Falle 1st / = 1, so daB3 dic Windungsfreiheit von dZ = d?
verlangen wiirde (vgl. (4.3)) !

ob_,—b_,—o.

Aus (4. 6) folgt dann sofort
o_y =0, d.h. T'=o.

Bei Stromungen mit Zirkulation muf3 daher dieser Weg, den
Tsien? fur die lineare Niherung eingeschlagen hat, versagen.
Wir missen vielmehr den folgenden Weg wihlen: Wir bilden
zunéchst den einfach zusammenhingenden Bereich ) der kom-
pressiblen transformierten Hodographenebene auf das Gebiet 7°
ab, das wir uns in der Z-Ebene ciner inkompressiblen Stromung
gezeichnet denken. Dabei soll Q in Z — oo {ibergehen mit Er-
haltung des Richtungssinnes der Stromung. Die Abbildung wird
vermittelt durch eine in 7" reguldre und beschrinkte Funktion

Q=G

mit der Entwicklung bel Z = oo

[ ZnY

— (2]
Y- Qe B B
S-‘ S0 |1 * 7 + 72 I I
£ wird auf 7" iberpflanzt und definiert in 7" eine inkompressible
Stréomung gemal
= a7 .
B =5 (5.2)
@ erfiillt in einer W-Ebene cin einfach zusammenhingendes Ge-
biet 5. Auf B wird / ebenfalls iberpflanzt. Auf dem Umweg
uber Z ist dabei gleichzeitig eine konforme Abbildung von B,
auf B gewonnen, die die Funktion /7 Gbertrigt. Nach (5. 2) gilt

nun
drl

it

d7 — fir We B.

Da £ und B, mit Erhaltung von // eincindcutig konform abgebil-
det sind, konnen wir dafuir auch schreiben

a7 Q0 .. =
dZ - ﬁ“. 5 fur Q& By
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Nun ist

— cindeutig -

in 7 mit W= Wiy 1+ 2

——

q .
= analytisch

und bei W, > o . (5.3)
_ cindeutig T | By, By |

t ) = it R B EEE
= analytisch £ oo |1 7zt |

Also ist auch

I~

£(Z) = (5.4)

[ aRaN
o2

cindeutig analytisch und reguldr in 7" mit der Entwicklung bei
yA—Nee

. -/.

by =Tl ke

Neben die nichtkonforme Abbildung (3. 4) von 5; auf das Ge-

biet 7" der z-Ebene tritt nun also noch als entsprechende kon-

forme Abbildung
- 54
1Z = =k, 5.6
‘ ) (5.6)
Die Abbildungen (3. 4) und (5. 6) fassen wir zu einer einzigen
zusammen, die die Z-Ebene auf die z-Ebene abbildet: (5.7)
-/

dzZ

. ss o TS 7—I7 1
N _on= No bl 7 RN [N ['1 35—
Codzm o - W Z) k(Z)d 2 ‘Z[zmsi- (M 'w)]

Es sei noch bemerkt, daf3 wir in der Z-Ebene an Stelle von 7
jedes beliebige Gebiet hitten henutzen koénnen, im besonderen
auch das AuBere des Einheitskreises. Auf dem Rand von 7
kann dann £(Z) an den Stellen singulir werden, die den Ecken
des Profils entsprechen. Dabei diirfen jedoch die Voraussetzun-
gen des § 4 nicht auBer acht gelassen werden, im Dbesonderen
hinsichtlich der doppelten Einengung des Variabilitatsbereiches
der Geschwindigkeit der kompressiblen Stromung.
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(o8

§ 6. Ableitung kompressibler Stromungen aus gegebenen

inkompressiblen Strémungen

Nachdem wir wissen, unter welchen Voraussetzungen und
auf welche Weise einer gegebenen kompressiblen Stromung
eine inkompressible zugeordnet werden kann, kehren wir die
Problemstellung um und kommen zu unserer eigentlichen Auf-
gabe zurtick, aus bekannten inkompressiblen Stromungen kom-
pressible abzuleiten.

Es sei also in der Z-Ibene eine inkompressible Stromung im
AuBengebiet 7 eines Profiles R gegeben. H(Z) sei das komplexe
Potential dieser Stromung und B = d///dZ ihre Stromungs-
geschwindigkeit. Wir suchen nun eine passende Funktion £(7)
in 7" so, dal Gleichung (5. 7) die Abbildung von R auf ein
schlichtes Gebiet 77 der z-Ebene leistet, das als AuBleres eincs
Profils R, gedeutet werden kann. In der z-Ebene soll dabei in 7}
eine kompressible Strémung eines hypothetischen Gases ent-
stehen, das der Sauerschen Adiabate geniigt. Die aerodynami-
schen Daten dieser Stromung ergeben sich aus (5. 4), (3.3)
und (2.4).

Die Funktion £(Z) mub in 7" regulir sein und in Z - co die
Entwicklung (5.5) haben. AuBerdem mul} 7,,;, <1 < 7,,..
in ganz 7 sein, was wegen der Regularitit von 9 - £ die Be-
dingung liefert

A

Y ;/_‘4711571 = 1 = I@’é| <

= Tlmrlx

<1 auf R. (6.1)

i

Die Eineindeutigkeit der Abbildung des Aufiengebietes 7" von R

auf das AuBere 7] cines Profils R, ist genau dann gewihrleistet,

wenn gilt:

1. 1/£(Z) hat in 7 kein Residuum.

2. Die Jacobische Determinante 2 der Abbildung (5. 7) ist po-
sitiv. In diesem Falle ist 7} im Endlichen unverzweigt.

3. Die Umgebung von Z == 0o wird eineindeutig auf die Um-
gebung von g = oo abgebildet. Ein mehrfaches Umlaufen

von z = 00 bei einmaligem Umlauf um Z = co ist damit
ausgeschlossen.
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4. Das Bild R, von R hat keine Doppelpunkte. Das neue Profil
liegt damit schlicht in der z-Ebene.

Die niahere Diskussion dieser Punkte fiihrt fiir D nicht wie im
Falle der linecaren Niherung®® auf einen einfachen, positiv de-
finiten Ausdruck, so daf3 Einzeluntersuchung notwendig scheint.
Setzen wir die Entwicklungen (3. 3) und (5. 3) in Verbindung
mit (5.2) in (3.4) ein, so erhalten wir als Bedingung fiir einc
cindeutige Abbildung im Unendlichen

rx 21

e s -
! 2mi We(1 4 1)

(6.2)
wobei I'* die Zirkulation der inkompressiblen Stromung ist. Das
Bild R, des Profiles & ist in den Fillen der quadratischen und der
lincaren Naherung identisch, wenn wir den Wert {*=0 R
sclbst zuordnen. Solange R cine stetige Tangente hat, besitzt
auch R; stetige Tangente. Neue Ecken kann R, nur erhalten,
falls £(Z) singulir wird. Singularititen von £(Z) diirfen jedoch
allein auf dem Rande R von 7" zugelassen werden und auch dort
nur in solcher Weise, dal3 vor allen anderen die Bedingung (6. 1)
erfilllt bleibt.

§ 7. Stromung um ein Kreishogenprofil

Die eben entwickelte Methode wenden wir auf die kompressible
Stromung um ein kreisbogennahes Profil an. Da die Stréomung
frei von Staupunkten und frei von Punkten sein muf, in denen
die Stromungsgeschwindigkeit unendlich grof wird, kann allein
der Fall behandelt werden, dafl an den Ecken des Kreisbogens
tangentiales An- bzw. Abstromen statthat, woflir bekanntlich
die Zirkulation einen von Null verschiedenen, durch das Wol-
bungsverhiltnis bestimmten Wert haben mulf3.

Wir schreiben das komplexe Potential dieser speziellen in-
kompressiblen Umstrémung des Kreisbogens in der Parameter-
darstellung

1) =W 1+ L + 202 1np) (7.1)
’ - mit o< ¢ <7 1,

Z( =y +ie + = (7.2)

Y
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d. h. wir leiten die Stromung aus der Umstromung des Einheits-
kreises einer y-Ebene ab. Ausgehend von
R QR ¢ A LA
dZ T (ytiet—(1—e)

withlen wir in Anlehnung an Christianowitsch und Juriew®

die Hilfsfunktion £ in der Form

k (7 + im)? ile—m) PP .
- = o =A% — ; mit o <7 < 1
£y (. +7ie)i—(1—2% ] 74z -~
0
und £, == — >,
W

(Der Bemerkung am Schluf3 des § 5 folgend hiitten wir auch die
7-Ebene selbst als Z-Ebene einfithren kénnen.)

Die Funktion £ genligt den in § 6 gestellten Bedingungen. Aus
(6. 2) folgt

1 — oo

, (7-3)

W= )
1 1+ N

wihrend Bedingung (6. 1) auf die folgenden Forderungen fithrt:

h "
Jnm.\ 2 (1 + 77l>2
oo

s (1 — m)
fioo

n und 7 sind dabei von der Adiabate her durch 7 = o

imin hmax
bzw. p = o bestimmt.

Setzen wir / (y) und £(y) in (5.7) ein, so ergibt die Integration

1 —m(2e— )

s A i (‘7'4)

Cz = /,] :-/' 4 2¢(e—m) In(y + Zm) 4

9]

— kW2 {'Z —27(e - m)Iny + ; [1 4 w(m - 42)]

L. 1t

e im (1 -+ em) — 7 3 }
1= gy (g — (1 — 1 elnly - 7
e Wekeo {0 — 0 (1 = 5} + deln(r- D) %

o 7 2)? ic
% (7 = ) + i
W o)

/.
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Die Integrationskonstante wurde so gewihlt, daBl (7.4) mit
W,, = ound m — e in (7. 2) Uibergeht.

¢ und = sind klein gegen Eins, aber von gleicher Gréf3enord-
nung. Wenn wir fiir x Glieder dritter Ordnung in ¢ und #, filir y
ebenso Glieder vierter Ordnung vernachlissigen und nach (7. 3)

2 ge—mt
oo = e+ m

setzen, so werden die Koordinaten eines beliebigen Punktes
y = cosu + 7 - sinp des Einheitskreises die folgenden:

C+x = 4mcosy.— 2em *sinz2p

C-y=sinp(m® + 7em?) 4 sinu(em 4 3m?) +
4 cos?ulem — m?) — % sindp(13em?® + 11m3%) +
+ sinp cos?u(em? — m®) — m (e + m) + (e + m),

wobei 4, * (¢ 4+ m)C = C gesetzt wurde. Im besonderen finden
wir daher fir die Eckpunkte 2, und z, des Kreisbogens:

C'x1,2 = f2m- (2 + €%
Cryrp=—2m? + e(c + m).

Die Scheitelpunkte z; und 2z, haben die Koordinaten
X34 =0

C'-y3=-§— 77l2(€—-—7ﬂ —i—%) + e(e + m)

Coyy= —3— 7722(——5 + m + —i—) + e(e + m).

Der Kreisbogen wird durch die Abbildung (7. 4) also zu einem
Profil aufgeweitet, das einem Kreisbogenzweieck dhnelt. Die maxi-
male Profildicke &p ist:

Codp=C+(y3—y,) = 136— m? (e — m).
Die Pfeilhéhe f des Profils erhalten wir zu

C‘v.lef*_'i‘)_" — yy = 4m?
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und das Wélbungsverhiltnis zu

f 2m

&N 24 ¢?

Als Zahlenbeispiel sei fiir das Walbungsverhiltnis f/x; = 0,05
und fiir den Wert 7, = 0,6750 das Profil berechnet und in Fig. 3
gezeichnet, wobei die MaBstibe von Abszissen und Ordinaten
sich wie 1:10 verhalten. (Der genannte Wert von v, ergibt sich
z. B., wenn Sauersche und reale Adiabate in ihrem Beriihrungs-
punkt in den folgenden Werten tibereinstimmen:

M = 0,862; plpe = 0,616;
w/“o = 0,301; a/ao = 0,933;
p/po = 0,707; da|dw = ——0,172.)
0,035
ZJ
R €
// Z, §\
'/ 0,025 -
1—-0,020
Zs A o
&y
=02 =T 50075 7 3 N

Cx —

Fig. 3
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