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Üb er die Irrationalität von n 

Von Theodor Schneider in Erlangen 

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 4. Juni 1954 

Es soll gezeigt werden, daß t,a und a nicht beide aus dem Gauß- 

schen Körper 3t (i) sind, worin für a = vn die Irrationalität von 7t 

enthalten ist. Die Frage, ob nach Vorliegen des einfachen Niven- 

schen Irrationalitätsbeweises für 7t1 eine weitere Behandlung die- 

ses Gegenstandes gerechtfertigt ist, ist naheliegend. Hierzu ist zu 

sagen, daß abgesehen von dem größeren Umfang des hier Be- 

wiesenen in dem Nivenschen Beweis und in den Anwendungen 

der Nivenschen Methode von Koks ma2 und Butlewski3 auf 

die Untersuchung der Irrationalität von Werten der Exponential- 

funktion mit rationalen bzw. ganzrationalen Exponenten, die 

auch mit der Methode von H ermite4 eng verwandt sind, ein 

spezielles trigonometrisches Integral entwickelt werden muß 

und hieraus Schlüsse gezogen werden, wobei die Frage nach dem 

Warum nicht leicht zu beantworten ist. Hier wollen wir uns den 

bekannten ganz einfachen Beweis der Irrationalität von e zum 

Vorbild nehmen und die darin enthaltene Methode insofern 

lediglich verschärfen, als wir an Stelle der Potenzreihenentwick- 

lung eine Interpolationsreihe mit zwei verschiedenen Inter- 

polationsstellen treten lassen. Für die Abschätzung der Ent- 

wicklungskoeffizienten dieser Interpolationsreihe nach oben ver- 

wenden wir die Cauchysche Integralformel. 

Angenommen, es seien e
a und a beide aus 31(f), und wir schrei- 

ben e
a = un(j a = P±il mit ganzrationalen p, q, r, 

P, Q, R. Wir bilden für die Funktion eaz an den Stellen 

1 Bull. Amer. math. Soc. 53, 509 (1947). 
2 Nieuw Arch. Wiskunde IL S. 23, 39 (1949). 

Colloq. math. 1, 197-198 (1948). 
4 Oeuvres, Bd. III, 153-155. 

8* München Ak. Sb. 1954 



loo Theodor Schneider 

{o für gerades v 

1 für ungerades v 

die Interpolationsreihe 

c“
2 = Yo + Yi (z — z0) + ... + Yn (*-*<>) (ß-Zj) ••• (

z
~
z

n-1) + ••• 

Dann ist mit der Bezeichnung n = 2 t -f- 8 und t ganzzahlig, 

S = o oder 1 

(O Yr, 
1 

2TTZ 

f* __ c^dX, 

wobei C ein Kreis um den Nullpunkt sei, der die Stelle Z, — 1 

im Innern enthält. Nach der Cauchyschen Integralformel folgt 

aus (1) 

^ Tn /! \(z-i)
t+s

 }/z=0
+ (/+S-1)! U1+1/ /= 1' 

/ d*2 \(0 

Die Ableitung I ü+s) ^st e'n Quotient, dessen Zähler sich 

als Polynom in z und als Linearform in e
az

, a.e
az

, . . ., a} e
az mit 

ganzrationalen Koeffizienten ergibt und dessen Nenner ein Teiler 

von (z— i)2( + s ist, also für z = o wegen a = -^L-— eine 

komplexe Zahl a-L T bx i mit rationalen ax und blt deren Nenner 
, / \((+S-l) 

in r
l aufgehen. Analog erkennen wir I (+11 als Quo- 

tienten, dessen Zähler ein Polynom in z, eine Linearform in 
a(+s-i enz mjt ganzrationalen Koeffizienten und 

= t wegen 

e
1 = und oc = —ebenfalls als eine komplexe Zahl 

«2 + b2i mit rationalen a2 und b2, deren Nenner in r
l+8_1

 ■ R 

aufgehen. Damit folgt aus (2), daß yn eine komplexe Zahl a -\- bi 

mit rationalen a und b darstellt, deren Nenner Teiler von t\ rl
 • R 

sind. Also muß, falls yn nicht verschwindet, der Absolutbetrag 

dessen Nenner ein Teiler von z
2t+s ist, also für 

\t\r
l
R Ynl > 1 (3) 
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sein. Es sei nun n > 5, also t > 2, und C in (l) ein Kreis mit 

Radius |Ç| = t. Dann folgt |Ç—i| > —, mithin aus (l) und 

Max Da!:| <e“
1 

id=i 

- '^(i)‘+,'2Wr 
e'a.\t 2t+S^(2(+S)_ 

Dies mit (3) kombiniert, liefert die Ungleichung 

1 n Ja t 0t + S tl r
l
 R e > t 2 t+s 

und daraus folgt wegen tl^> t\ 

r
l
Re'

alt
 2t+s ^+8, 

was für genügend großes ^ unmöglich ist. Also muß ein TV exi- 

stieren, daß für alle n~J> N die Entwicklungskoeffizienten yn ver- 

schwinden, d. h. daß die Interpolationsreihe und damit auch die 

Potenzreihen von raz um z = o und 2 = 1 abbrechen. Daraus 

folgt, daß unsere eingangs gemachte Annahme, ea und ot gehörten 

beide dem Gaußschen Körper 9t(2') an, falsch sein muß. 
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