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Uber die Irrationalitit von a
Von Theodor Schneider in Erlangen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 4. Juni 1954

s soll gezeigt werden, daf3 ¢* und « nicht beide aus dem Gaul3-
schen Kérper R(7) sind, worin flir o = 77 die Irrationalitit von =
enthalten ist. Die Frage, ob nach Vorliegen des einfachen Niven-
schen Irrationalititsbeweises fiir w1 eine weitere Behandlung die-
ses Gegenstandes gerechtfertigt ist, ist naheliegend. Hierzu ist zu
sagen, daf} abgeschen von dem gréfleren Umfang des hier Be-
wiescnen in dem Nivenschen Beweis und in den Anwendungen
der Nivenschen Methode von Koksma® und Butlewski® auf
die Untersuchung der Irrationalitdt von Werten der Exponential-
funktion mit rationalen bzw. ganzrationalen Exponenten, die
auch mit der Methode von Hermite* eng verwandt sind, ein
spezielles  trigonometrisches Integral entwickelt werden mul}
und hieraus Schliisse gezogen werden, wobei die Frage nach dem
Warum nicht leicht zu beantworten ist. Hier wollen wir uns den
bekannten ganz einfachen Beweis der Irrationalitit von ¢ zum
Vorbild nehmen und die darin enthaltene Methode insofern
lediglich verschirfen, als wir an Stelle der Potenzreihenentwick-
lung eine Interpolationsreihe mit zwei verschiedenen Inter-
polationsstellen treten lassen. Filir die Abschitzung der Ent-
wicklungskoeffizienten dieser Interpolationsreihe nach oben ver-
wenden wir die Cauchysche Integralformel.

Angenommen, cs seien ¢* und « beide aus R (7), und wir schrei-
be «  FPH+iQ b+ig
ben ¢ =

R 7

P, Q, R. Wir bilden fiir die Funktion ¢** an den Stellen

und o = mit ganzrationalen p, ¢, #,

! Bull. Amer. math. Soc. 33, 509 (1947).
* Nieuw Arch. Wiskunde 11. S. 23, 39 (1949).
* Collog. math. 1, 197-198 (1948).
' Ocuvres, Bd. I, 153~155.
&*  Mimchen Ak, Sb. 1954
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v

. {o fiir gerades v }

1 flir ungerades v

die Interpolationsreihe
o+ =) o a7 =) - (e mt)

Dann ist mit der Bezeichnung » == 27 4 & und # ganzzahlig,
§ = o oder 1
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wobei C ein Kreis um den Nullpunkt sei, der die Stelle { =1
im Innern enthilt. Nach der Cauchyschen Integralformel folgt
aus (1)

1 PL () . Pk (tis-1)
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Die Ableitung (; t-rS) ist ein Quotient, dessen Ziahler sich
(z—1)
als Polynom in # und als Linearform in ¢*%, ae*?, ..., o' ¢** mit

ganzrationalen Koeffizienten ergibt und dessen Nenner ein Teiler

. . i .
von (z—1)2'*% ist, also fir 2= o0 wegen o = /H; 7 eine

komplexe Zahl o; 4 4,7 mit rationalen @; und &,, deren Nenner

(t+8-1)
) als Quo-

tienten, dessen Zihler ein Polynom in 2, eine Linearform in

5 s . . .
%, we®®, L., ot o mit ganzrationalen Koeffizienten und

B8 st also fiir z = 1 wegen

EO(Z

zt+1

in 7! aufgehen. Analog erkennen wir (

dessen Nenner ein Teiler von z

* = -{D——;Z'Q— und « = ‘ﬁtzly ebenfalls als eine komplexe Zahl

ay -+ 6,7 mit rationalen @, und 4,, deren Nenner in #'"51. R
aufgehen. Damit folgt aus (2), daB v, eine komplexe Zahl o + 47
mit rationalen @ und 4 darstellt, deren Nenner Teiler von 7! #+ R

sind. Also muf3, falls v, nicht verschwindet, der Absolutbetrag

(3) [£17 Ry, | > 1

Inl —
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sein. Es sei nun # >> 5, also > 2, und C in (1) ein Kreis mit
N z et
Radius |{] = 7 Dann folgt [{—1|> -, mithin aus (1) und
Max |2 < ™!
g~
ol

- 1 €
<

< .- . ot 48 o (2148)
Ynl < 5. 111'1(‘)”3 2mwe - e 2 z .
2

Dies mit (3) kombiniert, licfert die Ungleichung
2! TtR e'oc t 2!-’r8 > t2t+8
L4 3
und daraus folgt wegen 7' > #!
AR HE S g48

was fiir gentigend groBes ¢ unmoglich ist. Also mul} ein V exi-
stieren, dal fur alle » > &V die Entwicklungskoeffizienten v, ver-
schwinden, d. h. daf3 die Interpolationsreihe und damit auch die
Potenzreihen von ¢** um z = o und z = 1 abbrechen. Daraus
folgt, daB unsere eingangs gemachte Annahme, ¢* und « gehédrten
beide dem GaufBlschen Koérper R(7) an, falsch sein muB.
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