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Betrachtungen iiber Flichenabbildungen
X. ,,Ebenmifliige* Abbildungen

Von Frank Lébell in Miinchen

Vorgelegt am 14. Mai 1954

In der Theorie der Paare von Flichen g («, v), v (%, 7) des eukli-
dischen Raumes, die durch gleiche Parameterwerte =@, v =9
aufeinander bezogen sind,! spielen, sobald die gegenseitigen La-
gen entsprechender Linienelemente &z, 4y untersucht werden
sollen, drei quadratische Differentialformen eine Rolle,
namlich

di? = Edu?® 4 2Fdudv + Gdv?, (1a)
dy? = E'du® 4 2 F'dudv + G'dv?, (1b)
dydy = Edu® + 2Fdudv + Gdv?; (1c)
hier sind
E =3, F=gt, G=I5 (2a)
E' =y, F'=yy, G=y (2b)

die FundamentalgréBen 1. O. der beiden Flichen,

E=xy, ==+, +50), G=17, (2¢)

die gemischten FundamentalgréBen 1. O. des Paares® r &y,
Durch die ,,Grundformen® (1a, b, ¢) des Flachenpaares kann
u. a. das Quadrat des ,,lincaren Mafistabes' m der Abbildung®

! Die reellen Vektorfunktionen 1 und y, die wir als Ortsvektoren der beiden
betrachteten Flichenstiicke verwenden, seien in dem zugrunde gelegten Be-
reich 9 der reellen #-z-Ebene stetig differenzierbar; ihre partiellen Ableitun-
gen Iy, Ly, Yy, Y mogen in B iberall den Bedingungen geniigen:

Ly X Ly #+ 0O, iy, X P, * O.

2 Vgl. Math. Zeitschr. 49 (1043) S. 427 ff.
3 Nachrichten aus dem Reichsvermessungsdienst, Jahrg. 1942, S. 299 ff.
Minchen Ak, Sb. 1954
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fiir das Linienelement ¢,
m? = dy?: dr2, (3)
und der ,,Riffmafistab* » der Abbildung* fiir die Richtung 47,
n = dydy:d?, 4)

ausgedriickt werden.

Im folgenden wollen wir uns mit der Frage beschiftigen: Kén-
nendiese Formenlinearabhingig sein? Und was bedeutet
es fiir die Abbildung, wenn dies zutrifft ?

1. Besondere Fille

Spezielle Beispiele fiir den Fall der linearen Abhingigkeit bie-
ten die winkeltrener und die ,,gleichmdifigen't Abbildungen,’ in-
sonderheit die Abbildung durch Orthogonalitit entsprechender
Lintenelemente dy — dy, die einen Sonderfall der Gleichmilig-
keit darstellt; im ersten der aufgezihlten Falle sind die erste und
zweite der Grundformen linear abhingig, im zweiten ist die dritte
der ersten Form proportional, wobei der Proportionalititsfaktor #
im Sonderfall verschwindet, bel einer Abbildung, deren inverse
p — 1 gleichmiBig ist, besteht lineare Abhidngigkeit zwischen der
zwelten und dritten der Grundformen. Weitere Moglichkeiten
werden wir spiter kennenlernen.

Dal} aber im allgemeinen nickt zu erwarten ist, dall die drei
Grundformen linear abhingig sind, zeigt eine Bezichung, die
fiir den Fall einer Abbildung t — v durch parallele Beriijir-
ebenen in entsprechenden Punkten schon bei einer fritheren Ge-
legenheit bewiesen wurde und die mit Hilfe der Funktionen

jlzguxgv’ i2=t)u><t)v’ I’ZENXv‘U—EUXDU’ <Sa)
fzgut)v — L% <5b)

die Differentialinvarianten gegeniiber den gemeinsamen

1 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. K1., 1947, S. 15 ff.
5 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1947, S. 25 ff.
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Parametertransformationen des Flichenpaares ¢ — v sind,® fol-
gendermaBen geschricben werden kann:7

11]'2"{22‘“1'11"@72‘{‘)‘1‘1'?'@’92 + 7 11 dgdy = o. (6)

Wie man sicht, sind in dem hier betrachteten Fall 1, X {, = o die
drei Grundformen linear abhidngig, wenn 7= o ist, d. h. wenn
die Abbildung ¢ — y samt ihrer inversen y — ¢ ,,gerade’’ ist.® Be-
kanntlich bietet ein Beispiel hierfir die Gaufiscie Abbildung einer
Flache 1 auf eine Kugel y durch parallele Normalen. Da, wenn
p2 = 1 ist, die GréBe 1,1: 21 die mittlere Kriimmung H und
iyds: 17 das GauBsche Kriimmungsmafi K der Fliche g ist® und
die Grundformen die 1., die III. und die negative II. Fundamen-
talform des Netzes 1(z, v) bilden, so geht (6) dann in eine be-
kannte Formel der Fliachentheorie tiber:1?

K-I+2H-1]+11]=o0. (7)

In der Bezichung (6) tritt uns, wie wir schen, neben den drei
Grundformen (1a, b, ¢) noch cine weitere quadratische Differen-
tialform entgegen, nimlich {;Zrdy; an ihre Stelle kénnte ebenso-
gut die Form ¢dgdy treten, in der ¢ den Einheitsvektor der posi-

¢ Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1943, 5. 217 ff.

7 Math. Zeitschr. 49 (1943), S. 438 (18"). DaB die dort durch die Fundamen-
talgrofien ausgedriickten Koeffizienten der Formen &3? usw. den in (6) ange-
gebenen gleich sind, ergibt sich durch eine kurze Rechnung aus (5a) und (5b);
vgl. die in FuBinote 4 angefiithrte Arbeit S. 18.

8 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss.,, Math.-nat. Kl., 1944, S. 126. Das
Kennzeichen der ,,Geradheit’* einer Flichenabbildung ist das Verschwinden
der,,Schiefe*“ / = j: I¥/, wo 72 = {}. Im Hinblick auf das im Text besprochene
Beispiel moge man Math. Zeitschr. 49 (1943), S. 439 vergleichen; das dort
auf S. 436 eingefithrte ,,Verdrehungsmaf‘‘ tg 8 steht mit der Schiefe in der
Beziehung tg 8 = 7§, =/ : /7.

Die Bedingung 7 = o fiir die lineare Abhingigkeit der Grundformen ist, wie
die oben aufgeziihlten Beispiele zeigen, nur hinreichend, aber nicht notwen-
dig; in diesem Sinne ist eine Bemerkung zu korrigieren, die der Verfasser im
vorletzten Abschnitt einer in diesen Sitzungsberichten 1952 verdffentlichten
Note auf S. 50 in einem dhnlichen Zusammenhang gemacht hat.

9 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. K., 1947, S. 23.

10 Gewdhnlich wird die mittlere Kriimmung mit anderem Vorzeichen de-
ﬁnicrt: als: hicr:} dicscs: ist hier so festgelegt, daB die Einheitskugel mit posi-
tiver Auberer Normalen die mittlere Kriimmung 1 erhilt.
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tiven Normalen der orientierten Fliche ¢ bedeutet, und die mit
dem ,,Querriffmafstab’* g der Abbildung' fiir das Linienele-
ment 4,

g = cdrdy: di?, ®)

zusammenhingt.

2. Allgemeine Untersuchung

Wenden wir uns nun wieder der anfangs gestellten Frage zu,
wann allgemein die drei Grundformen des Flichenpaares
r <y linear abhingig sein koénnen.

a) Es gelte fiir ein Punktepaar («, v)
adp® + Bdydy + ydy* = o

mit drei nicht simtlich verschwindenden Zahlen «, §, v, die nicht
von der Richtung und natiirlich auch nicht von der Gréfe von
dr abhingen.

Da stets 4r2dy? == o ist, wenn &g = o ist, nur reelle Vektoren
betrachtet werden und die Abbildung an der Stelle (%, #) nicht
singuldr ist, so kann das Verschwinden von zwei der Zahlen «, {3,
v nur auf die Weise zustande kommen, da3 o = v = o und somit

drdy=o0, d. h. n=o0

wird fiir alle tangentialen Richtungen &t. Dies ist der Fall des
Entsprechens der beiden Flichen durch Orthogonalitit der Li-
nienclemente dy — dy.

Dal} genau eine der Zahlen «, 8 ,y verschwindet, kann auf zwei
wesentlich verschiedene Arten eintreten:

Entweder dadurch, da3 § = o wird, so dall adt? + ydy? = o
oder

dy? = m?dy?

ist mit richtungsunabhangigem Abbildungsmalstab #:; dann
haben wir den Fall der Winkeltreue.

1 Sjtz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. Kl., 1947, S. 21.
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Oder es wird y == 0 bzw. & = 0, mithin «d1? 4~ §drdy = o bzw.
Bdrdy + vdy? = o oder

drdy = ndi® bzw. drdy = ndy’

mit richtungsunabhidngigem RifBmalstab 7 bzw. 7z; dann liegt
Gleichmdffigheit bei der Abbildung ¢ — 9 bzw. bei der Abbildung
y —>L Vor.

Die bisher behandelten Fille kénnen sich teilweise tiberschnei-
den: Wenn der Rang der Koeffizientenmatrix der drei Grund-
formen den Wert 1 hat, ist zugleich

dy? = m?dy? und drdy = ndy? und drdy = ndy?
mit n = n:m?;

in diesem Falle liegt GleichmiBigkeit zugleich bei ¢ — p wie bei
n — 1 vor, und dies kann, wenn » == 0, wie an anderer Stelle ge-
zeigt wurde,'® nur eintreten, wenn sich die Flichen ¢ und v it
parallelen Novimalen winkeltren unter Evhaltung des Drehsinns
entsprechen; die Abbildung &t — &y ist also dann eine Dreh-
streckung und folgt dem Gesetz

dy = ndt +gcX dx,

wo weder der RiBmaBstab # noch der QuerriBmaBstab ¢ von der
Richtung von &t abhingt.

Es bleiben jetzt nur noch die Fille zu betrachten {ibrig, in denen
a3y = o ist. Man kann dann immer § = —1 annehmen, so
daB3 man erhalt

drdy = adr? 4 vdy?;
durch Division durch &g? ergibt sich hieraus nach (3) und (4)

7 =a - ym?. (9)

Liegt, wie wir annechmen wollen, nicht der schon behandelte Fall
der Richtungsunabhingigkeit von 7 und # vor, so nehmen also
hier der MaBstab 7 und der RiBmaBstab 7 der Abbildung an
der Stelle (z, v) ihre Extremwerte fiir dieselben Richtungen an,

d. h. aber: Es gibt ein Paar von ,,Hauptrichtungen‘® und

12 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. K1., 1948, S. 335 ff.
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ein Paar von,Hauptrilirichtungen“ing, und dicse bei-

den Paare fallen zusammen; das gleiche gilt fiir die Flache
v, da sich ebenso durch Division durch &y? fir den MaBstab
und den RiflmaBstab 7 der inversen Abbildung

= om® + Y (9/)

ergibt, in Ubereinstimmung mit den bekannten allgemeingiil-
tigen, aus (3) und (4) folgenden Beziehungen

o= 1:m und i = 7k
Da also unter den hier vorliegenden Umstidnden die Rifimalistibe
2z und 7 der Abbildungen £ — v und v — ¢ nach (9) und (9") und
wegen 72z = 1 ihre Extremwerte flir diesclben Paare entspre-
chender Richtungen 4t & &9 annehmen, so kénnen wir schliefen,
daBl unter der gemachten Voraussetzung den HauptriBirich-
tungen in r diejenigen in v entsprechen, oder, anders aus-
gedriickt, dal} den Hawuptrifirichtungen in T zucinander sentk-
rechte Richtungen in vy zugeordnet sind, was bekanntlich nicht
allgemein zutrifft. Ob umgekehrt aus dieser Eigenschaft
der Abbildung ¢ — v die linecare Abhingigkeit der drei Grund-
formen (1a, b, ¢) folgt, ist durch die bisherigen Uberlegungen
noch nicht entschieden.

b) Etwas weiterreichende Ergebnisse finden wir durch die fol-
gende, andersgeartete Betrachtung:

Notwendig und hinreichend dafiir, dal} die drei Grundformen
(1a, b, ¢) linear abhingig sind, ist, dafl die Determinante ihrer
Koeffizienten verschwindet:

E F G
A= FE F G =o. (10)
E F G

Die Funktion A erweist sich nun alseine Differentialinvari-
ante vom Gewicht 3 gegeniiber den gemeinsamen Parameter-
transformationen der Flichen p und 9. Diese Behauptung kann
man durch Berechnung des Wertes A verifizieren, den man er-

13 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. K1, 1947, S. 19 ff.
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hilt, wenn man die Transformation
1 = u(#, v), v = v(%, v)
mit nicht verschwindender Funktionaldeterminante

o(u, v
aga, @i o

ausfihrt, d. h. in den in der Determinate auftretenden Fundamen-
talgréBen r, durch Iz =, u; - I,v; usw. ersetzt. Man kann
jedoch ihre Richtigkeit auch auf dem folgenden, etwas weniger
Rechenarbeit erfordernden Wege einsehen: Wenn in A die Ele-
mente Z =¥ usw. nicht skalare Produkte von Vektoren g,
usw., sondern algebraische Produkte der Ableitungen skalarer
Funktionen £ und 4 von z und v wéren, so wire die Determinante,
wie leicht nachzupriifen, identisch mit — (&, n, —£&,7,)% also
eine relative Differentialvariante vom Gewicht 3, weil die in der
Klammer stehende Funktionaldeterminante ja eine solche vom
Gewicht 1 ist; es wire somit die transformierte Determinante
= o(u, v)\3 ,
A:A'(aéaﬁi) § (11)
Diese Beziehung mull aber auch noch gelten, wenn an die Stelle
der Skalare £ und 7 wieder die Vektoren ¢ und y gesetzt werden
und die gewoéhnliche Multiplikation von Skalaren durch die ska-
lare von Vektoren ersetzt wird, da die Transformation der Vek-
toren I, L,, Yy, v, ebenso wie die der entsprechenden Skalare
£, usw. und daher die der skalaren Produkte Z = gi usw. der
Vektoren g, usw. ebenso wie die der entsprechenden algebrai-
schen Produkte £2 usw. der Skalare &,, £, 4, 1, vor sich geht,
die Relationen aber, die zwischen den Elementen £ usw. der
Vergleichsdeterminante, nicht jedoch zwischen den Elementen
12 usw. der urspriinglichen Determinante bestehen, keinen Ein-

flull auf die hier auszufilhrenden Umformungen haben.
Die mit Hilfe der skalaren Differentialvariante vom Gewicht 1

W= ct,z, + 0

gebildete absolute Differentialinvariante

AW3 (12)
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mul} folglich eine Bedeutung haben, die von der Wahl der die
Flichen ¢ und 9 uberziehenden #-v-Netze unabhingig ist. Um
diese ,,geometrische‘‘ Bedeutung der Grofie (12) fiir das Flachen-
paar ¢ — 9 auf einfachste Weise herauszufinden, fihren wir spe-
zielle Koordinaten auf den beiden Fliachen ein, derart, da3 an der
Stelle (#, v), die wir ins Auge fassen, ¢, und g, aufeinander senk-
recht stchende Einheitsvektoren werden, die in Hauptrichtungen
der Fliche r weisen; fur diese nehmen bekanntlich die linearen
AbbildungsmaBstibe extreme Werte, die ,,HauptmaBstiabe‘
m' und ' an, so daB v, und vy, die ihnen entsprechenden,
ebenfalls aufeinander senkrechten Hauptrichtungsvektoren in y
werden, deren Lingen eben »:' und '’ sind. Es wird dann nach

(2a)
E =1, F=o, G =1,

ferner nach (2b) und (3)
E = m'?, F' = o, G = w2,

weiter nach (2¢) und (4)

E =, G =

und wegen ¢ X L, =I,, ¢ X I, =—1, nach (2¢) und (8)

ZFt_q/I_*_qu

wo also #' und »'' die RilmaBstibe, ¢’ und ¢” die QuerriBmaB-
stibe der Abbildung fiir die Hauptrichtungen an der betrach-
teten Stelle sind ; da hier W =1 ist, erhalten wir demnach

1 0 1
A:W3 = 2 | o n''? = 1 (n'2—wm'"%) (¢ —q¢"). (12")
W g 7

Da bei Vertauschung von ¢ und v, d.h. beim Ubergang von
der Abbildung r— 19 zu ihrer inversen <y der Wert von
A nach (10) bis aufs Vorzeichen unverindert bleibt, I aber als
skalarer Wert von {; durch den von {,, d. h. hier durch »'»" zu
ersetzen ist, so wird es interessieren, zu schen, wie der Ausdruck
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auf der rechten Seite von (12') sich dndert, wenn man die in ihm
stehenden GréBen durch die entsprechenden, zur Abbildung
y — ¢ gehérenden ersetzt: An die Stelle der Zahlen 7' und "
treten nach (3) deren reziproke Werte 7' und 7", ferner nach
(8) an die Stelle von ¢'= ¢z, 9, =LY, und von ¢"" =cr,9,=—1,9,
wegen 9% = m'y,:m" und v = —m"y,:m' die Zahlen 7' =
=X, vt = m'[m y,r, m=—q¢" tm'm' und 7=y} 1,: p2 =
= — " 'y, 1, m'"t =—g'vm'm'", so daBl der besagte Aus-
druck in

y (em'2—1:m"'®) (— ¢" + ¢

= —4 2= m""%) (¢ — g m"3m""?

libergeht, wie zu erwarten war.

Die Determinante A verschwindet nach (12') entweder, wenn
m'? = m'"? d. h, die Abbildung r 2 9 winkeltreu ist, oder wenn
¢ = ¢" ist. Dies tritt im besonderen immer dann ein, wenn die
Abbildung ¢ — v gleichmiBig ist, weil der QuerriBmafBstab dann
richtungsunabhingig ist,' folglich auch, da die Determinante A
bei Vertauschung von r mit y nur ihr Vorzeichen wechselt, wenn
die inverse Abbildung p —r gleichmiBig ist. Allgemein aber
kennzeichnet die Ubereinstimmung der QuerriBmalstibe zweier
zueinander senkrechter RichtungendiesealsHauptrilrichtungen
das Verschwinden von ¢'— ¢'' deutet also ganz allgemein dar-
auf hin, daB die von uns zugrunde gelegten Hauptrichtungen zu-
gleich HauptriBrichtungen sind. Da aber speziell im Falle der
Winkeltreue die Hauptrilrichtungen zugleich als Hauptrichtun-
gen, im Falle der GleichmiBigkeit die Hauptrichtungen zugleich
als HauptriBrichtungen anzusprechen sind, so erkennen wir
die Giltigkeit des Satzes:

Notwendig und hinreichend dafiir, daf das Flichenpaart 2 v
an einer Stelle ein Paar zusammenfallender Hauptrichtungen
und Hauptriffrichtungen besitze, ist die lineare Abhingigkeit der
drei Grundformen di?, dv? und dydy des Paares an dieser Stelle.

Die Abbildung heifle in diesem Fall fiir das betreffende Punkte-
paar ebenmiBig.

1 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. K1., 1947, S. 26.
18 Dies zeigt ein Blick auf die Gleichung (18b) auf S. 22 der in FuBnote 13
zitierten Arbeit.
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Dal3 mit einer Flachenabbildung immer auch ihre inverse eben-
mifig ist, folgt daraus, dal die Bedingung A = 0 symmetrisch
in t und v gebaut ist.

Wir erkennen aus (12"), daB3 im Falle der EbenmiBigkeit gilt:

ar @iy = "2 a" " 2n) (" E - ') (0 — ).

Diese drei Gréfen verschwinden zugleich nur, wenn Winkel-
treue und GleichmiBigkeit zusammentreffen; fiir diesen Fall
wurden die Koeffizienten oben schon bestimmt.

Nach dem Gesagten ist es moglich, diese Abbildungen all-
gemein noch auf eine andere Art geometrisch zu kennzeichnen:

Das Paar der Flichen ¢ 2 v ist an einer Stelle ebenmiflig
aufeinander bezogen, falls'® einem Paar von Hauptrifrichtungen
in der einen ein Paar von Hauptrifirichtungen in der andern ent-
spricht.

In den oben besonders hervorgehobenen Sonderfillen kommt
das Zusammenfallen von Hauptrichtungen mit HauptriBrich-
tungen, wie schon angedeutet, dadurch zustande, daB3 bei den
winkeltreuen Abbildungen jede Richtung als Hauptrichtung,
bei den gleichmiBigen Abbildungen jede Richtung in der
ersten Fliche, bei den inversen der gleichmiBigen Abbildun-
gen jede Richtung in der zweiten Fliche als Hauptriirichtung
anzusehen ist.

DaB im allgemeinen die drei Grundformen nicht linear ab-
hingig sind, 1Bt sich, sogar unter der Annahme paralleler Be-
rithrebenen, durch Angabe einfacher Beispiele zeigen, in denen
A == 0 ist.

¢) Nun moge der Ausdruck (12") noch mit Hilfe einer frither
bewiesenen Beziehung'’ umgeformt werden: Es gilt namlich fiir
die QuerriBmafBstibe ¢ und ¢* zweier zueinander senkrechter
Richtungen 4t und 41* = ¢ X 4, die mit zwei zusammengehs-
rigen HauptriBrichtungen je den Winkel y bilden, wenn #,
und 7, die zugehorigen HauptriBmaBstabe sind, allgemein

g— g* = (ny—mny) - sin 2%;

16 Falls* bedeute ,,immer dann und nur dann, wenn*’,
17 Sitz.-Ber. d. Bayer. Akad. d. Wiss., Math.-nat. KI., 1947, S. 22, (18b).
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daher wird
A3 = — 1 (' —m'"?) (n,— ny) sin 21, (12"

wenn { den Winkel einer Hauptrichtung gegen eine Hauptrif-
richtung in T bedeutet.

Dieser Ausdruck (12"') setzt die geometrische Bedeutung der
linearen Abhingigkeit der drei Grundformen 4t%, &vp?, drdy in
Evidenz:

Je nach dem Verschwinden eines oder mehrerer der drei Fak-
toren auf der rechten Seite liegt Winkeltreue oder GleichmiBigkeit
oder Zusammenfallen der Hauptrichtungen mit den HauptriB3-
richtungen ohne Winkeltreue und GleichmiBigkeit, oder aber
Winkeltreue und GleichmiBigkeit zugleich, in jedem Fall aber
Koinzidenz eines Paares von Hauptrichtungen mit
einem Paar von HauptriBlrichtungen in wenigstens
einer der beiden Fliachen ¢ oder y vor.

d) Noch einen dritten Ausdruck fir die Funktion A : /3 kann
man dadurch erhalten, da3 man statt des Winkels ¢ zwischen
Haupt- und HauptriBrichtung in ¢ den Winkel 5 einfithrt, den
die den Hauptrifirichtungen in ¢ entsprechenden Richtungen in v
miteinander einschlieffen. Wir wollen zunichst die Frage nach
dem Zusammenhang zwischen dem Winkel o, den eine beliebige
Richtung &t mit einer Hauptrichtung bildet, und dem Winkel ¢
zwischen den den Richtungen &t und &t* = ¢ X4t entsprechenden
Richtungen &9 und &y* in aller Allgemeinheit beantworten, d. h.
ohne vorauszusetzen, dal} 4t eine Hauptriirichtung sei: Wenn
wir mit ¢; und e, die zueinander senkrechten Einheitsvektoren
eines Paares von Hauptrichtungen in z, mit #'¢; und »’ ¢, die
ihnen entsprechenden Vektoren in y bezeichnen, so kénnen wir
setzen

dy = e cosg +esing, dr*¥ = —e¢ sing + ¢ cos g,

also

’ ? . . ’
dy=m'e; cos o+ m' eysing, dp* = —m'e; sin o4+ m''e, cos o;
es wird folglich wegen €= ¢,’= 1 und ¢ ¢;, = 0

aydy* = mm* cosp = (m''?—m'?) cos ¢ sin @.

11 Miinchen Ak. Sb. 1954
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Fiir ¢ = { wird p = §; mithin geht (12"") Uber in
A W3 = mymy (7, — ny) coS B, (12"")

wo 2, == 0 und m, == o die linearen AbbildungsmaBstibe fir die
HauptriBrichtungen sind.

Das Verschwinden dieser Grofle im Fall der Winkeltreue rithrt
daher, daB dann fiir alle Werte von ¢ der Winkel p = x/2
wird; im allgemeinen aber bedeutet das Nullwerden von cos g,
dal} den Hauptrifrichtungen wieder zucinander senkrechte Rich-
tungen entsprechen, die folglich Hauptrichtungen sind.

Man kann wiinschen, = und #* durch die HauptmaBstibe
m' und m'' zu ersetzen; dies kann auf folgende Weise erreicht
werden: Der Flichenmalstab A/ der Abbildung r — 1y an der
Stelle (2, v) 14Bt sich, da 4y X dt* = ¢, X ¢; = ¢ ein Ein-
heitsvektor ist, als Flicheninhalt des von &y und &y* auf-
gespannten Parallelogramms ganz allgemein auf zwei Arten
ausdriicken:

M = wm'm'" = mm* sinp.
Hieraus ergibt sich fiir A:7¥3 der folgende Ausdruck:
AW = M (ny— ny) cotg p. (12™)

Es sei noch vermerkt, daBl aus (12'") und (12'V) eine Bezichung
zwischen den Winkeln ¢ und ¢ folgt, die man jedoch sofort als
allgemein zwischen ¢ und p bestehend erkennen wird, in die das
schon vor lingerer Zeit eingefiihrte ,,Verzerrungsmal3* der Ab-
bildung® t =y

m't—m"2\2
V= ( 2w’ m'’ )
eingeht, ndmlich
cotg? p == Vsin? 2¢. (13)
Dieses Ergebnis steht im Einklang mit der Tatsache, daB das Ver-

schwinden von V" kennzeichnend fur die Winkeltreue der Abbil-
dung ¢ &y an der betrachteten Stelle ist.
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3. Eine Maligrofle

Es moge schlieBlich eine Mafjfunktion fir die Abweichung
von der Ebenmifigkeit erklart werden, in Analogie zum Ver-
zerrungsmal, das die Abweichung von der Winkeltreue zu
messen erlaubt. Nattirlich kénnen wir auf verschiedenen Wegen
vorgehen. Jedenfalls werden wir wiinschen, daB} diese Fun-
tion den Wert Null annimmt, wenn die Abbildung ebenmiBig
ist, und daf3 sie um so gréfBer wird, je weniger dieser Fall vorliegt;
zudem soll sie unbeschrinkt sein, jedoch nur bei Ausartung der
Abbildung unendlich werden. Man mochte zunichst meinen,
daB man sie einfach gleich cotg? § wihlen kénnte; doch ist zu be-
denken, daB3 im Falle der GleichmiBigkeit ¢ nicht definiert ist.
Deshalb wollen wir den gerade in diesem Fall verschwindenden
Faktor #, — #, bei cotg p, so wie er in (12'V) steht, belassen.
Wiirden wir uns nun auf Grund dieser Uberlegungen fiir die Wahl
der Funktion A : W3/ als MalBgrofe entscheiden, so wiirde deren
Wert noch durch eine Anderung des AbbildungsmaBstabes, wie
sic durch Anfligen eines richtungsunabhingigen Faktors ver-
ursacht wird, beeinflulit; denn wenn alle Vektoren &y mit einer
Zahl p multipliziert werden, erhilt dxdy den Faktor p, &y? den
Faktor p?, mithin A den Faktor u? M aber den Faktor u?, wih-
rend W ungeindert bleibt, so daB die Groe A: W3 den Fak-
tor p erhilt. Wir kénnen das vermeiden, wenn wir A durch
W3 Mz dividieren; um Irrationalititen auszuschlieBen, arbeiten
wir aber lieber mit dem Quadrat dieser Grof3e, definieren also die
Funktion

Q=A2: WM = (722—_;:,"1)1 cotg? § (14)
als Mafl fiir die Abweichung der Abbildung r 2y von
der EbenmifBigkeit. Da nach (5a), wenn ¢’ den Einheitsvek-
tor der positiven Normalen der Fliche v bezeichnet, 7= ¢'{,:¢1;
ist, wird demnach

Q = A% (ef)® (¢'12)% (14"

dieser Ausdruck macht die Symmetrie der Funktion Q in t und v
augenscheinlich.

11%
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Man beachte die Bedeutung, die das Vorzeichen von @ fir die
Abbildung besitzt: 4/ und damit @ wird negativ, wenn von den
Vektoren i; und i, einer in die positive, der andere in die negative
Normalenrichtung seiner Fliche weist. Q ist also ebenso wie 4/
positiv oder negativ, je nachdem die Abbildung £ — v den posi-
tiven Drehsinn in ¢ in den positiven Drehsinn in y tiberfihrt oder
nicht. Wir beobachten hier den gleichen Zusammenhang zwi-
schen dem Verhalten einer MaBfunktion hinsichtlich des Vor-
zeichens und der Orientierungstreue der Abbildung ¥ — g wie bei
der Funktion

P o= (ny—nmy)*: M, (13)

die als MafB} fir die Abweichung der Abbildung von der Gleich-
miBigkeit erklidrt werden kann.
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