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Beitrage zur Entwicklung numerischer Verfahren
fir programmgesteuerte Rechenanlagen

I. Quadratisch konvergente Durchfithrung der Bernoulli-
Jacobischen Methode zur Nullstellenbestimmung

von Polynomen

Von Friedrich L. Bauer in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Robert Sauer am 8. Oktober 1954

Die zunehmende Verwendung moderner programmgesteuer-
ter Rechenanlagen hat die Aufgaben und Methoden der prak-
tischen Mathematik belebt und bereichert. Den veridnderten
funktionalen Eigenschaften dieser Rechenanlagen entsprechend
ist die numerische Analysis umzugestalten und zu erginzen, kurz,
eine neue praktische Mathematik fiir Rechenanlagen zu ent-
wickeln.

Die vorliegende Untersuchung behandelt ein Teilproblem aus
diesem Aufgabenkreis, ndmlich das Studium maschinenbrauch-
barer Iterationsverfahren fir die Auflésung algebraischer Glei-
chungen, also fiir ein Problem, das bei den verschiedensten An-
wendungen (einschlieBlich Eigenwertprobleme) immer wieder
auftritt.

Unter den necuen Beurteilungsgesichtspunkten verdient man-
ches halbvergessene Verfahren wieder ins Licht geriickt zu wer-
den. Ausgangspunkt der vorliegenden Untersuchung war das
klassische Bernoullische Verfahren, das zur Bestimmung reeller
einfacher Nullstellen geradezu ideal zu nennen wire, wenn es
nicht unzureichend, nimlich nur linear konvergierte. Deshalb
hat man ihm in der Praxis des Handrechners das Verfahren von
Graeffe vorgezogen. Fiir programmgesteuerte Rechenanlagen
mit festem Komma und auch solche mit gleitendem Komma ist
das Graeffesche Verfahren wenig geeignet, auch muB ihm zur
Bestimmung konjugiert-komplexer Paare von Nullstellen ein

wesensfremder Zusatz aufgepfropft werden, dessen programm-
Miinchen Ak. Sb. 1954
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gesteuerte Durchfithrung  wiederum umstindlich und un-
bequem ist.

Eine auf Jacobi zuriickgehende natiirliche Erweiterung der
Bernoullischen Methode, die von Aitk en wieder in die Praxis ein-
gefiihrt worden ist, 16st die Aufgabe der Bestimmung eines kom-
plexen Nullstellenpaares, vom Organisatorischen her gesehen,
vorteithafter. Wir teilen nun im folgenden ein Verfahren mit, das
auch die Iterationsfolge von Bernoulli und Jacobi entschei-
dend abkiirzt; die Konvergenz ist nunmehr quadratisch und
ebenso rasch wie beim Graeffeschen Verfahren.

Ein Gesamtschritt unserer abgekiirzten Iteration besteht zu-
nichst aus »# Schritten der gewdhnlichen Bernoullischen Iteration
in einer Variante, die auf Lagrange zuriickgefithrt werden kann;
sie ist in ihren Vorzigen anscheinend wenig bekannt. Sie gestat-
tet unter anderem eine einfache laufende Verprobung und liefert
direkt das Polynom, dem die approximierte Nullstelle fehlt. Der
Prozel} ist ebenso wie die gewdhnliche Bernoullische Methode
selbstkorrigierend, programmierungstechnisch ist er glinstig. Der
besondere Vorteil der Variante besteht nun aber darin, dal3 aus
diesen » Zwischenergebnissen durch eine Summierung mit ge-
eigneten Gewichtsfaktoren eine neue Approximationsstufe erreicht
wird, die einer Verdoppelung der schon zuriickgelegten Schritte
entspricht und damit jeweils ungefihr die doppelte Anzahl ge-
nauer Stellen liefert. Es existiert wieder eine ecinfache Verpro-
bungsmoglichkeit, aullerdem ist auch der Summationsschritt und
damit die gesamte abgekiirzte Iteration numerisch stabil hinsicht-
lich wiederholter Rundungsfehler.

Die abgekiirzte Iteration kann, abgeschen von simultanen
Skalendnderungen (in Zweler- oder Zehnerpotenzen) divisions-
frei gefiihrt werden und eignet sich damit besonders auch fir
die Nullstellenbestimmung von Polynomen mit komplexen Ko-
effizienten.

Es sei noch die Bemerkung gestattet, dafl die Abkiirzung
der Iteration mit der Aitkenschen Konvergenzbeschleunigung
(3°-ProzeB) nichts zu tun hat.

Die Bestimmung eines Paares komplexer Nullstellen geschicht
so, daf3 nach einem Differenzprozeld, der formal mit der «cross-
multiplication» von Routh zusammenfillt, unmittelbar das
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Polynom approximiert wird, dem der zu diesem Paar gehorige
quadratische Faktor fehlt. Dieser selbst ergibt sich nebenbei, man
erreicht das Endergebnis von Jacobi und Aitken nur auf einem
anderen Weg.

Auch der Fall mehrfacher, realistischer gesprochen, nahezu
zusammenfallender Nullstellen macht keine Ausnahme und be-
reitet nicht mehr als die ihm naturgemil eigenen Schwierigkei-
ten. Fur die Diskussion sei auf den Text verwiesen.

Die Untersuchungen fiir den Fall von Nullstellen gleichen Be-
trages fuhren in eine Richtung, die von anderer Seite her kiirz-
lich Herr Rutishauser! cingeschlagen hat. Die Kenntnis der
Rutishauserschen Ergebnisse war mir eine wertvolle Stiitze. Je-
doch ist unsere Tendenz eine andere als die von Rutishauser in
seinem einen viel allgemeineren Fall betreffenden Verfahren.
Gewisse Ansatzpunkte sind auch schon in einer Arbeit von
Silva? enthalten.

Alle die praktische Durchfihrung betreffenden Untersuchun-
gen werden in einer gesonderten Abhandlung publiziert werden.

Zusatz bei dev Korrektur: In dieser Abhandlung wird der
Proze3 der abgekiirzten Iteration erweitert fiir den Fall, dal3
eine Nullstelle, die nicht notwendig vom grioBten Betrag ist,
unmittelbar bestimmt werden soll.

§1. Der Algorithmus der Iteration mit x mod. P(x)

1.1. Die Methode von Daniel Bernoulli (1728)°

Gegeben sei ein Polynom
() = 1" PP Lt S E
Plx) ="+ a,x + +a, v+ a, (1)

mit beliebigen Koeffizienten, jedoch seien die Nullstellen einfach
und nicht verschwindend. Sie mdgen nach einer nicht aufsteigen-
den Folge der Betrige numeriert sein, also

L H. Rutishauser, ZAMP, 5, 233. Herr Rutishauser hat mir freundlicher-
weise in sein Manuskript Einblick gewiihrt, wofiir ich ihm herzlich danken darf.

2], Sebastidao ¢ Silva, Complementi al metodo di Griffe, II. Afti
Accad. Naz. Lincei. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 1, 548-552 (1940).

3 Commentarii Acad. Sc. Petropol. 11T (1732).



278 Friedrich L. Bauer

[EAI =2 la21:>:21871[>0 (2)

» bezeichne eine gewichtete Summe der s-ten Potenzen der
Nullstellen £, mit irgendwelchen, aber festen Gewichten e,

L :elgT+e2£;n +gnzm' (3)
Selbstverstandlich gilt mit P ¢;) = o auch Z’ ey E’;P(EY) =0

und damit die Bernoulli-Eulersche Rekurs1onsformel

—_— PR \
Uptn = Ay Gy 1 — Ay n+h— Ay L s (4/

welche gestattet, aus » aufeinanderfolgenden Werten, etwa
o . ..o, 4, alle weiteren zu berechnen.

Der Kern der Bernoullischen Methode liegt nun in der Tat-
sache, dal3 man die Nullstelle & erhilt als

g = lim 25, falls |2,] > [2)] (s)
ist (und falls das Gewicht ¢, in der Darstellung (3) der «,, nicht
verschwindet, die Folge der Anfangswerte «, ... a,_; also nicht
ungliicklich gewdhlt ist). Dabei ist es gleichgiiltig, ob man die
Folge der «; nach der Bernoulli-Eulerschen Differenzengleichung

(4) erhilt oder anders, zum Beispiel nach der folgenden Variante
von Lagrange.

1.2. Die Variante von Lagrange?!

Mit B, (x) bezeichnen wir das Lagrangesche Polynom vom
Grad #—1, das die Nullstelle £, nicht mehr enthilt,

PG =5 ©

Sei Q”(x) ein beliebiges Polynom vom Grad n—1 oder geringer.
Dann gilt die Partialbruchzerlegung von Q¥ (x)/ P(x)
Q(O) () €y

Plx) - ;V*El‘ + dx:&g o .x"wn <7>

1].L. Lagrange, Résolution des équations numériques, Note 6.
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mit (0)
L, evE) ®
Y £ E)

Das bedeutet, daB Q@ (x) im Raum der » Basispolynome
Pi(x) ... B/ (x) ausgedriickt werden kann,

QW (x) = ey B(x) 4 e2 B(x) + -+ + e, By(x). ©),
Betrachten wir daneben die Folge der Polynome
QP (x) = e, &) B(x) + 08 Py(2) 4+ -+ + ¢, EL Po(%),  (10)
so gilt wegen (6)
xF(x) = § P(x) + P(x)
und damit
2-00@) = e 5T A(0) + e BT Bx) + 00+ e, B B(x) +
Fal F et e, 8) Pl),
also hat man die Rekursionsformel
QU () == 1+ QW ()=, P(). (1)
0% (x) beginnt demnach mit «; "1,

Eine andere Form fiir (11) ist

Q) _ = 1, QUtl ()
Pl x - x Px) ' (12)
woraus sich ergibt
Q0 (x)  ap 3} 8 ., %=1 1 QPR)
2 B S S M i e e a L G

Lagrange trifft die besonders naheliegende Wahl Q' () = P’ (x)
und schreibt vor, den Quotienten Q(x)/ P(x) nach fallenden
Potenzen von x zu entwickeln. Man durchliuft dabei offensicht-
lich gerade die Folge der OV, allerdings ohne sich um sie zu
kitmmern, sondern nur bedacht, die Folge der o; (im Spezialfall
Lagranges die algebraischen Potenzsummen, da sich nach (8)
e, =1 ergibt) zu erhalten. Damit verschenkt man jedoch wert-
volle Information, denn unter Heranziehung der Q)-Polynome
lalt sich die Iteration erheblich rascher vorantreiben, wie in § 2
ausgefiihrt werden soll.
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1.3. Die Iteration mit x mod. P (x)

Die Rekursionsformel (11) wird besonders durchsichtig, wenn
man jedem Polynom Q@ (x) einen (Zeilen-) Vektor uY zuordnet,
09 (x) <= u nach der ganz allgemeinen Beziechung!

(13)

R(x) =ry+rx-tra® - o dr, " e (rgryry ).

Dann iibersetzt sich (11) in die Iteration an einem Zeilenvektor

ulth = % (14)
mit der Iterationsmatrix
1
1
1
X = , (15)
1
1
—p TQu1 Ty Ty Tt Tdy —&

die nichts anderes als die Frobeniusmatrix zum Polynom 7 (x) ist.

Es wird kaum nétig sein zu bemerken, dal3 die Eigenwerte
von ¥ mit den Nulistellen von P(x) identisch sind und daf
die Matrix ¥ die Cayleysche Gleichung P(¥) = o erfiillt. Die
Wirkung der Schrigzeile neben der Diagonale entspricht der
Multiplikation mit x, die Wirkung der letzten Zeile entspricht
der Subtraktion von «; 2(x) in (11).

Schreibt man filir (11)

040 () = OO (x) - x mod. P(x), (112)

so hat man auch duBlerlich Ubereinstimmung mit (14). Dort han-
delt es sich um eine Iteration mit der Matrix &, hier um eine
solche mit dem Operator x im Restklassenring aller Polynome.
Wir bezeichnen sie kurz als , Iteration mit x mod. Z(x) und
werden sie als gleichwertic mit der Vektoriteration (14) be-
trachten.

1 Vgl z. B. O. Perron, Algcbra I, 3. Aufl. Berlin 1951, S, 236.
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Offensichtlich kénnen wir nun auch schreiben
0D (x) = QW (x) - #* mod. P(x) (16)
in Analogie zu (vgl. 14)
0 — 0 i (17)

Fiir die Basispolynome £, (x) gilt wegen (6) die Beziehnung

2P,y (x) = P(x) = &, P,(2) (18)
oder jetzt geschrichben als
P, (x)x =E,P(x) mod. P. (18a)

Sie sind also Eigenfunktionen des Operators x zum Eigenwert £,
im Restklassenring aller Polynome mod. P (x). Natlrlich ist auch
das nur eine andere Sprechweise fur die Tatsache, daB3 die ihnen
nach (13) zugeordneten (Zeilen-)Vektoren

B (x) <, (19)
(Links-) Eigenvektoren der Frobenius-Matrix ¥ sind
u, ¥ =& u,. (20)

Explizit lauten die Basispolynome £ (x)
B)=a""+ b E)" 7 + b (E)a"" +
+ e /Zn—Q (E-v>x + }Zn—l (‘Ev> (21)

und die Linkseigenvektoren von £

uv = (kn——l (:::v)! /Zn-—2 (av)! /Zn—i} (E-'v> """ /ll <£v>7 1) (22}

wo /4, (x) das m-te Hornerpolynom bezliglich P (x) ist mit der
definitorischen Rekursionsformel
o (x) =1
Iy () = I () * 2 + @y iy (23)
iy (2) = P(x)

Mittels (23) verifiziert man unmittelbar, daB (18), (18a) fur
P,(x) der Form (21); (20) fur u, der Form (22) erfiillt ist.
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Offensichtlich hat man nach (10)!

lim Q% (x) proportional 7, (x)
e falls {E,} > |&,]. 24)
lim «®  proportional u, Bt (24
i—00
Man erhilt also im Falle der Konvergenz durch die Iteration
mod. P(x) unmittelbar das Polynom Z;(x), dem die absolut
groBte Nullstelle £, fehlt. Die Nullstelle £; selbst erhalt man als
den Faktor, mit dem sich Q®(x) in der Grenze bei Anwendung
von x mod. P(x) multipliziert, und zwar nattirlich als ;4 /o;.

§ 2. Quadratisch konvergente Durchfithrung der Iteration
mod. P (x)

2.1. Das Verfahren der abgekiirzten Iteration

Wihlt man als spezielles Ausgangspolynom QW (x) = 1
(nach (8) sind dann sicher alle ¢, == 0) bzw. als Ausgangsvektor?
u® = (1, 0, .... 0, 0), so erhidlt man zunichst trivialerweise
09 (x) = 2, 7 <<n; auch Q™ (x) = 2" — P(x) ist unmittelbar
gegeben, so daB man praktisch sagen wird, man beginne mit
diesem Polynom. Sodann erhilt man QW (x) = +' mod. P (x),
ausgedriickt als Polynom (hochstens) vom Grade #—1. Die wei-
tere Fortsetzung der Iteration kann aber betrichtlich abgekiirzt
werden.

17.Sebastido e Silva, Complementi al metodo di Griffe, I1. Atti Accad.
Naz. Lincei. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 1, 548-552 (1946) kommt bei
Betrachtung des Euklidischen Algorithmus von x' und P(x), dessen erster
Rest unser O (fiir Q9 = 1) ist, zu demselben Ergebnis.

2 Man hat also nach (11) als entsprechende Anfangsbedingung fiir dic
Bernoulli-Eulersche Differenzengleichung ap=oay =" =0a, 92=0,0, y=1.
Ferner ergibt sich leicht

o ay 4z as

a

= 1 A — 142 —

Up = —a-, bl = | e al’ OIp4g = — |1 @ az
= 1 a;

usw. (H. Wronski, Introd. & la philos. des math., Paris 1811; E. Fiirstenau,
Darstellung der Wurzeln algebraischer Gleichungen durch Determinanten
der Koeffizienten, Marburg 1860).

;4 ist eine Schur-Funktion zum Symbol {7}, vgl. (55).
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Nehmen wir allgemein etwa an, es seien z sukzessive Polynome

Q(x)) Q(x+l), L Q(x+n~1)
bereits bekannt, speziell sei eines davon, Q" (1 = o...7n—1)
QU = APt P ey P (25)
Dann ergibt sich unmittelbar

QUtxty — O Okt med, P
— Y(1L) Lt Q(K) + .Y(ZL) P Q(x) Feeee Y%) Q(v.) mod. P,

also

Q(21+L) — .rgt) Q(*/.+n—1) 4 «{(2‘) Q(x+n—2) 4o -.l,gt) Q(K)‘ (26)

Man erhilt z. B. Q®" 1 durch gewichtete Summierung iiber
die durch Iteration mod. P(x) berechneten # Polynome Q™ . . .
0®" =1 die Koeffizienten von Q¥ "1 dienen als Gewichtsfaktoren.
Verschafft man sich durch einfache Iteration mod. 2 weiterhin,
ausgehend von Q¥" 1, die Polynome Q™ ... QU™ 5o erhalt
man durch analoge gewichtete Summierung dieser z Polynome
mit den Koeffizienten des letzteren als Gewichtsfaktoren bereits
QU= Allgemein hat man nach dem j-ten Gesamtschritt das
[terationspolynom Q7 wobei

B, = (an— 1) 2! — (n—1), (27)

Bjpr = 28;+ (n—1) (28)
1st.

Wir haben eben die gewichtete Summierung so durchgefihrt,
dal} die Gewichtsfaktoren jeweils aus dem letzten der 2 Polynome
entnommen wurden. Das bedeutet, dal3 jeweils 7> Koeffizienten
gespeichert werden missen, bis die Mittelung vorgenommen
werden kann. Fiir Rechenautomaten ist das heute meist unpro-
blematisch. Wihlt man jedoch die Gewichtsfaktoren jeweils aus
dem ersten Polynom, das als Ausgang der (7—1)-maligen Itera-
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tion mod. £ (x) dient, so kann eine laufende Aufsummierung er-
folgen. Die Approximation erfolgt nach der Formel

Bipr=20; (29)

und ist gegentiber (28) nur unwesentlich langsamer,

In jedem Fall ist die Approximation pro Gesamtschritt minde-
stens ebenso rasch wie beim Verfahren von Graeffe, der Feh-
ler nach einem Gesamtschritt ist in der Grenze proportional dem
Quadrat des Fehlers vor dem Gesamtschritt. Man hat also qua-
dratische Konvergenz wie beim Graeffeschen Verfahren.

2.2. Zusammenhang mit der Matrizenpotenzierung

Das Verfahren der abgekiirzten Tteration kann auch an Hand
einer Iteration mit der Matrix X (15) gedeutet werden.

Ist u = u'® der Vektor (1, 0, 0, . .. 0), so bauen die # Zeilen-
vektoren uX = u®, u¥? =u®, . ... u¥" = u™ offensichtlich

die Matrix ¥ auf

u ¥ u®
u¥® u®
u ES u®
g - (350)
u M um
Allgemeiner ist
u ¥t u®
u Xttt u+n
u ¥it? ni+?
¥ oo ox.¥ = . = (31)
u &*i—%n—l 1I(i-i—‘rr—l)

Angenommen, dies sei richtig fir 7—1, so bewirktdie Anwendung
der Matrix ¥ von links eine Translation der ersten 7 —1 Zeilen-
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vektoren, die vorgeschriebene Neubildung des letzten ist wegen
der Giltigkeit der Cayleyschen Gleichung fiir £ evident. Damit
ist aber X*X* = X?*,

i u(z) u(21/.)
u(~/_+1) u("'“) u(2 w41}
u(x+2) 1‘(:(-4-2) 1 ®-+2)
= : o (32)
u(y_—%—n—l) u(‘,l.—*-n—-l) u(2 »+n—1)

also, wenn man die (» 4+ v)-te Zeile herausgreift
) g

u('/-)

u()’.+1)

u(%’{’ 2)

u(z-i-t) . . — u(2x+L) . <33)

u('/.—}—n—l)

(33) stimmt mit (26) iiberein. Wesentlich ist nun, daBl man, von
cinem solcherart gewonnenen u®*™" ausgehend, weitere 7—1
sukzessive durch gewohnliche Anwendung von ¥ von rechts er-
halten kann und nicht gezwungen ist, sie alle durch Matrizen-
multiplikation gemal (32) zu bilden.

Das letztere Vorgehen kidme lediglich auf die bekannte Metho-
de der Potenzierung einer Matrix, hier ¥, hinaus.

2.3. Varianten der abgekiirzten Iteration

Eine weitere Moglichkeit besteht darin,

1.von einem bereits erhaltenen Polynom Q@ (x) ausgehend,
(0% (x))? durch Ausmultiplizieren als Polynom vom Grad
2 7 — 2 darzustellen und sodann

2. mittels des Polynoms 2 (x) auf das Polynom Q@9 (x) vom Grad
7—1 zu reduzieren:

0D () = (09 (x))* mod. P(x). (34)

20 Miinchen Ak. Sb. 1954
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Dies wiederum kann auf zweierlei Arten geschehen: entweder
man subtrahiert sukzessive passende Multipla von x""% P(x),
2" P(x), ... x P(x), P(x)oder man subtrahiert passende Mul-
tipla der Polynome vom Grad #—1: #**~% mod. P, #**~* mod. P
... 4" mod. P.

Diese Variante dhnelt im ersten Teil am meisten dem Graeffe-
schen Verfahren! und benétigt insgesamt etwa 3/, der Operatio-
nen gegeniiber der erstbeschriebenen Art. Das kann nur fir
Handrechner ausschlaggebend sein, flir Rechenautomaten ist die
erstere Art programmierungstechnisch dbersichtlicher. Zudem
liefert sie Ausgangsdaten fur die einleitend erwidhnte Variante
des Jacobi-Aitken-Tricks. Wir werden uns aus diesen Griinden
auf ihre weitere Diskussion allein beschrinken.

2.4. AbschluB} einer abgekiirzten Iteration

Wir muBten in diesem Paragraphen bisher annehmen, daf3 das
Ausgangspolynom Q) speziell gewihlt, und zwar eine Konstante
ist. Diese Einschrinkung ist nicht wesentlich. Denn offensichtlich
erhilt man fiir beliebiges Q' (x) das /-fach iterierte Q' (x) =
= Q09 (x) . («#* mod. P) mod. P auch dadurch, daBl man sich
wie bisher 7 Polynome x'** mod. 2 (1 =o0...n—1) verschafft
und damit, analog zu (26), die Multiplikation mit Q (x)
modulo 2 (x) durchfiihrt. Anders gesprochen, bildet man ¥* wie
in Abschnitt 2.2 und wendet dies auf den zu Q'” (x) gehérigen
Zeilenvektor an.

In erster Linie wird man daran denken, nachtriglich mit dem
Polynom P’(x) mod. P (x) zu multiplizieren, was auf die Wah!
QO (x) = P’ (x) hinauskommt. Mit einem Aufwand, der einecm
Gesamtschritt entspricht, erhilt man jedoch hochstens eine ge-
ringfligige Verbesserung; die Gewichtsfaktoren ¢, werden nach
(10) und (18a) mit 2’ (£)) multipliziert. Uber die Auswirkung bei
mehrfachen Wurzeln vgl. spiter.

1 Die von Silva aa0O. angedeutete Moglichkeit eines Graeffeartigen Ver-
fahrens diirfte, nach dem Ausgangspunkt seiner Uberlegungen zu urteilen,
auf eben diese Varjante hinauslaufen,
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§3. Bestimmung von Nullstellen gleichen Betrages

3.1. Die Iteration an einem Spaltenvektor und die urspriingliche
Bernoullische Methode

Wir beginnen damit, einen Seitenblick auf die urspriingliche
Bernoullische Methode nachzuholen. Fry! hatdaraufhingewiesen,
dal} diese als Iteration mit der Matrix £ an einem Spaltenvektor
aufgefaBt werden kann. Sie ist damit gewissermallen kontra-
gredient zu der, wie wir gezeigt haben, auf ecine Iteration an
einem Zeilenvektor hinauskommenden Variante von Lagrange.
Die Kontragredienz wird uns einige fiir das weitere benétigte
Ausdriicke liefern. Bekanntlich sind die # Spaltenvektoren

ST T =

<<

e —— B (v=1...1m) (35

gn—1

=y

Rechtseigenvektoren von ¥. Ein beliebiger Vektor £ kann aus-
gedriickt werden als

Jz‘(o) = e, ;e SR €Ly (36>
d. h. als
%o
%y
%2
= | . wegen (3). (37)
Oy

! Thornton C. Fry, Some numerical methods for locating roots of poly
nomials, Quart. Appl. Math. 3, 189 (1945). Fry erwiithnt, dafl Dietzold in
einer unpublizierten Arbeit den ProzeB (14) der Iteration mit X an einem
Zeilenvektor ins Auge gefaBit hat, ohne Ergebnisse theoretischer oder prakti-
scher Art mitzuteilen. Der Zusammenhang mit der Lagrangeschen Variante
entgeht thm anscheinend.

20%



288 Friedrich L. Bauer

Die (Rechts-) Iterationsfolge 1, 1™, 1, ... 1 ergibt sich 2y
%
%41
. . . ai+2
W = % = ¥ =7 . : (38)
% pn—1

In der Tat bedeutet die vorliegende Anwendung der Matrix eine
Translation der a;-Folge im Vektor " und die Neubildung
des letzten Elementes von t® nach der Bernoulli-Eulerschen
Rekursion.

Die beiden Méglichkeiten der Links- oder Rechtsiteration sind
natiirlich im mathematischen Kern (nicht in der numerischen
Praxis) dquivalent, insofern als die feste, nach dem Schema der
Hornerpolynome gebildete Matrix

Ay q Qp_g ... Ay a5 1
@y o @p_3...a 1 O

T=1 . . (39)
a 1 ...0 0 O
1 o ...0 0 o0

die Rechtseigenvektoren (35) von ¥ in die (transponierten) Links-
eigenvektoren (22) {iberfiihrt

i == T (40)
und damit die Matrix ¥ in die transponierte ¥7 transformiert
7% =%T7. (41)

Falls ()T = 7" ist, korrespondieren also auch die Rechts-
und die Linksiterationsfolge,

(T — 7@, (42)
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Damit erhdlt man unmittelbar

u® — (H1(Li—)—1; H(l)

n—2 s

P, HP), (43)
wo 7/) nach dem Schema 7" gebildet ist:
HY = g+ @0y g+ @alyyis 00 g (44)
Fiir die Polynome Q% (x) bedeutet das:
OV = HP "= 4 HP 2 et HO 2 + HY L (45)

wobei, wie schon in 1.2 erwihnt, P = «, (44 2)
ist und
HP = —a,0, (44b)

wegen (4).
Durch Umordnung ergibt sich schlieBlich

(46)
OV (x) = o; Ay (%) + o, ot e () o Ay () Tty
mit Hornerpolynomen (23), oder

(47)

—— i j"l:
Q(ﬂ(x) = 4 \5‘) + ";;1_ /- \x\ + ’mL.z" VA )+ +

[* T X an—
+ 1.{771 “2” /Zl (x> + 1—;71771 X

1 3
Damit ergibt sich nach (5)
lim oY (x) Py (%) + &q o (%) + & fpg () + 270+
BT+ 8T = R, (48)

die Ubercinstimmung mit (21) ist nach Umordnung der Terme
ersichtlich.!

1 Betrachtet man nun den Koeffizienten g,y von 271 in Q%11 (26),
so ergibt sich nach (45) fur die Fiirstenau’schen o;

L2yt = H(()'” 2 %y tn—1 T JJ{Z-H) Uppn—2 F 0t ]/S;’-j’l") Ly
— (Z('ﬂ‘? l))T 7 x4,
Diese bitincare Bezichung in den Vektoren (), (38), erlaubt eine direkte

abgekiirzte Berechnung der «;. Sie ist jedoch mehr von theoretischer Bedeu-
tung, die praktische Durchfiirung liuft auf die Methoden von § 2 hinaus.
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3.2. Approximation des Polynoms, das r Nullstellen
nicht mehr enthilt

Ein wesentlicher Zug des bisher diskutierten Verfahrens ist,
dal} nicht nur die absolut gréBte Nullstelle, sondern unmittelbar
auch das diese Nullstelle nicht mehr enthaltende Polynom be-
stimmt wird. Die Methode lal3t sich sofort dahingehend verallge-
meinern, dafl sie ein Polynom liefert, das » =2 Nullstellen
£y ... & nicht mehr enthilt, falls nur |£,] >|&,,,]| ist.

Wir betrachten die Linearkombination von » Polynomen Q™;

[ oy &1
| %541 oy o

0N =

et QP |

oo Fipra Q¥ () |

1

Nach (46) ist "0 ein Polynom héchstens vom Grade 72— 7:

®; g - - -
®ipg  Oyyp .-

Q) =

| -
Ligpr—1 %ipp
& %1
(Figr %o

1

o
|
{
Litr—1 %yp
o; %
%ip1 %o
|
mi+r—1 0(iqtr

. K

, (49)
. . [
(i4+r—1
cee Qyigng OO (x) |
Firr—e %iypa
Figr—1  %igp
|
| Pty (%) +
s Oiior3 Uiiap 2
itr—2  %igr
c Xy %y
;ln--r l(x>++
%ir2r—3 Fipor—y
itr—2  %itn—1
ivr—1  %ign
ho () (50)

Lirer—3 %ipntr—2 |
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Wir betrachten allgemein die aus den GroBen «, aufgebaute
Determinante |"4, /... /}],

| %itfy Pt fy -0 Fir—itfy

Lipitf,  Fir24fuy o Farar
AN Sl =

! .

(51)
| Givr—t4fy %itrafry oo %iver—efy

deren Matrix ’Ai{fl ... fy} die Produktzerlegung in zwei im
allgemeinen nicht quadratische Matrizen

e, €} N A N A

e BT g R L g B

AN AN 1

TAi’,fl...fr} =

ey ai1+r—1 €2 Zi2+r—1 sy £31+r—1
2 —

Elr glthoy g3+ gr—lth

gl plth—1 g2th—e  gr—lth

aér E_:ls'*'fr—l E_%+fr—2 . E_’g—l‘*‘fl

(52)

E"{r E:l+/,-__1 E';Zl-i-/‘r_g . Er—1+/1

gestattet. Nach dem Cauchy-Binetschen Determinantensatz ist
die Determinante dieser Matrix aber gleich der Summe der
(") Produkte von Determinanten, gebildet aus korrespondierenden
quadratischen, r-reihigen Untermatrizen der beiden Faktoren.

Unter der Bedingung |&,| >[£.,,| sind aber gegeniiber dem
Produkt
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[ ey Ei €y aé Sl E:- | E{r Ei-i'fr-—l af*—fr—-? . Ei—lﬁ-/l‘
P R 1

| - | .

| .
. . I AU . .
itr— i+r— — 2 —1
BT BT B (B B g Bt

; - je=o0.rm1
:eleg...gr-(alzz...z,gigh(zi—zh)-iap;{r-«:!, oot
alle anderen Summanden klein von der Ordnung él? (fa

T

keines der ey ... ¢, verschwindet) und fiir 7 —> 0o vernachlidssigbar.

In (50) verschwindet unter der getroffenen Annahme tiber dic
¢y ... e, der Koeffizient von 4,_, (x) sicher nicht. Es bezeichne
"0 (x) wieder das durch den Koeffizienten von /7, , (%) divi-
dierte und dadurch normierte Polynom. So gilt also unter Be-

niitzung von (51), (52), (53) mit

Ji=0...r—1, fo=f=...=f_ ;=0
2 —2
218 g
lx L8 .. ETY
: A 7N A
il_‘,n;, Q( <3>—/Zn—r (3’>+ ' o . . }Zn—r—l <’1"> +
1 EE. B
N
2 2 —1
1 E1 G - E;I E?
1 52 E:; . Z);—-‘_’ En—l
+ “““ /l() (2’), (54)
4 2 zr—2 gn—I1
VE BT
N
22 —2 gr—1
1 £ &L g 1
1 E B L. BT ET
wolNV = .. . . . =10 (al . a]) ist’
zoxe2 gr—2 rr—1
15 & Gr Sr
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falls |,] > |&,1] und keines der ¢; ... ¢, verschwindet, das
Ausgangspolynom also nicht ungliicklich gewdéhlt ist.

Die in (54) vorkommenden Faktoren sind Schur-Funktionen
von der gewdhnlich mit dem Symbol [/, f, . .. f,} bezeichneten
Form

Viforr S} =

IE}’i’T—“I p=o0...7—1
o ! G=0...7—1, (55)

EvE

sie sind als Quotienten von Determinanten symmetrische Funk-
tionen in dem Variablen &, . ... &,. Damit schreibt sich (54)*

1}m Té(i) (x>:/Zn—r + ‘1} hn—r—l (x> + [2} /Zn—r—2 <x> too {%_T}) (56>

wobei die Koeffizienten {g} nach bekannten Bezichungen? die
Summe aller verschiedenen Produkte g-ter Ordnung der Variablen
Z,...&, sind (,total-symmetrische’ oder , Aleph®-Funktionen).
Offensichtlich hat man die Beziehung

"Nel-E g1 =" g} (57)
wo "lg} sich auf &, ... 4., "¢} sich auf &, ... & _, bezicht.
Damit gilt
(X—E-r) ! </ln—r <x> +r{1} }Zn—r—i (x) + T{Z} /Zn—r——‘».’ <x> +
+ n—r—1} 2y (x) +"{n—7})
= /Zn—(r—l) (x) + r—l{l} /Zn—r + T—l{zi /Zn—r—l el
+ r_l{n——r} g (x) r"l{n—(r—l)} —
- [an—(r—l) + an—rr{ll T @ r{2}+ Tt r{n_<7_1>}]'
Die eckige Klammer verschwindet jedoch. Multipliziert man
nimlich die Koeffizienten «, in die letzte Spalte der Zahlerdeter-

minanten der "{g} und fafit man die Determinanten additiv zu-
sammen, so ergibt sich im Zihler

! Nullen im Symbol { /} sind wic @iblich unterdriickt.
? Enzyklopidie der math.Wiss., Leipzig 1898~1904, Bd. I p. 465 oder Little-
wood, Theory of Group Characters, Oxford 1950, § 6.
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I,1E1z§~-£§—2]v(a1)‘
|1 &, iz...i§*2zv<ag>{
I .

|
S L l
1 & & ETNE) |
Wwo N(£v> = an—(r—l) Ec_l + an—r EC + e + ‘E\rf iSt'

Wegen P (£,) = o wird damit die letzte Spalte zu einer Linear-
kombination der »—1 vorhergehenden. Also hat man nach Mul-
tiplikation mit x—&, denselben Ausdruck (56) fir »—1 statt ».
Multipliziert man weiterhin mit x—&_ |, so hat man nur oben »

durch »—1 zu ersetzen, usf. Schlielich gelangt man nach Mul-
tiplikation von x—&, zu dem Ausdruck

/Zn—l (’L’) + ‘21 }Zn—‘l (x) + Ei /Zn—ﬁ (x) e + E;l_l »

was nach (48) identisch ist mit P;(x) = —f_L?— .
1
Damit ist gezeigt
ilin’:o’"Q—(i) (@) = Pra,.. + (x), (58)
WO : . P (x)
Pl? LT (x) - (x—E)) (2—Ey) ... (x-—EJ : (59)

Zur praktischen Gewinnung der Iterationspolynome "0 (%) be-
nutzt man zweckmiBig, dall die mit (49) bis aufs Vorzeichen
identische Determinante

I U'i—‘-f—? a‘i+r—1 L O('i.+1 (Xi Q(l) l(x)
T N T TN €3
' ' o ' (60)
’ i+r—2
Hisopg Xigorg--- Figpg %igp o Q(I_” 1)(96)
| igarg Fiperg e Fipree %y QO (x)

bis auf einen (belanglosen) Faktor iibereinstimmt mit der zusam-
mengesetzten Determinante
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(61)

(i)
|{ Ojyp—g Ffpr—t - %pr % Lijpp—t - %ipr % Q™ (x)
(i+1)
[Cigp—1 %pr - o- %42 Fiyg Higp oo Oyg gy O €9)
(i+r—2)
| Oipor g Ciqor 3 Kigp g Ko | | Kipop g Fipp Oy o0 (%)
. (i+1)
Oipr—1 Fgr v oo %ipa %Kiy Hjpp oo Cpa Oy O (%)
(i+7r—2)
%iiora Figor—s o %iprg %ppo| | %ipar—s  %ipr—1 %jpr—a & €3]
(i+r—1)
Liror—3 %jpor—g - Xipp  Fjpp1| | Fpor—2 Oip—p Oiyp1 @ ()

und damit rekursiv durch fortgesetzte zweireihige zusammen-
gesetzte Determinanten aufgebaut wird. Dieser Aufbau bedeutet
aber, daB3

0 = (f'g® — =15+ | Normierungsfaktor  (62)

ist und daBl man durch (»—1)-malige Bildung der normierten
Differenzen (« Cross-multiplication» von Routh) "Q® erhilt.
Die Bildungen in (62) erinnern formal stark an die wieder-
holten Quotienten-Differenzen-Bildungen in dem Verfahren, das
H.Rutishauser unter der Bezeichnung ,,g Z-Algorithmus vor
kurzem mitgeteilt hat!. In der Tat sind die Polynome "0 (x) den
Niherungszihlerpolynomen der Kettenbruchentwicklung von

%i+1

OV | Py = - +

ol o u s , (63)

proportional, vgl. (12).

Wir kénnen uns mit dieser Andeutung des Zusammenhangs
mit dem ¢ -Algorithmus um so mehr begniigen, als unsere Ten-
denz anders als die von Rutishauser in seinem nicht aus-
schlieBlich auf die Nullstellenbestimmung von Polynomen aus-
gerichteten Verfahren ist.

La, a. O.
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Wir betonen, daf3 wir die hergeleiteten Formeln zur Abtren-
nung mehrerer Linearfaktoren nur beniitzen wollen, um Null-
stellen gleichen Betrags zu eliminjeren, d. h. nur, wenn die direkte
(quadratisch konvergente) Methode der abgekiirzten Iteration
mod. £ (x) nicht oder nur sehr schlecht konvergiert. Sobald bzw.
solange dies der Fall ist, entsteht nur eine geringfiigige Aus-
1oschung von Ziffern.

3.3. Approximation des Polynoms fiir die abgetrennten
Nullstellen

Das Polynom S;,  ,(x), das die abgetrennten Nullstellen
1. ... & enthilt, erhdlt man durch Division von Py,  ,(x) in
P(x). Im Grunde liuft das darauf hinaus, dafl die Koeffizienten
von Sy, , (%), die bis aufs Vorzeichen (elementare) symmetri-
sche Funktionen der Variablen &; . ... &, sind und in der Gestalt
(35) durch {1"}, Z=o0 ... 7—1, bezeichnet werden!:

R €t 1 E e o L it L E SRS L PINCEY

sich in Determinanten aus Gréflen {g} ausdriicken lassen. Die
Gleichung von Jacobi? und Trudi® besagt, dal3

i feb o fee) P
ol J1] -+ i3] 2] b1
o lo}... {h—4} {h—3} -2}

W= ©3)

RAN

o ol f

0o o0... o© lo il

ist. Eine unabhéngige Berechnung der Koeffizientenvon Sy, .(x),
wie sie in Jacobis* Erweiterung der Bernoullischen Methode
mittels des Ausdrucks

1 Ubliche formale Potenzschreibweise mit der Bedeutung
A=fomr fa=1 fasre-fr=o0.
2 De functionibus alternantibus, Werke Bd. 3.
3 Gi. di math. 3 (1863).
1 Observatiunculae, Werke Bd. 3. Durch Aitken, Proc. Roy. Soc. Edin-
burgh 46, (1926) 289 wieder in die numerische Praxis eingefiihrt.
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|
by Oy Ojpg  «ne O

i it+r
%ipr %ipp Koy e Oy
1
Sys...r(x) proportional lim [ - ) . . | (642a)
i—oo | |
I‘7-1'+r—1 Ljop Ly v Lo g
1 x 2 v x ‘

{

erfolgt, eriibrigt sich hier. Auf Grund der Beziehungen am An-
fang dieses Abschnittes bestitigt man {ibrigens leicht, dal (64a)
auf (64) fihrt.

3.4, Zusammenhinge mit Interpolationsformeln

Zur Bestimmung der Nullstelle kleinsten Betrags kann man
das Verfahren mit x"-P(;lr*) durchfithren. Kennt man schon

cinen Niherungswert 8, so ist es natiirlich vorteilhaft, durch Ver-
schiebung des Nullpunktes um den Wert 8 diesen Umstand nutz-
bar zu machen. Wir wollen der Vollstindigkeit halber zeigen,
daf3 dies auf bekannte Interpolationsformeln zur Nullstellenbe-
stimmung fiihrt. Sei gegeben das Polynom U(x), so setze man
also

Uy () = Ulx + ) (66)

und, wenn ¢, das konstante Glied von Ug(x) bezeichnet,

P = —— U, (%)- (67)

n

Sind x4 . . x,, die Nullstellen von U (x), so sind

1

xi_s- = Ei; (68)
die Nullstellen von 2 (x), die es zu bestimmen gilt. Man beginnt
zunichst wie bei der Iteration mod. 7 (x) oder der Bernoulli-
Eulerschen Rekursion, beniitzt aber frither oder spiter die er-
haltenen Niherungswerte, um damit durch eine Nullpunkt-
verschiebung ein neues Polynom herzustellen, worauf man von
vorne beginnt.
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Die abgekiirzte Iteration ist somit nicht nétig, da man im allge-
meinen jeweils nur wenige Schritte der Iteration mod. 2 durch-
fiihren wird. Damit kann man auch mit QY = 2’(«x) beginnen
und wir werden nur diesen Fall betrachten, der (vgl. § 4) bekannt-
lich bei mehrfachen Nullstellen besondere Vorziige hat. Es wird
o; = s5;, wo s; die algebraischen Potenzsummen sind, mit Ge-
wichten X, d. h. mehrfache Nullstellen in ihrer Vielfachheit X

gezihlt. Brauchbare Néherungswertez fur £,, woraus sich Nihe-

rungswerte & =38 -+ 7 fir x, sofort ergeben, erhilt man in der
Form
1 $i

— = - , L=1,2, ...
£ Si+1

; (69)

die Wahl 7 = o stellt ein offensichtlich zu grobes Verfahren dar,

Die Tendenz zur Konvergenz setzt bei diesen Interpolations-
vorschriften dann ein, wenn 8 eznzer Nullstelle wesentlich niher
kommt als alle anderen. Nur reelle Nullstellen kdnnen approxi-
miert werden. Verwendet man dagegen die Formel von Jacobi fiir
»= 2, so erhilt man eine quadratische Hilfsgleichung in der Form

T Si+1 Site |

Sit1 Sitve Sit+s | =o 7=
(1)2 (1)

= = 1
| \& g

bei der die Tendenz zur Konvergenz bereits einsetzt, wenn 8 zwes
Nullstellen wesentlich ndher kommt als allen anderen. Nunmehr
approximiert die Hilfsgleichung auch einen zu einem komplexen
Paar gehérigen quadratischen Faktor. Man kann sich entschei-
den, welches der beiden Vorzeichen man heranziehen will.

Den erwihnten Zusammenhang mit bekannten Naherungs-
vorschriften erkennt man, wenn man beachtet, dafl wegen

R (70)

sy = E— sund UB) = (d—wn) (b —xy) ... (3—xy)

— 5 =U(®)JUB) = —d§ In U (3) (71)
K,
(x, —8)

—(Gi—1)ls, = (%) In U(3) ist. (72)

und ferner wegen
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Mit diesen Werten flr s; wurde (69) fiir z = 1 bereits von
Schroder! angegeben. (70) fir 7 = 1 hat kiirzlich M aehly? mit-
geteilt. Er erhilt sie durch die Forderung, da8 die Giite der Kon-
vergenz von der Vielfachheit der Nullstellen nicht abhangen soll —
die Laguerresche Formel hat bekanntlich diesen Nachteil
noch. Da aber bei mehrfachen Nullstellen die Gewichte von der
Vielfachheit X, abhingen, ist es von unserem Standpunkt aus
nicht {iberraschend, daB3 diese Forderung bereits zu einer Bezie-
hung fiihrt, die selbst fiir die wesentlich allgemeiner definierten
o; noch gilt. Maehly findet eine kubische Konvergenz seines
Verfahrens, wegen der Einzelheiten kénnen wir auf eine an-
gekiindigte Arbeit verweisen.

§4. Mehrfache Nullstellen

P (x) sei nunmehr ein Polynom mit nicht notwendig einfachen
Nullstellen, die Nullstellen seien £, &,, .. ., &, mit den entspre-
chenden Vielfachheiten K4, K, ..., X,

7
T

DK, =mn.

1

Neben den Eigenfunktionen P, (x), v = 1 ... 7, des Operators x
mod. P (x) gemidB (18a), (20) gibt es zu jeder mehrfachen Null-

(e)
stelle noch K, — 1 Hauptfunktionen jpDv (x), definiert als

(]
R,(x)zp(x)/(x—iv)p“, p = I"'Kv_lr (73)

die die Bezichung erfiillen:

(e) (e) (p—1) ()
P,(x) x=EP,(x)+ P,(x), P,=P,. (73a)

VE.Schréder, Math. Ann. 2, 317 (1870). Durch Spezialisierung kann man
aus der Formel fiir 7 = o die Newtonsche Vorschrift erhalten, ebenso aus (70)
fir i = o die Laguerresche Formel.

2 H.J. Maehly, Z. angew. Math. Phys. 5, 260 (1954). Herr Maehly hat
uns in einem Kolloquium iiber seine Ergebnisse berichtet und sein Manuskript
ibersandt, wofiir wir ihm herzlich danken,
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] (&) (K1) (0) (1) (Kr-1)
Im System der P, P ,... P, Py, Py, ..., ...., P, wird also

der Operator x dargestellt in der kanonischen Form

A(lK‘)
Ag Ko}

& = S I (74)

A(TK’“)J

WO
AED =1y

(75)

1 &
ein K -reihiger irreduzibler Bestandteil ist.
Fiir ein beliebiges Polynom Q) (x) vom Grad » —1 oder ge-
ringer gilt bekanntlich stets die Partialbruchzerlegung
(76)
) (1) (K1—1) (0)

0 () & -
Py ik T r)Kw1+ = &>+ (w— a>Ka+

aus der folgt, daB O im System der Eigen- und Hauptfunktio-
nen dargestellt werden kann in der Gestalt

0 (0) (K,—1) (1) (K,—2) (K,—1) ()
OV (x) =¢; Pr(x)+e P4+ Py (x) +
0) (K.—1) <77)
+toey Po(x) 4 -0
Aus (14) und (73a) ergibt sich firp = o0 ... K —1
()
P\, (x) <X

=”};.(F§3(x)+(f) 1—1P<x>+( )a—zP @+ (78)

(2) gi=s P, (2) mod. P(x).
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Damit wird

09 (x) = x* Q¥ (x) mod. P (x)

(K1) - (Ky-2) (K,-3) (0) 7 (0)
[6 Ei e 1—1 +e, 2 siufe (K ) ri-K,+1| P, (x)
w1/ =y N

v v v
(K,-2) ; (K —3) o[ 7 i 1 W
+ gv v AR ev K,_z) CJ?.—I(V‘!-? Py (x)
u (Ky=3) QNI 1e
“ v 2 z . q
:24 + [ e, 53 ERE e (Kv—s) a}:KV‘H Py (%)
y=1 |

...........................
........................

0y (K1)
+ 8 P (x) (79

Dabei ergeben sich die Gewichte ﬁz‘:,) nunmehr zu

® P Q(O) (x)
. 1 1 d LA
“ xl-l;rgl ol g2f (K, (80)
P, (x)

Fiir Q% ist eine (46) entsprechende Darstellung vorteilhafter.
Ls gilt zundchst

(o) =
Py(2) = o1 <x>+(9§1)€vhn-p_2 )+ (” )i"'“/lo@ (81)

Denn man hat

s Bt [ ) e {5 et
e st s

2 -1 e e
oo

(-1
RAOECICE
o!

P (¢ ) verschwindet jedoch fiir p =0 ... K,—1, und damit er-
fullt (81) die Definition (73). Nach kurzer Umformung ergibt
sich, dal3 (46) weiter gilt mit

21 Miinchen Ak, Sb. 1954
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ro(Ky=1)  (Ky=2) 7\ K= (4\ .
=3 T e T w0

v=1
® z i~ K, +1
.
+ e \g, ) BT

Selbstverstindlich erflillen die so definierten a; immer noch die
Bernoullische Rekursionsformel, was man auch unmittelbar
nachpriift.

Wihlt man als Ausgangspolynom Q) = 1, so ist jedenfalls

nach (8o) (é)j == 0. Man erkennt, dall die gew&hnliche Iteration
mod. P (x) fiir mehrfaches &; zwar noch konvergiert, falls|£,| >|&,/,
aber in der Grenze nur logarithmisch und damit véllig ungenii-
gend. Bei abgeklirzter Iteration ergibt sich statt quadratischer
nur noch lineare Konvergenz. Gliicklicherweise kann man aber
mehrfache Nullstellen wie bisher einfache Nullstellen gleichen
Betrags behandeln. Die Konvergenzergebnisse in § 3 bleiben im
wesentlichen unverdndert. Um dies zu sehen, denke man sich die
dortige Diskussion mit 7z Unbestimmten &, gefiihrt. Bei festge-
haltenem Ausgangs-Polynom Q) kommt es dann auf das Ver-
halten der Gewichtsfaktoren ¢, beim Grenziibergang der einge-
setzten numerischen Werte zu zusammenfallenden Nullstellen an.
Eine eingehendere Untersuchung zeigt, dafl das Nichtverschwin-
den des als ¢{” bezeichneten Grenzwertes notwendig und hin-
reichend ist. Fiir die Wahl Q' = 1 ist diese Bedingung aber er-
fiillt.

Besondere Vorteile bietet nattirlich, wie seit Lagrange bekannt
ist, die Wahl Q© = P (x), wobci trivialerweise ¢ — X,
(21 =ofirp =0... K, , wird. Es wird also nur der Raum der
Eigenvektoren aufgespannt, es gibt keine Elementarteiler-Kom-
plikationen. Wir haben gelegentlich auf den Vorteil dieses Um-
standes hingewiesen, so in 3. 4. Bei Durchfithrung der abgektrzten
Iteration ist es jedoch nicht méglich, mit Q) (x) = P’ (x) zu begin-
nen. Eine abschlieBende Multiplikation mit 2’ (x), vgl. 2.4, bringt
bei mehrfachen Nullstellen einen Stellenverlust durch Auslo-
schung mit sich, wie man aus (79) erkennt. Im Ubrigen ist wegen
(101 = 0 die Abtrennung aller & Nullstellen £; durch den Proze3
der «cross-multiplication» nicht méglich.
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Zwar flihrt, wie man ebenfalls an der Gestalt von (79) unmittel-
bar sieht, auch ein erneuter Gesamtschritt der abgekiirzten Ite-
ration zu einer ungefdhr ebenso grofBlen Ausléschung; zu einer
um so stirkeren, je weiter die Iteration fortgeschritten ist. Im
allgemeinen konvergieren jedoch die durch fortgesetzte «cross-
multiplication» gebildeten Iterationspolynome Kp® | bevor es zu
einer nennenswerten Ausléschung kommt.

Es wird kaum nétig sein, zu bemerken, dal} exakt zusammen-
fallende Nullstellen bei einem numerisch gegebenen Polynom
unwahrscheinlich sind. Unsere Uberlegungen sind deshalb eher
dafiir gedacht, erkennen zu lassen, was im Falle sehr nahe be-
nachbarter Nullstellen eintritt — in dem Fall, in welchem auch
cine Abtrennung etwa durch den Euklidschen Algorithmus
zwischen P'(x) und P(x) dulerst problematisch ist.
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