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Bemerkung iiber Galois-Verbindungen

Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Otto Haupt am 7. Oktober 1955

In der Literatur erscheint der Begriff der Galois-Verbindung
als eine ordnungstheoretische, axiomatische Verallgemeinerung
der Polaritat im Sinne von G. Birkhoff;! inwieweit aber diese
Verallgemeinerung {iber den Ausgangspunkt hinausfiihrt, wird
nirgends erértert. Die Sachlage klirt der nachfolgend bewiesene
Isomorphiesats :

Jede Galois-Verbindung ist einer Verengung einer Polaritit
isomorph.

Da es cin ecinfaches Verfahren gibt, das gestattet, bei vor-
gegebener Polaritit jede mogliche Verengung zu konstruieren,
so steht cinem rein konstruktiven Aufbau der Galois-Verbin-
dungen nichts im Wege.

1. Zum Beweis des Isomorphiesatzes sei an die fraglichen
Definitionen erinnert.

Sind A, B zwei Mengen und bezeichnet aré eine Relation
zwischen den Elementen @ von 4 und & von B, so ist damit eine
Polaritit (A, r, B) erklirt als das Paar von Abbildungen

X—>X*¥=1{:6< B und aré fir alle a & X},
V- VYt={a:aE A und aréb firalle b € Y},

wodurch jedem X & A4 ein X* C B und jedem ¥ & B ein
¥* < A in cindeutiger Weise zugeordnet wird.

Zwei Abbildungen p — p*, g — g+ zweier teilweise geordneter
Mengen P und Q inecinander (p* & Q und gt € P fir alle
? € P und ¢ € Q) bilden eine Galois- Verbindung (P, %, Q, +),
wenn dabei gilt:

(1) Wenn p, < p,, dann pf > p¥; wenn ¢; < ¢,, dann gf = g7

! G. Birkhoff, Lattice Theory, 1948, New York; S. 54.
Miinchen Ak. Sb, 1955 22
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(2) Stetsist p < p**+ und ¢ = g%

Es hat Jiirgen Schmidt? bemerkt, dal3 die Forderungen (1)
und (2) mit der einzigen

(3) # < ¢t dann und nur dann, wenn ¢ < p*

dquivalent sind.

(P, %, Q' +) heillt cine Verengung der Galois-Verbindung
(P, %, Q, 4), wenn P’ © P, Q' € @ und fir die Bildmengen
P'* und Q'* gilt: P'* < Q', Q'+ < P'.

Es ist klar, daf} jede Polaritit eine Galois-Verbindung und
jede Verengung einer Galois-Verbindung wieder eine Galois-
Verbindung ist.

Die Gesamtheit aller Verengungen ciner Galois-Verbindung
(P, %, O, -+) liefert die folgende Konstruktion:

Es sei Py & P und @, & @ beliebig gewiahlt. Man bildet

oo oc
P/ - m 'Pn’ Q’ = m Qn!
- n=0
wobei 2 die gréBte Teilmenge 7" von £, | ist mit 7% © Q, _;;
analog ist O, erklart, z =1, 2, 3, .... 2" und Q' erfillen ersicht-
lich die Bedingungen fir eine Verengung; ist im ubrigen (7, #,
Qp +) selbst schon eine Verengung von (P, %, @, ), so ist
P =7y, Q = @, Man erhilt also auf diesc Weise alle Ver-
engungen der vorgegebenen Polaritit.

Schlieflich sei bemerkt, dal} es Galois-Verbindungen gibt, die
zu keiner Polaritit isomorph sind. Beispiel: P = {1, 2, 3} = 0
mit den Ordnungsrelationen 1 <2 <7 3; die Abbildungen seien
p—p* =3, g — g7 = 3 fur alle p und ¢. ks liegt cine Galois-
Verbindung vor. Da es aber keine Potenzmenge PZ mit der
Michtigkeit 3 gibt, so gibt es auch keine Polaritit, die mit der
konstruierten Galois-Verbindung isomorph wiére.

2. Nun sei (P,*, Q, +) die vorgegebene Galois-Verbindung,
die als isomorph mit einer Verengung einer Polaritit nach-

2 Jiirgen Schmidt, Beitrige zur Filtertheorie II, Math. Nachr. 10 (1953),
S. 205.



Bemerkung iiber Galois-Verbindungen 283

gewiesen werden soll. Wir definieren zwischen den Elementen
von P und @ dic Relation ¢ durch

pog dann und nur dann, wenn p < ¢% und ¢ < p¥,
und dazu die Polaritit (2, o, Q) mit
X X% =149 Qund pog firallep € X}, X <P,
Vo Y ={p:p = Pund pogfiralleg e V), V< Q.

Hieriiber gilt nun: Ist p € # und setzt man p = {z:z2 € P und
z < p}, so hat man wegen (3) p* = {g:¢ € Q und ¢ < z* fiir
alle z € p}. Da aber bereits “aus g < p* folgt p < g, also
z < gt fir alle z € p, also ¢ < z* fur alle z & p, so durfen
wir schreiben p™*) = {—q:q € Qund ¢ < p*) =_pf. Genau so be-
weist man die Gleichung ¢ = ¢ .

Daher existiert dic Ve:engun—g_(f, (%), Q, (-F)) der Galois-
Verbindung (P2, (%), PQ, (+)), d. h. der Polaritit (P, o, Q), auf
die Teilmengensysteme 2 aller p bzw. Q aller ¢. Da der Mengen-
verein 2 bzw. Q zu P bzw. Q_isomor_ph ist, ,:o ist vermoge der
obigen Gleichurtgen die gegebene Galois-Verbindung (£, %,0,+)
isomorph zur eben genannten Verengung der Polaritat (P, 0,0),
W. Z. Z. W.

3. Trotz dieses Isomorphiesatzes ist die unmittelbare Er-
zeugung von Galois-Verbindungen auf anderen Wegen als durch
Polaritaten keineswegs uberfliissig; denn in vielen Fallen diirfte
es umstindlich sein, auf die durch den Isomorphiesatz ange-
gebene Darstellung mittels einer Polaritit zurtickzugehen. Hier-
zu sei als wichtiges Beispiel genannt die Hiillen-Kern-Konstrik-
tion einer Galois-Verbindung; sie geschiecht nach folgendem
Muster:

Es sei (4, <) eine teilweise geordnete Menge und in A4 seien
unabhiingig voneinander eine Hiillenoperation®?®, x — 2*, und

® Siehe 1. ¢.1, | closure operation** S. 49.
* G. Aumann, Uber Hillen- und Kernbildungen auf Verbinden, J. f.
reine und angew. Math. 191 (1953), 50~53.
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eine Kernoperation x — x*, v & A, definiert. Man geht iiber
zu A", der Menge aller Hiillen #”*, und zu 4% der Menge aller
Kerne z*. Bezeichnet [4”] die invers geordnete Menge A% so ist,
wie man leicht bestitigt ([A4"], &, A* /%) eine Galois-Ver-
bindung.?

5 Der zu jeder Galois-Verbindung gehorige Isomorphiesatz (siehe 1. c.},
S. 56, Theorem 10) gestattet hier auch cine Auslegung ohne Ubergang von
Ak zu [A"]; vgl. hierzut, wo sich auch wichtige Beispiele finden.
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