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Quadratische Approximation von Adiabaten

realer Gase
Von Johann Miinch in Miinchen
Mit einer Abbildung

Vorgelegt von Herrn Robert Sauer am 4. Mai 1956

§ 1. Einleitung

Fiir die Lésungen der Wellengleichung der eindimensionalen,
nichtstationiren, isentropischen Stromungen idealer Gase mit
der Druck-Dichte-Beziehung p = const - p* hat Riemann! be-
kanntlich eine Integraldarstellung mit hypergeometrischen Funk-
tionen angegeben; die Beschrinkung auf den Fall n-atomiger
Gase liefert explizite Losungen. Sauer? hat gezeigt, dal3 diese
Lésungen nicht nur fiir die idealen Gase gelten, sondern auch
fiir hypothetische Gase mit allgemeineren Druck-Dichte-Bezie-
hungen, und auf die praktische Anwendung dieser Fille zur Ap-
proximation von Strémungen realer Gase mit belicbigen Adia-
baten hingewiesen.

Hier wird gezeigt, dal} sich fur diese und fiir weitere mittels
Molenbroek-Transformation entstehende hypothetische Druck-
Dichte-Beziehungen die Riemannsche Funktion zu einer Legen-
dreschen Funktion oder einer Besselfunktion spezialisiert. Ferner

1 B. Riemann, Gesammelte mathematische Werke; Leipzig 1876, S. 145
bis 104.

22 R. Sauer, Elementare Losungen der Wellengleichung isentropischer
Gasstrdmungen; ZaMM 11/12, 1951, S. 339~-343.

2b R, Sauer, Anfangswertprobleme bei partiellen Differentialgleichungen;
Berlin 1952, S. 143-146.

3 W. Miiller, Gasstromungen bei quadratisch angeniherter Adiabate;
Diss. TH Miinchen, 1953.

W. Miller, Hodographenmethode der Gasdynamik bei quadratisch appro-
ximierter Adiabate; Sitz.-Ber. Bayer. Akad. Wissensch. Math.-naturw. KL
1953, S. 313-330.

4 Minchen Ak. Sb. 1956
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werden diese Sauerschen Adiabaten bezliglich ihrer praktischen
Anwendung zur quadratischen Approximation von Adiabaten
realer Gase diskutiert.

Fiir den Fall der zweidimensionalen, stationdren, isentropi-
schen Gasstromungen hat Miiller® eine Reihe von Sauerschen
Adiabaten hergeleitet, die eine quadratische Niherung der realen
Adiabaten erlauben.

§ 2. Nichtstationire eindimensionale Stromungen

Das Geschwindigkeitspotential @(x, #) der eindimensionalen,
nichtstationiren, isentropischen Gasstrémung mit der Druck-
Dichte-Bezichung p = p(0) geniigt der hyperbolischen Differen-
tialgleichung

Qo (@ — D) — 290, 00— 9 = O, (1)
in der x die Ortskoordinate, # die Zeit, & die Schall- und ¢, = «

die Gasgeschwindigkeit bedeuten.
Zur Abkiirzung flihren wir die Gré8en

?

" d 1 2
A:J;Igr Q:3‘<P3+(P:,R=¢’;+%
2o

mit p, = const ein. Es ist

a 74
a_zd_i,dgz__Tiﬁ: ~—add.

54
»

Die Schallgeschwindigkeit « ist als vorgegebene Funktion von
2, also auch von 4 oder von Q zu betrachten.
Die Stromfunktion p (x, #) 148t sich durch

0 =100%, 08 = — 0¥,

mit oy = const == o einflihren. Diese geniigt der hyperbolischen
Differentialgleichung

(2) Ve @@ — ) + 2 v, v, — iy, = o,

in der « als Funktion von y, zu betrachten ist.
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§ 3. Linearisierung mittels Legendre-Transformation
Die Legendre-Transformation
U= Qg = Qo) = ux Fgl—pix = [, 0=,
bzw.
VE Y, WY, g = 0x F Wty X =g, =g,

fiihrt die nichtlinearen Gln. (1) und (2) iiber in die linearen Dif-
ferentialgleichungen

Jog @ —u) f2uf,,—f,, =0 a=al+2q) (3)
und
gww(az’uz' —702)—22}7Uguw_~7j2gvy =0, a= d(?}). (4)
Nach Transformation der Gln. (3) und (4) auf die charakteri-
stischen Variablen
22
}z tut A, u=~4A—u A=AQ) =14+np
2u)
erhilt man fir f(4, x) die von Sauer2®® behandelte Wellen-
gleichung

fi./t _'}— I.ZIaa‘(fl _L.][,u> =0 (S)
und fir g(4, u) die Wellengleichung
gl;t+7a2_al (gl +gp> = 0. (6)

In diesen beiden Gleichungen ist a als Funktion a(d4) =
a (A + p) aufzufassen. Der Strich bedeutet die Ableitung nach
dem Argument 4 = 4 - u.

§ 4. Linearisierung mittels Molenbroek-Transformation

Durch Auflésen der aus den Definitionsgleichungen fiir das
Potential ¢ und die Stromfunktion y folgenden Beziehungen

dop = udx + qdt, dy = ;’— (dx — wudt)
0
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nach dx, dt erhilt man
a’x:—;?‘ (ua’(p—{—i" qdy)), dt = (a’tp— : ua’tp) N

Unter Voraussetzung einer umkehrbar eindeutigen Zuordnung
von #, ¢ und %, A kann man x, # und @, y als Funktionen der
charakteristischen Variablen A, g auffassen. Durch Einsetzen
von

dx =z, dA +x, du, dt = t, dA + ¢, dp
dy = @, dA + @, du, dy =1y, dA vy, du
in Gl. (7) ergibt sich

1 1

X5 = R (u(pl + %D— 9‘/’1): X, = R (u(p,u + % 71/’,1)’

, . ) . ©)
0
£ = = ((pl—7zmp,1), Z, :f((pﬂ —?" uz,ul,).
Unter Beriicksichtigung der Differentiationsbezichungen
1 da _Pa_ba 2Q_ 90 __ 9 90) — 9 (o)

G =IA T 6 eprar on - PEai\e) T eu\o | T T ap

oR _ dq oR _9g

T Gt T T T
liefern die Integrierbarkeitsbedingungen x;, = x,,, #;, = #,; der
Gln. (8)

Q »
Y= a—z (@ — R) v,
©)

P =y (@ + R),

und die Integrierbarkeitsbedingungen ¢, , = @,;, ¥;, = ¥,; der
Gln. (9) schlieBlich fiir ¢ (4, ) und (4, u) die Differentialglei-
chungen
a +1 [R+au . R—au
¢).,u 4l_ 2a '(R-—Aau ¢}. N R+(llé {Plt) =0 (10)
und

+
1/)1/1 - “ (7/)) 1/)/1) = 0. (11)
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§ 5. Spezialisierung zur Darbouxschen Differentialgleichung

Ein Spezialfall der Gln. (5), (6) und (11) ist die Darbouxsche
Differentialgleichung
(23 + 5,) = 0. (12)

‘g}.;l 7 _}_‘u

Fir ihre Losungen hat Riemann®® bekanntlich eine Inte-
graldarstellung mit der hypergeometrischen Funktion
Car oo [ A . e A=) (p—p)
ROy ¥y ) = (o i ) F( s vg — G 00
angegeben. Diese Riemannsche Funktion 1aBt sich mit Hilfe
einer Legendreschen Funktion 1. Art etwas kiirzer in der Form
oo [ At u A—2) (n—n')
R 2oy = e |42 G
schreiben. Im Falle ganzzahliger # lassen sich allgemeine Losun-
gen der Wellengleichung (12) mit den hinreichend oft diffe-

renzierbaren, sonst aber weitgehend beliebigen Funktionen Z ()
und M (u) in der Form

= L) - M) — T L) M) fie e = -
2= LA+ Mu) fir 2 = o
e L)+ M) s
2= b [“ T firn=1,2,...

explizit angeben.
Durch die Bedingung

1—a 7
2a = i+ ,u' <1 3>
spezialisierte Sauer®® die GL. (5) zur Gl (12) und leitete dar-
aus die Druck-Dichte-Beziehung

2 v —
3 2\ vy
( ) (Q [)
Zo\v ] =—v e

p = /’0“*‘90(,,_1)%—02

. 2n
mit %:qnfz-}—o 1,2; 090
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her. Analog dazu fragen wir nach den allgemeinsten Beziehun-
gen p = p(p), fiir welche die Wellengleichungen (6) und (11)
in die Darbouxsche Differentialgleichung (12) ubergehen

Fir Gl. (6) hat man die Bedingung

a —1 ”n

Taa T Twa (15)

und man erkennt durch Vergleich der Gln. (13) und (15) sofort,
daB sie sich nur durch das Vorzeichen von # unterscheiden. Die
zur Gl. (6) gehorige Sauersche Adiabate erhilt man also, wenn
man in Gl. (14) 2 durch — # ersetzt.

Die Bedingung fiir die Spezialisierung von Gl (11) zur Dar-
bouxschen Differentialgleichung lautet

a +1 ”n

2a = T iip und daraus folgt ¢ = — + ., T4
. d .
Mit A = Zi = Vagg erhilt man
a AZn g4
T und daraus g = . , 0 7 O.
0 1 gi+2n 1 gi42a" 50
cirg CTitza

Aus dp=ap dA=p,A *"dA ergibt sich p=p, -+ Q. gl—2n

1I— ”77
und nach Elimination von 4 aus den Darstellungen von p und p
findet man schlieBlich

R s (5_%)_ (16)

27 + 3 +

mit ¢ == L 1

1, 2; p¢ = O.

Wir betrachten nun noch die Sauerschen Adiabaten fiir die in
den Beziehungen (14) und (16) ausgeschlossenen Werte von z.
Den Fall % = 1, d. h. # = oo schlielen wir weiterhin aus. Fir
% = 2 und % = o treten an Stelle von (14) die Druck-Dichte-Be-
zichungen
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und an Stelle von (16) tritt fiir x = 2 die hypothetische Adiabate
? =20t 0oln (5—%) (19)

§ 6. Anwendung der Sauerschen Adiabaten zur quadratischen Appro-
ximation von Adiabaten realer Gase

Die im vorangehenden Paragraphen angegebenen Sauerschen
Adiabaten kann man dazu verwenden, um Stromungen realer
Gase mit beliebig vorgegebenen Druck-Dichte-Bezichungen
p = p(p) zu approximieren. Falls die vier auftretenden Konstan-
ten pg, 0, ¢, # alle von null verschieden sind (auBer den bereits
ausgeschlossenen Werten von x ist also noch % = 3 auszuschlie-
Ben), erméglichen die Sauerschen Adiabaten eine Approxima-
tion zweiter Ordnung, d. h. die drei Parameter pg, 04, ¢ einer
hypothetischen Adiabate lassen sich so wihlen, daB eine Uber-
einstimmung der Sauerschen und der realen Druckkurve p = (o) -
in einem Punkt g, ¢; und der Tangente und der Kriimmung in
diesem Punkt erzielt wird. Ist zum Beispiel

p = a0’ mit a, f = const &= o (20)

eine vorgegebene Druck-Dichte-Beziehung, dann wird ihr Kur-
venverlauf in einem beliebigen Punkt p,, ¢; durch die im fol-
genden angegebenen Sauerschen Druckkurven quadratisch ap-
proximiert. Aus den Gln. (14), (17) und (18) erhilt man mit
=3
2 (2 1 x—f\*
p=r+0b(35) 2 (3) 5 (0
(14")
" [((3 Blo—(x—F) oy ) =g 1"
(3—#) 01 4

P =P o(fl_ﬂﬂ)s [(.(3:5)9 ‘21(2'—ﬁ}gl )2 n

I _ (17)
e —prin (SR CoPR gy
— 27410 [(2(8=3)e— o)
P=01t g [( ﬁgl—,(ﬁ--S)O) * (18

0 g e = (5]
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und aus den Gln. (16) und (19) mit f 4= — 1

At 2 [B—3) (et fe2)o—(B+ 1) s\ —2 ,
p =G =30 J 7] oo
p=p+ b0 (19)

1 ﬁ+1 DB+ 1)0—Be

als Gleichungen der bezliglich der realen Adiabate (20) normier-
ten Sauerschen Adiabaten.

Mit den hypothetischen Druck-Dichte-Beziehungen (14) und
(16) kann man eine Approximation dritter Ordnung erreichen,
wenn man auller pg, oo und ¢ auch noch  als freien Parameter
auffalt. Gl. (14") geht mit % = f und Gl. (16') mit » = 2 — f in
die vorgegebene Gl. (20) Giber. Falls Gl. (20) die Druck-Dichte-
Beziehung des idealen Gases (f = 1,4) darstellt, haben wir im
ersten Fall n= 2 (zweiatomiges Gas) und fiir die Wellengleichung
(12) eine explizite Losung. Im zweiten Fall wird 2 = — 3 und
wegen P_,_ ;= P, 1Bt sich die Riemannsche Funktion mittels
eines Legendreschen Polynoms dritten Grades darstellen.

In der Abbildung ist ausgezogen der Kurvenverlauf einer vor-
gegebenen Druck-Dichte-Beziehung der Form (20) dargestellt;
dabeiist « = 1 und f = 7/; angenommen. Die Adiabaten a und b
erhidlt man mit #x = 3/3 (# = 1) aus den Gln. (16") und (14/), die
Adiabate e mit x = £ (# = 2) aus Gl. (16"). Die Gln. (17"), (18')
und (19") werden durch die Adiabaten g, 7 und % veranschaulicht.

Die Sauerschen Adiabaten (17), (18") und (19") ergaben sich
aus % = 2 bzw. »# = o; diese Fille fihren die Riemannsche
Funktion auf vollstindige elliptische Integrale! zurlck. Setzen
wir zur Abkiirzung

(A—=2) (p—p") o 1]
G 0w T S

dann erhalt man fur » = 2

’ 7 At Y
R(A, p; M, p') = l/; +”/ P_y, (Cofn) =

=2V F (e t) k(e ).

1 A. Erdélyi1, Higher transcendental functions; Vol. 1; New York 1953,
S. 173, 7/9.
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Die bekannte Rekursionsformel

(v + )28, @ =0+, .0 +rP,_,(2)

und die Relation

. .
Py, (Gofy) =22 E(]/ 1 —e 1)

liefern nun fur alle Kugelfunktionen von halbzahligem Grad,
speziell fir die Funktion /), (Cof %), auf die der Fall » = o fihrt,
und damit fiir die zugehérigen Riemannschen Funktionen Dar-
stellungen durch vollstindige elliptische Integrale.

Von besonderem Interesse sind jedoch die hypothetischen
Adiabaten (14") und (16") mit solchen Werten #, fiir die sich ex-
plizite Losungen der Darbouxschen Gleichung (12) angeben
lassen (die Riemannsche Funktion reduziert sich dann zu einem
Legendreschen Polynom). Im Sonderfall #x = » = -— 1 speziali-
sieren sich die Gln. (14") und (16") zur selben Gleichung

_HGB=8 | app 40 3,
=038 Ta04p ((1+ﬂ)@1+(3—ﬂ)9) ’

sie ist in der Abbildung durch die Adiabate ¢ veranschaulicht.
Im bisher ausgeschlossenen Sonderfall % = 3, d.h. » = o
vermindert sich die Anzahl der Parameter auf zwei, und die zu-
gehorigen Sauerschen Adiabaten erlauben deshalb nur eine
Approximation erster Ordnung. Man erhilt an Stelle der

Gl (14"

T B
und an Stelle der Gl. (16')
p=ri+mb(1—2) (22)

als linear approximierende Druck-Dichte-Beziehungen, die in
der Abbildung durch die Adiabaten & und f dargestellt sind.
Die in der Literatur® schon 6fters angegebenen Gln. (21) und
(22) folgen aus den Gln. (14) bzw. (16) auch sofort mit 7 = ¢ = o.

1 Siehe S. 1 FuBnote 2a.
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§ 7. Zuriickfiihrung der Riemannschen Funktion

auf eine Besselfunktion

Ein anderer als der bisher behandelte Spezialfall der Gln. (5),
(6) und (11) ist die Differentialgleichung

2y, & 1/27’ (2, + zy) = 0 mity = const > o. (23)

Der Fall y = o ist identisch mit dem bereits im vorangehenden
Paragraphen behandelten Spezialfall # = o. Durch die Substitu-

tion z (4, ) = z* (4, i) exp ['—F sz 2+ ,u)] geht Gl. (23) diber in

z
4

* *
Z,— =g =o

mit der Besselfunktion

RGops Moy =Jo (i Vy G=2) (u—p)) = Lo (V'y h—2) (u— "))

als Riemannsche Funktion®?2.

Durch Spezialisiecrung der Gin. (5) bzw. (6) und (11) zur GL
(23) erhidlt man im ersten Fall

— e ,e—z2c 4 ¢ — A2
p=po+ L B L ) (24)
und im zweiten Fall
ﬁ:po"“%'l_gw- (25)

Aus diesen beiden Sauerschen Adiabaten erhidlt man mit
¢ = o den in § 5 ausgeschlossenen Sonderfall % = 1, d. h.
n = 00, was gleichbedeutend ist mit der Einfiithrung der konstan-
ten Schallgeschwindigkeit o = ]/]y' in die Gln. (5), (6) und (11),
die sich dadurch zur Gl. (23) reduzieren. Aus dp = a? Jp folgt

dann sofort

P =po+ (26)

1 Siehe S. 1 FuBinote 2z a.
?J.Hadamard, Legons sur la propagation des ondes; Paris 1903, S. 169
bis 170.
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Die drei Konstanten g, ¢ und y der Gln. (24) und (23) ermég-
lichen wieder eine quadratische Approximation einer beliebig
vorgegebenen realen Adiabate. Legen wir wieder die Gl. (20)
als Gleichung der vorgegebenen realen Adiabate zugrunde, dann
erhilt man mit g == 3

(ﬁ 3) o (ﬁ—3)9—(ﬂ o

i (e A,

(24")

ferner
— . Q=0 7
PENT2NP (e (257

als quadratisch approximierende Adiabaten, die durch die Kur-
ven / und £ in der Abbildung dargestellt sind, und aus Gl. (26)

p=p + ]52)15 (o—01) (26")

als linear approximierende Sauersche Adiabate, die durch die
Gerade 2 veranschaulicht wird.
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