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In der vorliegenden Untersuchung haben wir uns zum Ziel ge-
setzt, ein den Erfordernissen programmgesteuerter Rechenan-
lagen entsprechendes Verfahren zu entwickeln, das die Zerlegung
eines Polynoms (vom Grad #) in zwei Faktoren von den vorge-
schriebenen Graden 7 und » — ¢ leistet.

Man kann bei dieser Aufgabe zunichst daran denken, die
samtlichen Nullstellen zu bestimmen und dann die beiden Fakto-
ren aus Linearfaktoren aufzubauen — ein Vorgehen, das sowohl
verfahrenstechnisch als numerisch nicht véllig befriedigen wird.
Insbesondere kann hier beim Aufbau der Faktoren ein nicht zu
vermeidender Genauigkeitsverlust durch Ausléschung auftreten.
Unsere Untersuchungen ber die Bernoulli-Jacobische Methodel
fiihrten uns auf einen direkten, den Umweg Uber die explizite
Nullstellenbestimmung vermeidenden Faktorisierungsalgorith-
mus, der eine Zerlegung nach der GréBe der Betrdge der Null-
stellen leistet und (linear) konvergiert, wenn die gesuchte Zer-
legung eindeutig ist. Er basiert auf fundamentalen Beziehungen
zwischen den Polynomen "Q% (x), die in I eingehend betrachtet
wurden und die die euklidschen Reste? des Teileralgorithmus
zwischen P (x), dem vorgegebenen Polynom und x*Q (x) sind,
wobei O (x) ein weitgehend beliebiges Ausgangspolynom ist
(§ 1.

Zwei spezielle Durchfithrungen kommen fir die Anwendungen
vornehmlich in Betracht: der Faktorisicrungsalgorithinus, Re-
chenvorschrift B (§ 3), der unmittelbar die beiden Faktoren liefert,

1 Beitrige zur Entwicklung numerischer Verfahren fiir programmgesteuerte
Rechenanlagen. 1. Quadratisch konvergente Durchfithrung der Bernoulli-
Jacobischen Methode zur Nullstellenbestimmung von Polynomen. Sitz.Ber.
Bayer. Akad. Wiss. 1954, 275-303. Als I zitiert. -

Das Verfahren der abgekiirzten Iteration fiir algebraische Eigenwert-
probleme, insbesondere zur Nullstellenbestimmung eines Polynoms. ZAMP 7,
17-32 (1956). Als L a zitiert.

2 Vgl. die Druckfehlerberichtigung am Ende der Arbeit.
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und der Algorithmus der Treppeniteration, Rechenvorschrift A
(§ 2), der den Faktor mit den betragskleineren Nullstellen und
samtliche iibrigen Linearfaktoren (bzw. bei konjugiert-komplexen
Nulistellenpaaren die ihnen entsprechenden quadratischen Fakto-
ren) unmittelbar ergibt. Die Treppeniteration kann damit ins-
besondere auch zur simultanen Bestimmung einiger (betrags-
groBter) oder aller Nullstellen eines Polynoms dienen.

Faktorisierungsalgorithmus und Treppeniteration sind Spezial-
falle eines allgemeinen Algorithmus zur Mehrfachfaktorisierung
(§ 5. 4). _

Wie schon in I bemerkt wurde, stehen die Polynome ’Q(")(x)
(in dieser Arbeit aus typographischen Griinden mit 2% (x) be-
zeichnet) in engem Zuammenhang mit Rutishausers Q0-
Algorithmus. In der Tat ist die Treppeniteration mit diesem ma-
thematisch dquivalent, was selbstverstandlich nicht besagt, da@3
beide Verfahren numerisch gleichartig sind. Im Gegensatz zum
QD-Algorithmus ist die Treppeniteration (und der Faktorisie-
rungsalgorithmus) selbstkorrigierend. Die Treppeniteration er-
kauft das durch erhéhten Rechenaufwand pro Nullstelle; da sie
aber nicht zur Bestimmung a//er Nullstellen zwingt, ist sie in vie-
len Fillen aufwandsmiflig dem progressiven QZ-Algorithmus
vergleichbar. Insbesondere kann sie in Verbindung mit direkten
Verfahren zur Bestimmung des Sikularpolynoms einer Matrix?
zur Gewinnung einiger der ersten héheren Eigenwerte vorteil-
haft angewandt werden.

Treppeniteration und Faktorisierungsalgorithmus erlauben
auch in der Durchfithrung eine wesentliche Verallgemeinerung:
die Ausgangsniherungen brauchen nicht aus dem Schema der
euklidschen Reste genommen werden, zwischen den Iterations-
polynomen brauchen also nicht dreigliedrige Rekursionsformeln
zu bestechen. Damit kann irgendeine zur Verfligung stehende
Ausgangsniherung zum Start dienen (§ s).

Treppeniteration flir Polynome und Faktorisierungsalgo-
rithmus in voller Allgemeinheit sind der Rutishauserschen L R-
Transformation einer Hessenberg-Matrix dquivalent (§ 5.2), die

! Etwa das Danilewski-Verfahren, vgl. F. L. Bauer, Beitrige zum Dani-
lewski-Verfahren. Ber. Kolloqu. Rechentechnik Dresden 1955, im Druck.

12"
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sich fur den Fall der euklidschen Reste auf eine Jacobi-Matrix
(und damit die ZR-Transformation auf den Q2D-Algorithmus)
reduziert.

Wihrend im letzteren Fall im allgemeinen zur Aufstellung der
Startreihe Vorbereitungsarbeit zu leisten ist, entfillt diese Not-
wendigkeit im Spezialfall der Wahl von Q0 (x) = 1, die auch in I
eine Rolle spielte (§4.3). Fir die Bernoullische Methode hat
schon Flirstenau auf den Zusammenhang mit symmetrischen
Funktionen der Nullstellen hingewiesen. Rutishauser hat ge-
zeigt, wie flir den QD-Algorithmus daraus Nutzen zu ziehen ist;
unsere unabhingig entstandenen Uberlegungen fithren elementar
auf einige auch theoretisch erwahnenswerte Resultate (§ 4.2)
Gber ein Gegenstiick zu Jacobi-Matrizen und zum QD-Algorith-
mus, nimlich Matrizen der Gestalt M=V, — wo M, N untere
und obere Kodiagonal-Dreiecksgestalt (Stieltjesgestalt) besitzen -
und ihre LZR-Transformation. Insbesondere ist dic Frobenius-
matrix selbst von dieser Gestalt.

Der Faktorisierungsalgorithmus 148t sich im Flrstenauschen
Spezialfall am ecinfachsten als Dreieckszerlegung einer dem
Polynom zugeordneten rekurrenten Matrix formulieren (§ 4.4).

Essollnocherwihnt werden,dal3 auch die Bestimmung der nicht-
betragsgrofiten Nullstellen durch Treppeniteration stabil ist und
nicht mit dem Fortschreiten der Iteration zunehmenden Ge-
nauigkeitsverlust durch Ausléschung fiithrender Stellen zeigt.
Das letztere ist bemerkenswert, da auch unseren Verfahren (vgl
§ 5.2) implizit die Bildung von Minoren der Potenzen einer
(Frobenius-)Matrix zugrunde liegt, die schon von Perron (und
spater von Miintz und Aitken) betrachtet wurde.

Imtibrigenkann der Algorithmus der Treppeniteration auch auf
den Fall einer beliebigen Matrix (an Stelle der Frobeniusmatrix)
erweitert werden!, er ist dann der allgemeinen LAR-Transfor-
mation mathematisch dquivalent. Diese allgemeinste Treppen-
iteration fir Matrizen beruht auf Dreieckszerlegung der Matrix-
potenzen (§ 5.2); es leuchtet ein, dall die Dreieckszerlegung

! Siehe F.L.Bauer, Zusammenhinge zwischen ecinigen numerischen
Iterationsverfahrender linearen Algebra. Ber. Kolloqu. Rechentechnik Dresden
1955, im Druck.
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numerisch der bequemste Weg zur Bildung von Minoren ist. Die
Dreieckszerlegung kann als Orthogonalisierung an einem festen
Vektorsystem, nimlich den Spalten der Einheitsmatrix, auf-
gefalBt werden; offensichtlich stellt das die Stabilisierungsmal-
nahme dar und sicher eine bequemere als etwa die des Verfahrens
von Koch.

Ein Verfahren zur quadratisch-konvergenten Durchfiihrung
der ZR-Transformation (AP-Transformation) wurde von Rutis-
hauser und dem Verf. angegeben!, es kann selbstverstandlich
auch fiir die Frobeniusmatrix beniitzt werden. Es hat mit dem
QD-Algorithmus gemeinsam, dal3 es nicht selbstkorrigierend ist
und zwangslaufig die ganze Breite der Iterationspolynome bentitzt
und liefert; die selbstkorrigierende Treppeniteration kann jedoch
(als Nachiteration) unmittelbar angeschlossen werden. In seiner
numerischen Durchfihrung entsteht, im Gegensatz zur Treppen-
iteration, im Falle der Frobeniusmatrix indessen keine Verein-
fachung, so daB3 es im Rahmen der vorliegenden Untersuchungen
nicht weiter behandelt werden soll.

Einheitlichkeit und Ubersichtlichkeit der Rechenvorschriften
der Treppeniteration und des Faktorisierungsalgorithmus wirken
sich bei der Programmierung fir Rechenautomaten besonders
glunstig aus, die Durchfihrung erfordert angesichts der weit-
gehenden Unabhéngigkeitvon einer ,,guten® Ausgangsniherung,
der Selbstkorrektur und Stabilitit und der bequemen Ver-
probungsméglichkeit (§ 6) keinerlei Uberwachung. Die Verfah-
ren wurden fiir die PERM (Programmgesteuerte elektronische
Rechenanlage der Technischen Hochschule Miinchen) program-
miert und bei den Probeldufen dieser Anlage eingehend unter-
sucht. Es kann gesagt werden, dal} es sich um Verfahren handelt,
die ausgesprochen fiir programmgesteuerte Rechenanlagen ge-
eignet sind.

Die Faktorisierungsaufgabe trat vor zwei Jahren an uns heran
im Problem der Hurwitzfaktorisierung, das bei der Berechnung
von Filtern in der Nachrichtentechnik auftritt. Hier, wo die Fak-
torisierung so geschehen soll, daB alle Nullstellen des einen Fak-

»H. Rutishauser und F. L. Bauer, Détermination des vecteurs propres
d’une matrice, C. r. Acad. Sc. 240, 1680 (1955).
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tors links einer Geraden liegen und allgemein in jedem Fall, in
dem die Faktorisierung nach dem Innern und Aulern eines
Kreises geschehen soll, ist die Aufgabe durch eine gebrochen-
rationale Variablensubstitution auf eine Zerlegung nach Nullstel-
lenbetrigen zurtickfithrbar®.

Die Abfassung der vorliegenden Mitteilung hat sich durch
einige Umstdnde, nicht zuletzt weil die numerische Erprobung
auf der PERM abgewartet wurde, verzégert. Uber den allgemei-
nen Faktorierungsalgorithmus wurde im Oktober 1954 in einer
internen Institutsmitteilung und Juni 1955 auf der GAMM-
Tagung in Berlin berichtet, die Zusammenhinge mit der ZR-
Transformation und die Einordnung in die Verfahrensklasse vom
Bernoullischen Konvergenztypus, sowie weitere Einzelheiten
wurden in zwei Vortrigen auf der Rechenmaschinentagung in
Darmstadt, Oktober 1955 und auf dem Mathematischen Kollo-
quium in Dresden, November 1955 mitgeteilt.

Herrn Professor Dr. H. Rutishauser, Ziirich, danke ich fir
eingehende Diskussionen, die in Anbetracht der sich als eng
herausstellenden Zusammenhinge zwischen seinen? und meinen
Untersuchungen besonders fruchtbar waren. Herrn Dr. K. Sa-
melson, Miinchen, danke ich fiir seine Mitarbeit bei der numeri-
schen Erprobung.

§ 1. Fundamentalbeziehungen
zwischen den Iterationspolynomen Q% (x)

1.1. Zusammenhang mit Teil I und mit der Lagrangeschen Variante der
Bernoullischen Methode

Wir haben in I die Bernoullische Methode zur Bestimmung der
Nullstellen eines Polynoms P(x) vom (genauen) Grad » unter-
sucht und dabei die Variante von Lagrange? aufgegriffen. Nach

! Die Anwendung des Faktorisierungsalgorithmus zur Hurwitzfaktorisie-
rung wurde in einer gesonderten Arbeit behandelt: F. .. Bauer, Ein dircktes
Iterationsverfahren zur Hurwitzzerlegung eines Polynoms, Archiv el. Ubertr.
9, 285 (1955).

2 QD-Algorithmus: ZAMP 5, 233 (1954); 5, 496 (1954); 6, 387 (1955); 7,
104 (1956); eine Zusammenfassung erscheint bei Birkhiuser, Basel-Stuttgart.

L R-Transformation: siche p. 186 a. a. O.

31, p.278 a.a. O.
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Lagrange entwickle man den Quotienten Q¥ (x)/P (x), wo
O (x) ein beliebiges Polynom vom Grad z—1 oder geringer ist,
nach fallenden Potenzen

QO (x) X
P

as

+

a1 1 Q9 (x)
x 3 s

g xi,_;_}i. ) .(l.1za)

a

Die GréBen a;, die sodann der Bernoullischen Differenzen-
gleichung gentigen, dienen der Nullstellenbestimmung in be-
kannter Weise (Bernoullil, Jacobi? Aitken?). Die Restzihler
0% (x) sind Polynome vom Héchstgrad 2— 1, sie ergeben sich aus

QO+ D () = £ 0¥ () — 0, P()
und sind also durch die Kongruenz
09 (x) = 2 @9 (x) mod P(x) (1.16)

eindeutig bestimmt. Sie spielen in der Lagrangeschen Variante
keine selbstindige Rolle. Ihre tiefere Bedeutung wird beleuchtet
durch die Bemerkung (vgl. I. 1.3), dal3 (1. 16) nichts anderes ist
als eine Vektoriteration?

u® = g u®
mit der zu

Pry=+"+ayx 4. +a,

gehorenden Frobeniusmatrix

/

_al i 0...0
—ay o1!1...0
FLP()] = :
—a, ;0 0 ...1
—a, 0 0...0
und mit Iterationsvektoren
72
. U
) = it 2
Ug

1], p.277 a.a. O.
21, p.206a.a. O,
8 Wir betrachten hier, abweichend von I, Iteration an Spaltenvektoren.
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wobei
”

09(x) = 3 UDx

pn=1

Als Gegenstiick entspricht die Vektoriteration mit §* (vgl. I.
3.1) der gewdohnlichen Bernoullischen Methode der schrittweisen
Berechnung der g, aus der Differenzengleichung, worauf schon
Fry? hingewiesen hat.

Obwohl beide Varianten mathematisch vollig gleichwertig
sind, insbesondere gleiches Konvergenzverhalten zeigen, 1463t sich
aus den Iterationspolynomen Q% (x) fiir die numerische Rech-
nung Vorteil zichen, insbesondere, da Q% (x) bei entsprechender

Normierung unmittelbar gegen P; = —f;@; strebt, wenn die ge-
wohnliche Bernoullische Methode konvergiert, also
{y strebt.

Uberdies gestattet die Berechnung der Iterationspolynome Q%(x)
eine quadratisch konvergente Abkiirzung der Iteration.

Diese Abkiirzung stand in I im Mittelpunkt. Nur fir den Fall
betragsgleicher fithrender Nullstellen fiithrten wir neben der nor-
mierten Hauptreihe Q¥ (x), i = o, 1, 2, . . . von Iterationspoly-
nomen die Nebenreihen "0 (x), i =0, 1,2,...;r=2,3,...7n
ein, wobei die "Q% () durch

a;

+1
— - gegen
ay

o Wiqg oo Uy, s OY(x)
G+ 1)
2 3 3 ¢ )
rQ(z) (x) = | (:114.-1 Uiy g i r—1 Q (x) <I49)
ai»}v r—1 a"‘\" yoroee ai+ 2,3 Q(l + r—1) (x>

als Polynome vom Héchstgrad 7 — 7 definiert sind (vgl. I. 46).
Angesichts des in (I. 59) formulierten Grenzverhaltens riicken
diese Polynome nun in den Vordergrund, wenn wir im folgenden
numerische Methoden zur direkten Faktorisierung eines Poly-
noms in Faktoren vorgegebener Grade betrachten.

11, p. 287 a.a. O.
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1.2. Fundamentalbeziehungen

Wir werden hinfort statt Q% stets %) schreiben, definieren also

a; s SRR S 09 (x) ’ (12)
4+ 1)
. a. a; [ ¢ )
Q(rl)(x>= | .1+1 ;-{?2 l‘.#r_l ¢ (x) r 2,3 . z
I .
| ’ .
Uiy oy Xy v a;’+2r—3 Q(l+r—1)(x)

und setzen auch

0F (x) = Q¥ (). (1b)
und
09 (x) = P(x) fiir alle 7. (1¢)
Fir die »-reihigen Hankeldeterminanten in (1 a) setzen wir
a, Qg ooe Gio g :
H(i)= | g Upgog ooo By, (23.)
BGpret FGpyp v Gpor—a

und

H =1 fir alle 4. (2b)
Dann gilt fiir die Polynome Q% (x) folgende
erste Fundamentalbeziehung:
{(:) Q(wr 1) (x) = ]](:+ Dy Qﬁ')(x) - H,(i) Q(x+ 1) (x) (3)
frz=0,1,2,... und »r=1,2,...n
Sie lautet fur » = 1
0¥ 9 (x) = x - 09 () — 4, P (%)

stellt also die Definitionsgleichung der Q¥ dar. Fir r =2 ... 2
betrachte man (3) in der Form

i
a; Gyr - Gypmn QTR
P2
Hﬁz_+11) ‘.1;'+1 Uy Ay r—1 Qe )(x)
Ay ypot Oy, Ui r2,—3 gL ﬂ(“‘) !
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| »
I az'+1 a,'+2 cee Uy Q(l+ )(x)
G+ 2)
. ;o O3 a; . 0 (x) _
_H£21 B o P —
DGy Qg Uivg, s Q("+ r)<x)
' 1
| ai+1 a[+2 1_‘_’__ Q(' )/'U)
(z‘)[ AR s a .,y QI (x)
H} _
l
| UGy, %ps Uiy o, 4 Q(t-i-r—l) <x>

Nach der letzten Spalte entwickelt, ist der Koeffizient von Q% (x)
aufder linken Seite eine zweireihige Determinante aus (#—-1)-reihi-
gen Determinanten, die sich nach dem Theorem {iber zusammen-
gesetzte Determinanten in das auf der rechten Seite auftretende
Produkt aus einer 7-reihigen und einer (»——2)-reihigen Deter-
minante umformen la0t.

In der ersten Fundamentalbezichung (3) tritt x explizit auf. Das
unterscheidet sie von der folgenden

zweiten Fundamentalbeziehung:
L D6+ 1 1) A
7(1_+1)Q(1 l<x>:Hﬁ)Q£1~{ )__H’Sl"! )Q(,) (_1_)
firi=o0,1,2...undr = 1,2, ... 2

auf die wir schon in (1.61) hingewiesen haben. Die Bezichung (4)
148t sich wiederum in der Form

()
a, g oon Uy, @

G+ 1)
Upiq Gigg %y 0

7+ 7)
az'-f—r at‘-{»-r-{-l at'-l Zr—lQ
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I | | (7)
iai R R R @ Wpp e Gy O

b (7 +1)
41 Aire Uiy Uip 1 iy 4y €O
| G rr—D
.ai-f- r—1 az’+r ai-f—27—2_ ,az'—i—r—l Ay Uit2,—3 Q

[ 7+ 1)
it e T Gpr  Gpo e Gy O

[ G+r—1)

UGpr—1 %t s Uy o, 2 ;ai+ r—1 %4 ai-{-Qr—BQ

|t (Z + 7)
.az'—i-r ai+r+1 ai+27—~-1‘ ai+r az‘+r+1 az'+2r—2Q

mittels des Theorems liber zusammengesetzte Determinanten
verifizieren.

1.3. Berechnung der Q) (x) aus der Hauptreihe

Der Koeffizient der hichsten Potenz 7 in Q¥ (x) ist gerade
H®, vgl. (1.30). Soweit /) nicht verschwindet, fiihren wir wie
in I normierte Polynome Q% (x) ein, die wir jetzt mit 2% (x) be-
zeichnen,

¥ (x)

() _ __ 7 PR
) (x) = =TT A (5a)
HY

falls Z® = o ist, insbesondere

uP(x) = P(x) (sb)

~
AU AN

und 2 (x) = 1. (50)

Dann nehmen die beiden Fundamentalbezichungen die Gestalt an

DV () = 22 (2) — P (x), r=1...72 (6)
mit
@ pGH+D
@) H’—‘lﬂr . /7\
. 1) () \/,
1D
und

e ud () = dFTV (@) — 1 (x), r=1...0—1 (8)
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HE+D H(z)

(O r—1 7+
{"r - - (9)
Hf,l +1) Hy)

Die zweite Fundamentalbeziehung allein erlaubt (in der Form (8))
die Berechnung aller Nebenrelhen w$ (x), u§ (), ..., aus der

3 t (A)
Hauptreihe der 24§ (x) = —

;

. Zur Berechnung eines bestimm-

ten 2% (x) ist, beginnend mit ¢ sukzessiven Polynomen 2 (x),
itV (x) ... 4TV (%), pyramidenférmig ein ProzeB durch-
zufiithren, der, vgl. (1.62), auf fortgesetzte ,,cross multiplication‘*
hinauslauft.

Ein anderer, horizontal verlaufender ProzeB besteht, aus-
gehend von einem einzigen Polynom #{” (x) der Hauptreihe und
118)(3:) P(x), im abwechselnden Gebrauch von (6) und (8) fiur
festes 7:

A U= A
(10)

uf+D (x) — u(’)(x) = 140 ' (x).

Dieses Formelpaar liefert die Horizontalreihen 2 (x) und «{*9,
soweit es fortsetzbar ist, also die normierten Polynome der beiden
Horizontalreihen existieren. Es stellt offensichtlich nichts anderes
dar als den Euklid’schen Algorithmus zwischen Q% (x) und
P(x). Man erkennt das deutlich, wenn man aus (10) die 2" V(x)
eliminiert. Man erhilt die dreigliedrige Rekursionsformel fiir die
Horizontalreihe der 2% (x)

(x— @0+ 1) 4 (@) — uy () = g0 1 (). (11)

Im iibrigen erhilt man durch Elimination der 2(x) aus (10) die
Bezichung fiir die "7 (x)

(x . q(z) + e(t)\) u(’ +1) (x) — (t+1) — ,,(t)q(rtzF . u(z+1) (x). (12)
Aus (10) erhidlt man unmittelbar einen S-Kettenbruch fiir

0 (x)
Rix) = P(x; ’
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dessen gerader bzw. ungerader Teil die durch (11) und (12) ver-
mittelten /-Kettenbriiche sind. Ein Vergleich mit Rutishauser?,
p. 239 mag die schon in I, p. 295 erwihnten Zusammenhinge
aufzeigen, die unsere Untersuchungen mit dem @0-Algorithmus
haben. Insbesondere ergeben sich die Rhombenregeln des QD?

1 it 3 3
£ 1D g 40

HEGD = 00

(13)

durch Vergleich aus (11) fir 7 -+ 1 statt 7 und (12). Wir werden
diese Bezichungen indes nicht zur numerischen Rechnung ge-
brauchen. Die Polynome 2% (x) andererseits treten im Q.-
Algorithmus nicht auf.

§ 2. Der Algorithmus der Treppeniteration
2.1. Rechenvorschrift

Die horizontal verlaufenden Prozesse in 1.3 sind zur Berech-
nung der Polynome der Nebenreihen fir hohen Iterationsindex 7
numerisch unbefriedigend. Falls nimlich die # (x) fiir 7 — oo
konvergieren, streben die ¢ gegen Null und die beniitzte zweite
Fundamentalbezichung (8) ergibt zunchmend stirkere Aus-
I6schung. Nur im Falle der Nichtkonvergenz wurde in I die
«cross multiplication» empfohlen.

Deshalb empfiehlt es sich, solange man noch weit genug von
der Konvergenz entfernt ist, durch horizontale Rechnung nach
1.3 die Ausgangsgrofien fur eine weitere Berechnung aller Q% (x)
allein mit Hilfe der ersten Fundamentalbeziehung (6) zu errech-
nen. Offensichtlich ist es technisch méglich, » Vertikalreihen
vollstindig zu berechnen, wenn eine Anfangsquerreihe

2V (%), 28 (x), ... /{,ﬁ;m) (x), sowie u{? = P(x),
zur Verfligung steht mit

lyiy——f,=-—1; @=1....m—1. (14)

L ZAMP 5, 233 (1954).
2 AL a. 0, GL (4).
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Fiir das Folgende soll vorausgesetzt werden, daf die Startreihe
eine reine Horizontalreihe ist, wie sie sich etwa durch den
Euklid’schen Algorithmus nach 1.3 ergibt. Eine Schrigreihe,
die den Bedingungen (14) geniigt — wie etwa die durch cross
multiplication aus O (x) = Q(x)und den Polynomen der Haupt-
reihe bis einschlieBlich Q¢ # (x) entstchende Reihe #{"~2 (x),

. 2 | (x) - 1iBt sich stets bis zu einer Horizontalreihe fort-
setzen. Man beachte auch, daBl 2 (x) = 1 ist.

Die Koeffizienten der Polynome einer Horizontalreihe ergeben
ein treppenartig fallendes Schema (im Beispiel fir 7 = 6)

1
* 1]
ENEREY
ENERENEN
-x- x| % | % [ 1]
‘:7 * * ) * "* * 1 l
Y L LY U L L

Wir wihlten deshalb den Namen ,, Treppeniteration® fiir nach-
folgende Verallgemeinerung der Bernoullischen Iteration:

Rechenvorschrift A (Algorithmus dev Treppeniteration)
Gegeben P(x) vom Grad n und

m < Polynome u(” (x), ... u!” (x).
Fiiri=o0,1,2, ...
Jirr=1,2, ... m
w2 () — w2 () = o P ()
. . (15)
(D =a"+ - uf (%) = Plx).

Fir » = 1 stellt die Vorschrift A genau die Lagrange’sche Vari-
ante der Bernoullischen Methode von 1 dar.
(15) kann in Analogic zu (I. 11a) geschrieben werden
gDV = v D (x) mod 1) (x). (i5a)

2.2. Faktorisierung eines Polynoms durch Treppeniteration

Die Nullstellen von P(x) mégen wieder nach einer nicht-auf-
steigenden Folge der Betrige numeriert sein,
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151(:2[52'2:2,5:1!>O (16)

Sie konnen ganz beliebig sein; ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit kann aber angenommen werden, daB3 keine Nullstelle
verschwindet. Die (eindeutige) Zerlegung von £(x) in zwel
Polynome s,(x) und #,(x) von den Graden £ und nz—# derart,
daB jede Nullstelle von s,(x) betragsgroBer ist als alle Null-
stellen von #,(x), soll Betragszerlegung von P(x) heilen. Die
Betragszerlegung in Faktoren von den Graden £ und 7 —4
existiert dann und nur dann, wenn | &,| > |&,,|. Mit diesen
Bezeichnungen kénnen wir Giber den Algorithmus der Treppen-
iteration folgende Aussagen formulieren:

Vorausselzung 1. Es existiert etne volle Horizontal-
reihe von nack (5) definierten normierten Polynomen ul” (x)
und dient als Startreihe der Treppeniteration (sie braucht
dazu nicht vollstindig bentitst zu werden).

Satz 1. Unter der Voraussetzung I konvergiert die Verti-
kalreihe ul? (x) wvon Polynomen vom genawen Grad n—r
(fiir i — o0), falls eine Betragszerlegung won P (x) nach
Graden r und n—r existiert, das heifpt, falls | E,1 >&, |,
und strebt gegen u, (x),

) A\ N ) B »P (x) P .
w0 (x) —u, (x) = . 1
F ) @) (r—8&) (v —8&) ... (x—§) 7
Die Konvergenz ist linear, als Konvergenszfakior tritt | E,-: L
auf. =

Fiir 7 = 7 erhilt man den einen Faktor aller Betragszerlegun-
gen von P(x) (einschlieBlich trivialerweise #,(x) = 1). Die Trep-
peniteration stellt also ein Verfahren zur direkten Faktorisierung
von P(x) dar.

Fiir den Beweis ist alles in I vorbereitet. Falls voraussetzungs-
gemal eine volle Horizontalreihe existiert, bricht der Euklidsche
Algorithmus fiir 2{”(x) und P(x) nicht vorzeitig ab, O (x)
und P(x) haben also keinen gemeinsamen Teiler. Daraus folgt,
daB die Gewichte ¢, in (I.9) bzw. (I.77) simtlich nicht verschwin-
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den. Fiir den Fall einfacher Nullstellen ist sodann die Bedingung
| &, >|&, | notwendig und hinreichend zur Konvergenz in der
in Satz I angegebenen Weise, vgl. I. p. 293 oben und (1. 59). Auch
die lineare Konvergenz ist dort (p. 292) ersichtlich. Die Uber-
legungen sind auf den Fall mechrfacher Nullstellen unter Heran-
zichung von (1.82) ohne weiteres tibertragbar. Wir méchten uns
hier die etwas umstidndlichen Umformungen ersparen und nur
anmerken, daB3 Konvergenz einer Vertikalreihe 2% (x) auch dann
herrscht, wenn &, = &, ., ist und alle von & verschiedenen fu
auch betragsverschieden sind; allerdings nur noch logarithmische
Konvergenz, die sich praktisch kaum einmal bemerkbar machen
dirfte. Konvergenz herrscht im ibrigen nur in diesen beiden
Fillen, also genau dann, wenn die Zerlegung von P(x) in zwei
Faktoren von den Graden » und #2—7, derart dal3 die Nullstellen
der ersteren betragsmiBig gréfler oder gleick den Nullstellen des
letzteren sind, eindeutig ist.

Im praktisch recht bedeutsamen Fall 2 << 2 kann ohne die
Voraussetzung der Existenz einer vollen Horizontalreihe von
#"(x) ein zufalliges Verschwinden gewisser Gewichte eintreten,
wodurch theoretisch fiir die Konvergenzbedingungen diejenigen
Nullstellen, deren Gewichte verschwinden, ausfallen. Abgesehen
davon, daB3 dieser Umstand nur zufillig und fir numerisch
gegebene Polynome unwahrscheinlich ist, ist die Iteration dann
offensichtlich instabil. Unter dem Einfluf von Rundungsfehlern
kann das Verschwinden dieser Gewichte nicht aufrechterhalten
bleiben, so dal sich schliellich die ,,normale Konvergenz‘‘ nach
Satz 1 durchsetzen muf3. Im {ibrigen soll die Frage nach dem Ver-
halten der Iteration unter dem Einflull von Rundungsfehlern bis
§ 5 zuriickgestellt werden.

Bereits unter der schwicheren Voraussetzung tiber die Existenz
einer Horizontalreihe 2{” (x) ... 2 (x) existieren alle #{’(x),
o=1 ... m. Denn #{’(x) = 2'QP (x) mod P(x) hat mit P(x)
keinen anderen Teiler gemeinsam, als 2{” (x) es hat, und der Teiler-
algorithmus ist damit stets bis zum z-ten Glied fortsetzbar. Ein
Versagen des Algorithmus kann sonach nur noch durch das Ver-
schwinden oder Kleinwerden eines ¢% hervorgerufen werden.
Tatsdchlich kénnen zum Beispiel betragsgleiche reelle Nullstellen
entgegengesetzten Vorzeichens im Limes stérend wirken. Im all-
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gemeinen streben jedoch, vgl. den nichsten Abschnitt 2.3, die
79 fiir 7 — oo endlichen Grenzwerten zu.

2.3. Nullstellenbestimmung durch Treppeniteration

Die bei der Treppeniteration auftretenden GroBen ¢ konver-
gieren unter etwas engeren Bedingungen als die Vertikalreihen.
Es gilt

Satz 2: Unter der Voraussetzung I und falls die Null-
stelle &, betragsisoliert ist,

|Er—1| >l£r| >!§r+1l

(die erste bzw. letzte Ungleichung entfdlit fir r=1 bzw. n)
konvergiert die Folge ¢¥, 7 = 1 ... m fiir i — 00,
und strebt gegen &,

g — & . (18)
Die Konvergenz ist linear.

Die GroBen g% treten auch im QD-Algorithmus auf, der nur
der Vollstindigkeit halber erwihnte Satz 2 ist Rutishausers!?
Satz 3 und Satz 4, Folgerung 1. Ein unmittelbarer Beweis ergibt
sich durch Vergleich von

xu, (1) — & u,(x) =, () (19)
mit
21 (x) — DT (2) = dlE P (x) (20)

im Limes 7 -~ oo.

Falls
&, =& | >|& q]oder|&_ | >|& =&, 4| oder
gr—1=§r=§r+1

und wiederum alle von &, verschiedenen EH auch betragsver-
schieden sind, herrscht ebenfalls Konvergenz, jedoch wiederum
nur logarithmische.

1S 175 a.a. 0.
13 Miinchen Ak, Sb. 1956
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Gl. (20) verbindet eine Linearkombination zweier Polynome der
r-ten Vertikalreihe mit eciner der vorausgehenden. Eine analoge
Gleichung, die drei Polynome der »-ten Vertikalreihe mit einer
der zweitvorausgehenden Vertikalreihe verbindet, ergibt sich
durch Elimination aus (20) (21)

22 2D (x) — [q(‘) D 2tV y<’+ D G0 04D 42

r=2...n.

Daraus ergibt sich

Satz 2a : Unter der Voraussetzung I und falls|&, 5| >|&,_ ||
und &, > & 1|, falls also das Nullstellenpaar &, |, &
betragsisoliert ist, strebt

v

(t)_i_g(t+1) . Er _{_§’~1
22
i+ 1) (zll) ( )

7, Ir— = E, E,._l-

Der Beweis kann unmittelbar durch Vergleich analog (19) ge-
schehen. Nach Satz 2a kénnen insbesondere betragsgleiche
(meist konjugiert-komplexe) Nullstellenpaare behandelt werden

§ 3. Der Faktorisierungsalgorithmus

3.1. Allgemeine Beziehungen zwischen den Iterationspolynomen
der Treppeniteration

Gl. 21 stellt den ersten nichttrivialen Vertreter einer Reihe von
allgemeinen Beziehungen dar, die zwischen den Polynomen, die
bei der Treppeniteration auftreten, gelten. Es gilt ndmlich der

Satz 3: Innerhalb der Polynome v (x), » = 0 . . . #,
i1=0,1,2, ..., dieder Rechenvorschrift A gemdfl durch die
Beziehungen (20)

©E D = 2o () — gDul V (x)
verkniipft sind, ist durch p + 1 sukzessive Polynome aus der

r-ten Vertikalreihe jedes Polynom aus der (vr—p)-ten Verti-
kalreihe darstellbar,
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(:_%;)(@ —x"u(’)(x) —i—l(’)(r p) Pt ("H)(x) +

+ 8 p) T T £ (23)
+ L2 (r, p) xul TP () + L0, p) P ()
p=0,1,...7
Dabei ist
0, 1) = — ¢ (24)
die ibrigen )(r, p), p = 2, ... p ergeben sich rekursiv aus

I, p + 1) =100, ) — P I, p)

o o (25)
(w=1,...p+1; FHpH=1, L. p)=0).

Der Induktionsbeweis liegt auf der Hand. Einer spiteren Ver-
allgemeinerung (§ 5) wegen merken wir an, daf3 Satz 3 unabhin-
gig davon gilt, ob die Startreihe der 2 (x) nach (5) definiert (Vor-
aussetzung I) ist oder anders.

Bildet man Polynome mit den Koeffizienten /¥(r, ), p=

=0,1,...7 (26)
S (@) =2 80 p) T A B p) TR+ 500 p)
die die Rekursionsformel erfullen

260, — g P 50 () = 0, 1), (27)

so erhdlt man den ganz selbstverstindlichen

Satz 4: Falls die Folgen 1 (x) und u® L ,(x) konvergieren,
W(x) — u(x)
162 () —  w,_(x)

s0 konvergicren auch die Polynome s¢ (x)

Siir 7 — 00,

s (x) — s, ,(x)  fir i — oo

es gilt U py(x) = 5, ()2, (x).

Auch Satz 4 wird spiter in groflerer Allgemeinheit benftitzt
werden.

13*
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Zusats: Falls Voraussetzung I erfiillt ist und falls | &, _ |
> & 1| sowie | & | > | &, | gilt, sind nach Satz 1
die Voraussetzungen wvon Satz 4 erfiillt, es konvergiert
xﬁf)}, (%) und strebt gegen

sr,p(’x“) = <x_5r—j§+ 1) (x_;cr--p+2> v (}'L‘" .57—1> (x_§r>

Spezialfille fiir p = 1 sind Satz 2 und Satz 2a. Fiir praktische
Zwecke dirften sie in der Regel ausreichen.

Vermerkt werden soll noch, daf} nicht die Polynome s, mit
Rutishausers Polynomen % (x) {ibereinstimmen, sondern dic
Polynome

3‘(;,)1’ = x? -+ Zii) (7, ) L? 1 n /2(,~. .1)(7,’ D P 4.
L gy

was jedoch fiir das Konvergenzverhalten belanglos ist.

Im Ubrigen werden im QD-Verfahren die p, (x) aus den g¢-,
e-Werten berechnet,wihrend bei uns die Iterationspolynome die
numerische Rechnung tragen und die ¢-, e-Werte sich nebenher
ergeben.

(28)

3.2. Rechenvorschrift und Konvergenzverhalten

Wenden wir uns der Faktorisiecrungsaufgabe zu, so liefert uns
Satz 3 und Satz 4 fiir p = #» ein Mittel, neben dem einen Fakto-
risierungsbestandteil o, (x) = (x — &, . ) (x =&, ) ... (x — &)
auch den anderen,

Dy
B =@ =G =k .. @—E) =
direkt mittels der Polynome sif),(x) Zu approximieren.

Daneben besteht die altbekannte Mdéglichkeit, s, (x) nachtrig-
lich durch einen Divisionsalgorithmus zu gewinnen.

Beim nachfolgend mitgeteilten Algorithmus wird nun s (x
zwar auch direkt approximiert, der Divisionsalgorithmus kommt
jedoch als Stationarititsbedingung der Iteration ebenfalls vor;
das heiBit, die Iterationsvorschrift fihrt im Konvergenzfall un-
mittelbar zum Divisionsalgorithmus. Gegeniiber der Treppen-
iteration ist der Faktorisierungsalgorithmus dadurch ausgezeich-
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net, daBl nur noch die #,(x) unmittelbar approximierenden
Polynome 249 (x) vorkommen. Er beruht auf Satz 3, fiir p = .
(23) lautet dann (29 fiir /¥ (r, ) geschrieben)

P() =2 () A 10 i+ 0 () 4 IOl D () -

e R

(29)

womit 2+ (x) aus den 7 vorhergehenden Polynomen (%) . . .
27 77D (x) zu berechnen ist, falls 7 nicht verschwindet. Wegen

Z(‘)(r r\ — §7<'+ r—1) qﬁ’_‘f r—l) .. g;z‘+ r—1) q(lH- r—1) (——1)’ (30)

nach (25) kann das nur eintreten, wenn irgendeines der q(‘ Fr=1
@ =1 ...r verschwindet, wenn also auch die Treppeniteration
versagt. Es ergibt sich also die

Rechenvorschrift B (Faktorisierungsalgorithmus):
© L0 =D

r ’

Gegeben P(x) und » Polynome u,
Fiiri=o0,1,2, ...

P(,X') o ;L’u(’)(x) o Z](_'.) e -1%(:'.:_ 1y _ [z(i) xr—2 %(rz' +2)

(31)

— Z::llx”(ri + 7—1)=> Zii) uff'—f— r) (u(r,‘) =1 + .- )

Fiar » = 1 fillt die Vorschrift B mit der Vorschrift A zusam-
men. 7 = # ist ein Trivialfall. Uber das Konvergenzverhalten ist
vorbereitend schon alles gesagt, wir kénnen zusammenfassen

Satz 5. Unter der Voraussetzung wie bei I, daff eine volle
Horizontalreihe 1)(x), @ = O . . . n existiert, existiert auch
die Start-Vertikalreihe des Faktorisierungsalgorithmus, u'”,
6=0 ...7r—1 nach (5). Dieser konvergiert, falls
6] >|¢&, H[. Es strebt

W) - () = (r—& ) (r—E o) .. (T — &)
und Oy =x + 1P o 19

- s, @)= —§&)x—§&)...(x —§&),
so daff 5,(x) u,(x) = P(x)

die gewiinschte Faktorisierung ist. Die Konvergensz ist linear,

T
als Konvergenzfaktor tritt | =" F L auf.
|

&
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§ 4. Ein wichtiger Spezialfall
4.1. Der Fiirstenausche Spezialfall der Bernoulli-Koetfizienten o,

Nach dem Vorangegangenen konnte es den Anschein haben,
daB} der Algorithmus der Treppeniteration oder der Faktorisie-
rungsalgorithmus, um starten zu koénnen, umstindlicher Vor-
arbeiten zur Aufstellung einer horizontalen oder einer vertikalen
Startreihe bedarf. Dem ist nicht so. In § 4 werden wir eine Ver-
allgemeinerung besprechen, bei der die bisherigen Vorausset-
zungen iber die Startreihen groBtenteils wegfallen. Zunichst
jedoch wollen wir im Rahmen der Definition (1a) bleiben und
eine spezielle Wahl von Q®(x) betrachten, bei der die Start-
reihen ziemlich unmittelbar angegeben werden kénnen. Es han-
delt sich um die Wahl 0 (x) = 1, die schon in I zur Abkiirzung
der Bernoullischen Methode eine Rolle spielte. In diesem Fall
werden, vgl. I, die Bernoulli-Koeffizienten «, zu totalsymmetri-
schen (Aleph-) Funktionen der Nullstellen. Fiir die Bernoullische
Methode hat schon Fiirstenau® diese Besonderheit bemerkt und
beniitzt. Soweit wir im folgenden die Wahl 9 (x) = 1 zugrunde
legen, wollen wir vom Firstenauschen Spezialfall sprechen.

Fur den Q@ D-Algorithmus hat Rutishauser einen dem Fiir-
stenauschen Spezialfall dquivalenten Sonderfall unabhingig ge-
funden und in seiner praktischen Bedeutung erkannt?, vgl. 4.3.

4.2. Ein Gegenstiick zur Transformation der Frobeniusmatrix
auf Jacobi-Gestalt

Zur Vorbereitung wollen wir in diesem Abschnitt die Trans-
formation der Frobeniusmatrix auf Jacobi-Gestalt niher unter-
suchen und dabei auch ein Gegenstiick dieser Transformation
aufzeigen. Die Transformation auf Jacobi-Gestaltist durch Gl.(11)
bereits im wesentlichen gegeben. GI. (11) lautet in Matrixschreib-
weise

'1p.282a.a. 0.

2 H. Rutishauser, Eine Formel von Wronski und thre Bedeutung fiir den
Quotienten-Differenzen-Algorithmus, ZAMP 7, 164 (1956). Ein Ansatz findet
sich schon bei A. C. Aitken, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 51, 8o (1931) fiir den
Start der Berechnung des Schemas der Hankeldeterminanten [[r("), Gl. (2).
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(W), u) (@), .. ) () =
(), (), . .. 4P (x)) J; mod P(x),

wo /; die Jacobi-Matrix

(32)

4% 1
g g+

B o el

Ji= T (33)

. 1
i ; (@) (?)
t g;zx)— 1 qfrl)— 1 g”‘ + ()711— 1]

ist. Wird «{?(x) wie in I.1.3 ein n-dimensionaler Spaltenvektor
llff) zugeordnet derart, dal3 das 7-te Vektorelement gleich dem
Koeffizienten von 2”77 in 2 (x) ist, so bildet die aus den
Vektoren u) gebildete Dreiecksmatrix U, = (u{? uf? . . . u®)
offensichtlich die Modalmatrix der Transformation der Frobe-
niusmatrix § = § {£(x)] (in der Gestalt von § 1) auf /;, Gleichung
(32) tbersetzt sich in

(73’ uz' - ux./z (32 a)

Gl. (6) und GI. (8) fithren in gleicher Weise auf die Formulie-
rungen

und
Uy = WL (34Db)

mit den Stieltjesmatrizen

9 1 4
4 4 & 1

Js - (334, b)

. £ ‘('4
75:) ("712)—1 1
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Durch Elimination erhilt man aus (33), (34)
U, =W L R,
U,y =W R L
also Ji=LiRi=R; (L, i; (36)

13

die zweite Gleichheit in (36) driickt den Inhalt der Rhomben-
regeln des QD aus, sie zeigt die Einordnung des Q D-Algorith-
mus in die L R-Transformation! von Rutishauser.

Wir wollenindes alsGegenstiick eine andereTransformation auf-
weisen, die mit den Polynomen #{(x) verbunden ist. Wird in (6)
28 D (x) durch 28 P— D 0+ D () gemiB(8), ersetzt, entsteht
22D (x) = [¢F — P+ P ), r=1 ... n (37)

r r—1

Mit der aus einer Schrigreihe gebildeten Matrix I, =
= (ufuf™" ... ufT" ) formuliert sich (37) als -

it SO, =1, (R, (37a)

"
71" 1 1
g V—e? 1

qgi—Z) —(ﬁéi—l) 1

Ro— i (38)

1 H. Rutishauser, Une méthode pour la détermination des valeurs propres

d’une matrice, C. r. Acad. Sc. 240, 34 (19535);
H. Rutishauser, Report on the solution of eigenvalue problems with the

LR-Transformation, im Manuskript.
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Gl. (8) in der Gestalt

W) = 10 (@) — P, 1 (@) (30)
liefert aullerdem die Beziehung
b=1 .z (392)
t
- ~¢’(1i) 1
mit ; = —Y (40)

(t 2+ 2)

Cn—1

woraus nun entsteht
Sw =L 'R,
Sligs =My RLT
Damit erhilt man das Gegenstiick zum Q D-Algorithmus
LR, 1= R, . (41a)
Die Transformierte Z; 'R, von § lautet ausgeschrieben

Ji= L7 R =Ry (L =

(41b)
7y’ !
o) g9 &= 1
e§ Ve g of Dgsh g5~ 1
e L Bl S S B S
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Matrizen dieser speziellen Hessenberg-Gestalt scheinen bisher
wenig Beachtung gefunden zu haben. Wir wollen uns hier nur
eine im augenblicklichen Zusammenhang gegebene Bemerkung
gestatten: Aus der Invarianz der Spur gewinnt man die fiir den
Q D-Algorithmus bemerkenswerte Beziehung

> g¢*tY =4 (unabhingig vons), (42)
n=1
die zur Verprobung dienen kann,
Ferner ergibt sich aus (38) und (40) als Gegenstiick zum /-
Kettenbruch die Kettenbruchdarstellung (Q“* P (x) = a,  ; {(x))

QE+ 1 (1) @y | eDx | =Dy
Py | r— ygz.) S q.(f" 1 ‘.Ei) P -z)+8gi~1)
s ‘
Gt (43)
1 S 95: n+ 1) + L’E::’f + 2)

4.3. Startreihen im Firstenauschen Spezialfall

Am bemerkenswertesten ist wohl, dall die Frobeniusmatrix
§ [P (x)] im allgemeinen selbst von der Gestalt (41 b) ist mit (die
Wahl 7 == #—1 wird unten verstindlich werden)

GV =—y; ¢ VM=o fir v=2...2 (44)
(n—p) _ a/t 41 . o ’ \
e, = 2 fir p=1...;m-——1. (45)

In der Tat besteht, wenn die Koeffizienten @, Unbestimmte
sind, die Dreieckszerlegung

—ay 1
—a, 1
—ay
R = —_
6 = =
Ty 1
Lh a4,
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1 1 -1 -y 1 1
a; a,
—_— ; 1 —_— 1
a a
) 5
— a, a,
1 1
[lﬂ 1 . {I?I
L @p—1 J L Tp—1
A1 A
=L7'R. (46)

Gl. (44), (45) hat Rutishauser, anders hergeleitet, zum Start

des QD beniitzt.! Fiir uns bietet sich folgender Sachverhalt:
I, ,=F ergibt in (372) wegen der Eindeutigkeit der Dreiecks-
zerlegung

ﬁﬂ e Z:_ ‘1’ Rn~1 = k
und aus (39a) L, =1

{l, , = Z bedeutet jedoch ufl”_")(x) = x""#. Das fihrt uns
auf den
Satz 6 wd ) =" (w=1 ... %) (47)

stellt etne Schrdgreihe aus einem Schema von nach (1a) defi-
nierten ) (x) dar ; sie geniigt den Bedingungen (14) und kann
technisch als Startreihe fiiy den Algorithmus der Treppen-
iteration dienen bzw. bis su einer Horizontalreihe forigesetzt
werden. Das resultierende Schema der u(x) gehiort zum
Fiirstenauschen Spezialfall,; falls keiner der Koeffizienten

a, ... a, verschwindet, existieren die ersten m Vertikal-

“m
reihen ab 1"~ (x).
Voraussetzung I ist sinngemdaf erfiillt.

Die letztere Aussage folgt sofort daraus, daB 2~ V(x) = " !

also 0"~ Y(x) bis auf einen Faktor gleich x* ' oder 0’(x) im
wesentlichen = 1 ist, wic im Flrstenauschen Spezialfall. Falls
a, =+ o, ist 2* fiir 7 = n#—1 zu P(x) teilerfremd, der Euklidsche

xt
P(x)
durch die Existenz aller 2 Vertikalreihen ab 7 = » -1 gesichert

Algorithmus (10) fiir bricht also nicht vorzeitig ab, wo-
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ist. Damit ist Voraussetzung I fiir die Konvergenzaussage von
Satz 1 und 2 sinngemif erfiillt. Unsere weitergehende Aussage
folgt aus der Kettenbruchentwicklung (43) fiir 0"(x) = »" — P(x)
(mit @, = — ay):

as ay 7%

B (I IR SN B
P(x) |2+ a :x—*—ﬁ ix+a3 'x+#q,,
a4 ay | Ay —1
(48)
Sie existiert bis zum #-ten Glied, falls @, . .. @,, simtlich nicht

verschwinden. Da #* fiir 7 >> 7z mit 2 (x) keinen anderen Teiler
gemeinsam hat, als x” mit £ (x) besitzt, existiert die Entwicklung
(43) sodann fiir alle 7 > 7 ebenfalls bis zum 72-ten Glied. Damit
existieren auch alle (%), » = 1 ... m, i > n— r.

Nach Satz 6 steht also fiir die Rechenvorschrift A fast immer
die dem Flrstenau’schen Spezialfall entsprechende Schrigreihe
(47) als Startreihe von vornherein zur Verfiigung, bzw. die nichst-
folgende, zu U, gehérige Schrigreihe:

(r—pt+ 1)y 1 o — :
uy TR D) = > D ax u=1...m<n. (472)
n=p

Gl. (47) koénnte selbstverstindlich auch aus der Determinanten-
darstellung (1a) fir Q¥(x) = 2 mod P(x) sofort gewonnen
werden. Wir haben den in diesem Abschnitt eingeschlagenen
Weg gewilhlt, um der Einsicht in die Zusammenhinge zu dienen.

Gl. (37) benétigen wir aulerdem, um eine ebenso einfach auf-
gebaute, ebenfalls von vornherein angebbare Startreihe fur die
Rechenvorschrift B bereitzustellen. Dazu setzen wir, wieder fir
den Fiirstenauschen Spezialfall, das Schema der #” (x) ,,nach
oben' fort, indem wir — (47) eingeschlossen — ansetzen

W) =", =1 ...7r < n.

Die neuhinzugefiigten unter diesen Polynomen entstehen nicht
mehr aus der Determinantendarstellung (1a), erfillen jedoch
wenigstens Gl. (37) (mit verschwindender eckiger Klammer).
Gl. (37), die unter den obigen Voraussetzungen tiber das Nicht-
verschwinden der @, nunmehr fiir die Gesamtheit der 2(x),
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{>n—2r-+1 gilt, hat aber nach passender Umnumerierung
die Gestalt der Gl. (20).} Damit sind die Voraussetzungen von
Satz 3 erfiillt, so daB entsprechend umnumeriert (23) gilt. Wir
haben damit

Satz 7: Dier Polynome

W BN =", A=1...7 (50)
stellen eine Startvertikalreihe fiir den Faktorisierungsalgo-
rithmus dar. Das resultierende Schema der u®(x),i 2 n—r
gehort sum Fiirstenauschen Spezialfall und existiert damait
falls keiner der Koeffizienten a, ... a, verschwindet. Vor-
aussetzung I ist sinngemdf erfrillt.

4.4. Matrixformulierung des Faktorisierungsalgorithmus:
Faktorisierung durch Dreieckszerlegung der zugeordneten Rekurrenten

Die Besonderheit der Startreihe (50) des Flirstenauschen Spe-
zialfalles bringt mit sich, dal3 die als Koeffizienten der Start-
polynome (50) auftretenden Z;") unmittelbar Koeffizienten des
Polynoms P(x) sind, es gilt fiir g =1 ... r—1

/l(‘"_g’”')z(z”, A=1,2, ... 7r—u (51)

Das wirkt sich dahingehend aus, dafl man in der Rechenvor-
schrift B, Gl. (31) die Startpolynome #"—27+% 1 =1 ... r
weglassen kann, wenn man gleichzeitig auf der linken Seite 2 (x)
wihrend der ersten » Schritte abandert, nimlich fiir den Index
nw—2r-44 A=1,2,...r ersetzt durch

i A— —p =9 7 N\
ar—l-;-lxn 7+ A 1+(l,-z+2x“ r+2 .._*__.. '—L(I:. (52

! Das bedeutet, dafl die Rechenvorschriften A und B hinsichtlich der
[terationspolynome nichts Neues liefern, wenn man Horizontalreihen, die nach
(1a) definiert sind, durch Schrigreihen ersetzt — nur die Koeffizienten q(“')
indern sich. Wir werden diesen Umstand in § 5.2 in einem allgemeineren
Zusammenhang verstehen lernen.
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Nunmehr liegt es jedoch geradezu nahe, den Faktorisierungs-
algorithmus in Matrixgestalt zu formulieren. Sei (vorliufig
ay = 1 entsprechend dem Bisherigen gesetzt)

a, Ay Ay 9 ... Q1 dy
2,41 @, L R T4
Q2 441 4, O
A=Alr, P(x)]=
a, a,_1 a, o
a, a, 4
(Zﬂ

@y

ay Qg

J

(53)

die dem Polynom P(x) zugeordnete rekurrente unendliche Band-
matrix mit den Diagonalelementen a,, so stellt die Rechenvor-
schrift B fiir den Fiirstenauschen Spezialfall gerade die eindeu-
tige Zerlegung von 4 in die (unendliche) obere Dreiecks-Band-
matrix Z der /¥ und in die (unendliche) untere Dreiecks-Band-
matrix A mit Diagonaleinsen, deren Spalten die Koeffizienten

der Polynome #(x) enthalten,

A =KL
wobei explizit
AR A I N
+ 2 +3 +r
A N/ (S R
L = 3
. n .
A N S G

mit ¢ = n— 27 und

(54)

(55)




Beitrige zur Entwicklung numerischer Verfahren II 103

1 ]
AP 1
VSN S !
K = .1 '(2 '(3) ' (56)
’éfz)—r ’énlr—fl kn-—r—-?
(2 (3)
én)*r é:z*r-l
(3
é71'2"7"
mit
n—y
”51)(3_\) 2 :L,ﬂ*r + Z’ ,égz—(u——r))xnwr—v. (57)
v=1

Nach Satz 5 und Satz 7 konvergieren die Diagonalen von X
und L linear gegen die Koeffizienten von #,(x) und s, (x), falls
s, (x) - u,(x) eine Betragszerlegung von P (x) ist.

Matrizen, die aus der Differenzenniherung von Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten entspringen, sind
von der Gestalt (53), P(x) ist die zugehorige charakteristische
Gleichung des Differenzenoperators. Die vorangegangenen Un-
tersuchungen kénnen also auch beniitzt werden, um das Grenz-
verhalten der Dreieckszerlegung solcher Matrizen, wie sie etwa
bei der Losung von Randwertaufgaben durch GauBsche Elimi-
nation auftritt, zu studieren.!

Unsre Rechenvorschrift Bstellt eine spalten-spaltenweiseDurch-
fihrung der Dreieckszerlegung dar. Daneben bestehen noch die
Moéglichkeiten der zeilen-zeilenweisen, der zeilen-spaltenweisen
(Banachiewicz)und der spalten-zeilenweisen (Turing) Durch-
fiihrung, die rechentechnisch die einen oder anderen Vorteile

! Ein Hinweis beziighch des Grenzverhaltens der Differenzenmatrix har-
monischer und biharmonischer Operatoren, den mir Herr Dr. L. Fox, Ted-
dington, anlafilich eines Besuchs im Herbst 1954 in Teddington freundlicher-
weisc gab, war der Anstob zur Matrixformulierung in diesem Abschnitt. Ich
mochte Herrn Dr. Fox an dieser Stelle fiir seine Mitteilungen herzlich danken.
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bieten. SchlieBlich ist im Falle symmetrischer (oder hermitescher)
Matrizen A[P(x)], das heiBt fiir ein Polynom 2 (x), das der Be-

dingung P(x)=x" P (—;—) und dessenNullstellen damit symmetrisch
zum Einheitskreis liegen, noch eine andere Zerlegung sinnvoll:
die Zerlegung nach Cholesky, wobei KT = L gesetzt wird. Die
Aufgabe der Hurwitzfaktorisierung eines Polynoms fiihrt gerade
auf diesen Fall.l Die dort weggelassene Untersuchung, wann 4

abschnittsweise positiv-definit ist, findet sich in Anhang 1.

§ 5. Treppeniteration fiir Polynome
und Faktorisierungsalgorithmus in voller Allgemeinheit

5.1. Art und Bedeutung der Verallgemeinerung

Bei den Sitzen tliber die Konvergenz der Treppeniteration
(insbes. Satz 1) und des Faktorisierungsalgorithmus (insbes.
Satz 4) war die Frage des Einflusses der Rundungsfehler nur an-
geschnitten worden. Die Sitze gelten streng genommen nur fir
eine theoretische Berechnung mit unbeschriankter Stellenzahl.
Tatsdchlich werden unter dem EinfluB von Rundungsfehlern
anstatt der Polynome 2 (x) geringfiigig abgeinderte Poly-
nome #)(x) entstehen. Die erste Fundamentalbeziehung (6),
beziehungsweise die mit ihr gleichwertige Bezichung (23) wird -
da sie ja die Rechenvorschrift bildet — wenigstens bis auf Run-
dungsfehler erfiillt sein; wieweit dagegen die zweite Fundamen-
talbeziehung (8) — die in der Iterationsformel nicht vorkommt -
erflillt bleibt, ist nicht ohne weiteres zu sechen. Werden Zwischen-
ergebnisse als erneute Startreihen angesehen, so bestehen diese
Startreihen jedenfalls nicht aus Polynomen, die nach (5) definiert
sind. Der Wesensunterschied besteht darin, dal3 die Horizontal-
reihen im allgemeinen nicht mehr einer dreigliedrigen Rekur-
sionsformel gentigen. Die Konvergenzfrage mul} also fiir solche
allgemeinste Startreihen neu gepriift werden.

Nun sind solche Startreihen ohnehin praktisch von Bedeutung.
Daf3 die Gewinnung von nach (5) definierten Startreihen einen
lastigen zusitzlichen Teileralgorithmus erfordert, konnte man ab-

1 Uber Einzelheiten siche p. 168 Anm. 1 a. a. O,
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tun mit dem Hinweis auf den Fiirstenauschen Spezialfall von § 4.
Falls man jedoch iiber die Lésung bereits etwas weil3 und bessere
Ausgangsniherungen fiir die resultierenden Polynome #, (x)
(vgl. 17) zur Verfiigung hat als die Polynome x” des Furstenau-
schen Spezialfalls, wire die Herstellung einer nach (5) definierten
Startreihe nicht nur arbeitsmiBig, sondern wegen des Klein-
werdens der GréBen & im Teileralgorithmus (10) auch
numerisch unbefriedigend.

5.2. Zusammenhang mit der Konvergenz der LR-Transformation
von Rutishauser

Fiir eine beliebige Startreihe #%(x), » = 1 . ..z und ent-
sprechend gebildete U, (fiir den Fall 7 < n sei die tatsichliche
Startreihe in beliebiger Weise erganzt) fuhrt die unverdnderte
Rechenvorschrift A auf die Bezichung (34a) mit K; von der Ge-
stalt (35a). Nunmehr wird jedoch ein #¥ ™" nicht mehr linear
aus 2% (x) und #, | (x) zu kombinieren sein, das heift, die Be-
ziehung (34b) gilt nur noch mit einem Z; vonvoller Dreiecksgestalt

[ 1
* g
#* * 1
L=|v « v | (58)
N

So verstanden, bleiben die zu (36) fithrenden Beziehungen er-
halten, /., wird anstatt von Jacobigestalt nunmehr von Hessen-
berggestalt und die Treppeniteration fillt theoretisch mit der ZR-
Transformation der Matrizen /; = U, ' §1l; zusammen. Einen
Konvergenzbeweis fiir die allgemeine ZR-Transformation hat
Rutishauser schon gegeben.! Er benutzt die von ihm und dem
Verf.? eingefiihrten Produkte A, = ZyZ; L, ... L;. Nun ist aber
vermoge (34b) U,y = ULy Ly ... L;. Wenn wir uns nachfol-
gend beim Beweis auf die Matrizen U; stitzen, so wird die Durch-

1 p. 186, zweite Arbeit a. a. O.
2p.167a.a.0.
14 Minchen Ak, Sb. 1956
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fithrung nur unwesentlich gegeniiber Rutishausers Beweis ver-
andert und wir kénnen uns auf eine Skizze beschrinken. Ange-
merkt soll jedoch noch werden, daB3 dieser elementare Beweis den
fritheren Spezialfall fir die nach (5) definierten Polynome mit
einschlieBt; er erfaBt andererseits gewisse Einzelheiten der bis-
herigen Untersuchungen nicht, so dafl diese nicht entbehrlich
werden.
Aus (34a) folgt

U= W, RR, ... Ry

so dafl3 U, ;| definiert werden kann als

U= [ Upl (593)
oder

ui<+ g = U~ Kuo_l%uo)i]b

wo [X7],. den linken (unteren) Dreiecksbestandteil (mit Diagonal-
eins) von X* bedeutet.

Nun sind aber die Elemente der k-ten Spalte von [X7]( durch
Quotienten

@)

’}/I’lg .. k~—.1,j] ‘
Gt G
Vhe

darstellbar, wo
()
12, 5—1,
Tz

der Minor aus den Zeilen 1, 2, ... #4—1, j und den Spalten 1, 2 ..
.. k—1, kvon X7 ist.
Nach einem Satz von Rados! ist mit 4 = B C auch

(]) () (k)
A=58 C

£) . . . ; oo .
wo fX' die (Z)-relhlge Matrix der samtlichen 4-reihigen Minoren

von X ist. Angewandt auf die kanonische Normalform UKU-!
von § liefert das sofort die Aussage, daf

1 G. Rados, Zur Theorie der adjungierten quadratischen Formen, Math.
Naturw. Ber. Ungarn 14, 116 (1897).
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_ (60)
)/[ k—l J] Z‘z Ulcllza /la] Ki“l“i o ak] U ll())[ “ay
. Uy .- a, 1% y a'laf_,--a:é 2 ./._

aj .. a,

ist und insbesondere im Iall lincarer Elementarteiler eine ge-
wichtete Potenzsumme aller £-fachen Produkte der Eigenwerte
von § —d. h. der Nullsteilen ist.

Die £-te Spalte konvergiert, wenn fiir j = £ in der Summe un-
ter den Termen nichtverschwindenden Gewichts ein Term mit

im Limes alle anderen Terme erdriickt. Es wird dann fiir 7 — 00
y k—1, Un..}e—l,j
[ ] Gt
—_— > e D
7’([‘2-2..&] Ul?,../n’

streben und wir erhalten Konvergenz gegen die 4-te Spalte von
[U]., wenn in U die Spaltenvektoren und in K die Elementar-

teiler so geordnet werden, dall ¢ =1, a3 = 2, . .. q, = £ wird.
Die Diagonalelemente von X (die Nullstellen von 2(x) seien
bei dieser Ordnung im Augenblick mit & ... &, bezeichnet.

Dann wird (auch im Fall héherer Elementarteiler, das heiBt
mehrfacher Nullstellen von P(x)) das j-te Element der 4-ten
Spalte von [U],. durch den Koeffizienten von "7 im Polynom

P(x)
(r—E&) (v—&) ... (v —&)
gebildet. In der Tat ist ein derart definiertes [U],
Dreiecksmatrix mit Diagonaleinsen; wegen x - 2, (x) = &, + 2, (x

+ o, (x) gilt

g () =

eine untere

ST, = Ul - R (62)
51 1 i
&, 1
mit R = & 1 (63)
§,1 1
£,
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und die Matrix V' der Rechtseigen- (und Haupt-)vektoren von
R ist eine obere Dreiecksmatrix.
Aus (62) folgt im tibrigen sofort auch, daf3 fiir 7 — oo

R, — R (64)

strebt, das heiflt ¢ — & .

Dic &, sind dabei nicht notwendig nach der GréBe ihrer Be-
trige geordnet. Es bleibt zu untersuchen, wann normale Konver-
genz (vgl. 2. 2) herrscht oder wann die oben angegebene Ordnung
a, = p die betragsverschiedenen Nullstellen von &, bis &, in der
Reihenfolge der Grof3e ihrer Betrige ergibt.

Die Numerierung der Zeilen und Spalten von U, K* und U1,
sei jetzt wieder so, daf3 die &, betragsgeordnet sind. Dann steht
jedenfalls in der Zeile K, , , - der (:)-rcihigen Minormatrix

| ]
cin Element, das im Limes jedes andere Element {ibertrifft.
Fiir dessen Spaltenindex «of, af, ... a} gilt:

() Der Spaltenindex o, ay, . . . af geht aus der Folge
der natiivlichen Zahlen dadurch hervor, daf diese innerhalb
Jeden Elementarteilers riickwdrts gelesen wird.

Insbesondere ist im Falle linearer Elementarteiler a;‘ = pu.

Nach dem Vorstehenden verschwindet {7, niemals, da
[12-4]
12,4

C+ w  _»q==o0 sein
ala_,..ak1

[U]. stets existiert. Also muf} nur (U‘lllo)[
12 Lk

fur 2=1,2,...7r Z 7.
Wir haben damit

Voraussetzung I7: Es gilt fir £ =1 . .. », daBl die Minoren

. »
ala2 ..Uy
12 ..k

(U1 uo>[ ] + o (63)

sind, wobei af . . «; durch (i) definiert ist.

So kompliziert die Voraussetzung I auch formuliert werden
muf}, ihre praktische Bedeutung ist leicht zu Gberblicken.

Da als Zeilen von U1 die Ausdriicke

3= (& tErTE L g
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0 0*
= 8o

e GE %, - - . im Falle héherer Elementartei-

(bzw. auch 2
ler) auftreten, ist U~*lly aus den Werten von #,(x) (und eventuell
Ableitungen hiervon) an den Nullstellen gebildet. Die obigen
Minoren hieraus verschwinden jedenfalls nur fiir isolierte Fille
der Wahl von Uy, Damit ist ein Verletztsein der Bedingung II nur
durch zufillig ungliickliche Wahl von 1y méglich und fiir nume-
risch gegebenes Uy unwahrscheinlich.

Uberdies ist nur die Lésung des normalen Konvergenzfalles
stabil (vgl. § 6).

In § 3 haben wir darauf hingewiesen, daB3 Satz 3 und damit
Satz 4 von der Voraussetzung I, also von der Stieltjesgestalt der
L, (33b) unabhingig sind. Damit genligt auch fiir den Faktori-
sierungsalgorithmus die schwichere Voraussetzung II.

Zusammenfassend haben wir:

Satz8: Unter der Voraussetzung 11 und falls |E,|> £, , |,
d. h. falls eine Betragszerlegung von P(x) nach Graden v und
n—vr existiert, konvergieven die Treppeniteration und der
Faktorisierungsalgorithmus linear und licfern u,(x) (sowie
im zweiten Fall s,(x)).

Zusatz: Auch in Satz 4, Zusatz und speziell in Satz 2,
Satz 2a kann die Voraussetzung I durch die schwdéchere Vor-
aussetzung I1 ersetzt werden.

Die Startreihen dirfen also, verglichen mit Satz 1 und Satz s,
praktisch beliebig sein.

Hervorgehoben sei, daB die nach (5) definierten Polynome
#¥(x) bezichungsweise Matrizen I, und die gemiB § 4.2 durch
Verschieben der Vertikalreihe gewonnenen I} einen Sonderfall
darstellen, wobei Z, bezichungsweise Z; Stieltjesgestalt anneh-
men. Fiir Treppeniteration und Faktorisierungsalgorithmus ist
damit, abgeschen vom Firstenauschen Spezialfall, kein Vorteil

1 Obwohl es sich hier also um die LR-Transformation zweier ganz verschie-
dener Matrizen handelt, gehen doch die 1; und U; durch Umgruppieren der
Spalten ineinander iiber.
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verbunden — wohl aber fiir den Q0-Algorithmus bezichungsweise
fur sein Gegenstlick (41 a).

5.3. Zusammenhang mit anderen Faktorisierungsverfahren

Wir kénnen an dieser Stelle einen Seitenblick auf eine als
»penultimate remaindering®’ bezeichnete Divisionsmethode, de-
ren Theorie in eleganter Weise Aitken?! erledigt hat, werfen. Es
handelt sich um eine Verallgemeinerung der Methode von Lin?
zur Abspaltung quadratischer Faktoren. Setzt man als Start-
reihe des Faktorisierungsalgorithmus #(x) = U(x), » =0 . . .
r——1, so ist das nach der Iterationsvorschrift entstehende 2/ (x)
gerade der ,,vorletzte Rest* der Division von 2(x) durch U(x).
Anstatt jedoch nun mit 2P (x), 2P (x), ... 49(x) die Tteration
fortzusetzen, wihlt Aitken #(x) = U™ (x) als neuen Divisor,
was darauf hinauskommt, daB mit #(x) = UM (x), v =0 . ..
7 — 1, unsere [teration neu begonnen wird. Der Unterschied (fiir
» >>1) dullert sich zu ungunsten der von Aitken behandelten
Methode, insofern, als diese nicht immer konvergiert. Konver-
giert sie, so geschicht die Trennung nicht nach dem Betrag der
Nullstellen, sondern in einer a priori unbekannten Weise. Der
Rechenaufwand pro Schritt ist gleich, die Konvergenz ist hicr
wie dort linear; die Konvergenzfaktoren sind jedoch schwierig in
Allgemeinheit zu vergleichen.

Der Vollstindigkeit halber sei erwihnt, dal3 fur » = z—1 die
Methode des ,,penultimate remaindering’* auf die Iterationsvor-
schrift

—a, : (x;)

ta,_, T Pr)—P(0)

XipL =3 — e
i+ 1 n—1 n—2
x; + a, %] + -

2, —0

das heif3t auf die regula falsi mit dem Nullpunkt als stindigen
Bezugspunkt fiihrt.

5.4. Mehrfach-Faktorisierung

Satz 3 liefert die Moglichkeit, ein Polynom 2(x) simultan in
p+1 Faktoren von den vorgeschriebenen Graden 7y, 74—y, . ..

L A. C. Aitken, Proc. Roy. Soc. Edinburgh 63, 174 (1951).
2 Shi Nge Lin, Thesis MIT 1930.
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¥, == ¥, _q, n— 7, zu zerlegen — fiir p = 1 entsteht der Fak-
torisierungsalgorithmus, fir r, = ¢ die Treppeniteration. Zur
Iteration dienen neben P(x) nur die Vertikalreihen der 2 (x),
74(,’2 (x), ..., u(,’Z(x); Gleichung (23) erlaubt treppenartig die Be-
rechnung eines neuen u(,;)(x) aus den 7,_; — 7, vorangehenden

Polynomen derselben Vertikalreihe und dem unmittelbar vorher
berechneten 2% (x) der vorangehenden Vertikalreihe. Die Poly-
nome s,ﬂ_lr”(x) ergeben zusammen mit #,(x) die gewiinschte

Falktorisierung.

§ 6. Gesichtspunkte zur praktischen Durchfithrung
6.1. Stabilitit und Selbstkorrektur

Wenn die Voraussetzung 11 erfiillt ist, herrscht auch unter dem
Einflul von Rundungsfehlern die normale Konvergenz nach der
Ordnung der Betrige. Die Voraussetzung 11 ist nur in isolierten
Fillen verletzt und selbst, wenn sie zu Beginn nicht erfiillt sein
sollte, werden Rundungsfehler dafiir sorgen, daf3 die normale
Konvergenz als stabile Losung sich schlieBlich durchsetzt (§ 2).
Da ferner jede Zwischenniherung, als Ausgangsnidherung auf-
gefalt, zur theoretischen Konvergenz fithrt, und insbesondere die
Iterationsvorschrift eine Stationarititsbedingung darstellt, be-
steht also absolute Selbstkorrektur zur normalen Konvergenz in
gleicher Weise wie sie in Ia, p. 29 fiir die abgekiirzte Bernoulli-
Iteration definiert wurde.

6.2. Stellenverlust durch Ausléschung

Wihrend die auf der expliziten Bildung von Minoren beruhen-
den Verfahren, die auf Perron! zuriickgehen, mit dem Fort-
schreiten der Iteration zunehmende Ausldschung zeigen und des-
halb meist schon zur Bestimmung der dritten Nullstelle praktisch
unbrauchbar sind, entsteht bei der Treppeniteration und dem

1 O. Perron, Zur Theorie der Matrices. Math. Ann. 64, 248 (1907). Bei
H. Miintz, Das Hauptachsenproblem der quadratischen Formen, Prace
matematycznofizyczne Warschau 29, 109 (1918), dem ven Bodewig die
Minorenmethode zugeschrieben wird, findet sich nur eine ausfiihrlichere
Diskussion.
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Faktorisierungsalgorithmus jedenfalls im Limes konstante Aus-
loschung. Praktisch ist sie nur bemerkbar bei der Behandlung
nahe benachbarter Nullstellen, hier ist sie problembedingt und
unvermeidlich., Wichtig ist jedoch, daBl man durch Zusammen-
fassung von Nullstellennestern zu entsprechenden Faktoren die
numerischen Schwierigkeiten umgehen kann.

6. 3. Rechenproben

Wie in Ia, p. 30 entstehen bequeme Rechenproben, wenn man
in den Rechenvorschriften x = 1 setzt,

Anhang I

2y

B(x) = D> b,a" sei ein Polynom, dessen Nullstellenmenge
0

durch Spiegelung am Einheitskreis in sich iibergeht. Durch
Multiplikation mit einem geeigneten Phasenfaktor kann ohne
Einschrinkung der Allgemecinheit erreicht werden, dal3
.2 _i_
B(x) = 2%'B (x)
ist, das heiBt, daB &, = &,,_, ist.
Damit ist die zu B(x) und zur Zerlegung nach den Graden »
und » gehérige rekurrente Matrix /4 hermitesch.

Satz A 1: Eine Cholesky-artige Zerlegung von A kann beliebig
weit durchgefiilivt werden, wenn B (x)nickht identisch verschwin-
det und die Nullstellen von B (x) paarweise am Einheitskreis

gesptegelt sind, das heifpit wenn B (x) = M(x) 2" M (%) ist.

Dies ist sicher der Fall, wenn B(x) keine Nullstellen auf dem
Einheitskreis besitzt, also dann, wenn die Faktorisierung linear
konvergiert.

Die Koeffizienten von M (x) seien mit wz, bezeichnet, M (x)
v
=D 2t
0

Dann ist A4,, der Abschnitt aus den » ersten Zeilen und Spalten
von A, voraussetzungsgemill das Produkt der rechteckigen Ma-
trizen M, und MT,
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Ar:MrMZ‘:
wo
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0...0my ....my_y m,]

eine rekurrente Matrix mit # Zeilen und » +- v Spalten ist.

Das hermitesche Produkt M, M7 ist positiv-semidefinit. Es
ist offensichtlich sogar positiv-definit, wenn wenigstens eines der
m,(p = 0. .. ) nicht verschwindet, also B(x) nicht identisch ver-
schwindet.

Alle A, sind somit positiv-definit, das heilt 4 ist (abschnitt-
weise) positiv-definit. Insbesondere ist det (A4,) > o fir alle 7.
Sodann ist bekanntlich die Cholesky-artige Zerlegung von 4 ab-
schnittsweise beliebig weit durchfiihrbar.

Druckfehlerberichtigung
zu Teil I (diese Sitzungsberichte 1954)

S. 282, letzte Zeile statt {z} lies {7 + 1}.

ey

S. 292, nach Gl (53) statt lies
r+1 i r
S. 295, 8. Zeile v. u. statt ,,Niherungszihlerpolynomen® lies ,,euklidschen

Resten,



ZOBODAT - www.zobodat.at

Zoologisch-Botanische Datenbank/Zoological-Botanical Database
Digitale Literatur/Digital Literature

Zeitschrift/Journal: Sitzungsberichte der mathematisch-

physikalischen Klasse der Bayerischen Akademie der
Wissenschaften Mlinchen

Jahr/Year: 1956
Band/Volume: 1956

Autor(en)/Author(s): Bauer Friedrich L.

Artikel/Article: Beitrage zur Entwicklung numerischer Verfahren fiir
programmgesteuerte Rechenanlagen. Direkte Faktorisierung eines
Polynoms 163-203


https://www.zobodat.at/publikation_series.php?id=20955
https://www.zobodat.at/publikation_volumes.php?id=56345
https://www.zobodat.at/publikation_articles.php?id=373062

