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Zur Darwin-Fowlerschen Methode der statistischen
Thermodynamik

Von Rudolf Albrecht in Miinchen

Vorgelegt von Herrn Joseph Lense am 1. Juni 1956

1. Einleitung

Bekanntlich verdankt man C. G. Darwin und R. H. Fow-
ler [1, 2]* ein Verfahren zur Herleitung von Sitzen der statisti-
schen Thermodynamik, das in dem Bestreben entwickelt worden
ist, eine strenge Begriindung der Boltzmannschen Abzihl-
methode zu geben. Es vermeidet die Anwendung der Stirling-
schen Formel, die Problematik kleiner Besetzungszahlen und des
Nachweises, dal3 die Abweichungen von der wahrscheinlichsten
Verteilung unbedenklich vernachlissigt werden kénnen. An Stelle
der wahrscheinlichsten Verteilung werden die Mittelwerte der
moglichen Besetzungszahlen untersucht, wobei als mathematische
Hilfsmittel der Residuenkalkiil und das ,,Sattelpunktverfahren*
beniitzt werden. Bei verschiedenen Anwendungen fihrt der
eingeschlagene Weg befriedigend zum Ziel, aber gerade bei der
Herleitung der fundamentalen Energieverteilungsgesetze sind die
tiblichen Darstellungen der Methode nicht frei von Mingeln und
haben verschiedentlich AnlaB3 zur Kritik gegeben. Die haupt-
sichlichsten Schwierigkeiten sind dabei, daB zur Anwendung des
Cauchyschen Satzes der Funktionentheorie die Energiewerte £,
ganzzahlig vorausgesetzt werden miissen, was schlielich zur An-
nahme beliebig kleiner Energieeinheiten fiihrt. Dies ist im Hin-
blick auf die Endlichkeit der Phasenelemente als stérend empfun-
den worden und veranlaBt auBerdem bei der Durchfiihrung des
Beweises verschiedene Komplikationen. Man vergleiche hieriiber
die Einwdnde bei P.Jordan [3] und in dem Lehrbuch von

1 Siehe Literaturverzeichnis am SchluB.

15 Miinchen Ak. Sb, 1956
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A. Sommerfeld [4], in dem die Methode zur Herleitung der
Zustandssumme im [-Raum ganz vermieden worden ist. Noch
erheblich problematischer ist jedoch die Anwendung des Sattel-
punktverfahrens zur Auswertung des Residuenintegrals. Dies
zeigt sich besonders beim z-Teilchenproblem, wo die einschligige
Literatur einen falschen Wert der Zustandssumme gibt. Durch
Anwendung eines weiteren Fehlschlusses wird dieser Wert wieder
berichtigt, so dal} schlieBlich die anderweitig bekannten Ergeb-
nisse erhalten werden.

Im folgenden wird versucht, die angedeuteten Schwierigkeiten
zu beheben und eine exakte Durchfiihrung der Darwin-Fowler-
schen Methode sowohl fiir die Boltzmannsche als auch die Bose-
Einstein- und Fermi-Dirac-Verteilung zu geben. An Stelle des
Cauchyschen Satzes fiir analytische Funktionen wird die ent-
sprechende Koeffizientenbestimmungsformel fir Dirichletsche
Reihen beniitzt. Die Sattelpunktsmethode und topologische Uber-
legungen sind vermieden durch Anwendung einer Verallgemei-
nerung eines Satzes von Laplace iber ,,Funktionen grofler Zah-
len*’, die nachfolgend bewiesen wird. Abgesehen von der Art der
Durchfiihrung schlieBen sich die Ausfiihrungen an eine Darstel-
lung von E. Schrédinger [5] an. Beim »-Teilchenproblem fithren
die Ergebnisse dabei zu einer Kritik der entsprechenden Resul-
tate in [4] und [5].

2. Ein Hilfssatz

Fy(@)(V =1,2,3,...) sei eine Folge komplexwertiger Funk-
tionen, die im Intervall -—x <9 < 7 analytisch sind und fol-
gende Voraussetzungen erfiillen:

() lim 7, (0) >o;

% 7dFN‘ /
) = /. (0) = o
(b) l a9 1, ~(0) o

(¢) lim AN 50
) e Fylo) ’
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(d) es gebe eine positive, von NV unabhingige Zahl n < =, so daB
fiir —n <9<y Fy@)Fo und
Jim {[In Fy ()] - Fyy ()] Fir (o)}
existiert;

(e) in jedem abgeschlossenen Teilintervall [#,; #,] von [—z; 7],
das den Nullpunkt nicht enthalt, sei

. [1#Zv ]
dm fﬁ (9) 49 =

Dann ist

L O
Jim - T IFN(U = V2m.

Der Beweis kann folgendermallen gefithrt werden: Infolge
Voraussetzung (d) gibt es flr jedes &V ein Intervall [—z; 7],
in dem /7, (#) 5= o ist. Bei Anwendung des Taylorschen Satzes
und Berlicksichtigung von Voraussetzung (b) kann man fiir
—n <& < 9 also schreiben

In Fy(®) = In FN{o»+?((§)) '920 Ry ()2 =)
mit
Ry(9) = Relln £y (DyLs47 Im[In £, (D5 (1)
und
oZ|Bl <, o <[P <8

Wegen der Stetigkeit der Ableitungen von In 7 (#) ist die Dar-
stellung (1) auch fiir # = orichtig, wobei in den Ungleichungen
= Zeichen zu setzen sind. Wir unterteilen das Intervall [-—=; 7]
in die Intervalle

I/

)

I

*77<19<77: 77<_{).S_7z’ -7 —7
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und zerlegen dementsprechend das Integral

Ed 7 b -7

|7y @) a0 = [Fy (@) a0+ [Fx@®ad + [ Fy@)ao =
- -7 n -

= Fy(0 IGXP{( P+ Ry () )«—}dﬁ—i—

+ f Fy(®d® + _jn Fy () d0. @

Nun fithren wir im ersten der in (2) rechts stehenden Integrale
fiir genligend groBes NV die Transformation

(175 © T
”"[ Zv (0) ] ¢

durch, so daB fir —n <4 <9 gilt —SV) <z < S(NV) mit

Jol 1,
Sy = FOL™. (3

Nach Voraussetzung (d) kann # eine beliebig kleine positive
Zahl sein; nach Voraussetzung (c) ist dann I}Iim SNy =

(2) laBt sich also fiir genligend groBes NV schreiben
| 7y @) ao =

_ .[— 0)]3/2 S(.N) {— Au‘l- (1 Ry [FN (o)] 2 4 )} du -

[1Zx )17 _ J)CXP 2 [FZ @I 3

,Lf Fpy(9) d9 + J F,(9)d. (4)
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Nach Voraussetzung (d) gilt fiir den Exponenten

u? Fy©) " w
_7(1—1?”[11?—}&(0)1] '3')

des ersten rechtsstehenden Integranden in (4) fiir NV—o0

Ly (0)
| Ry | [m@—l] < const,
ferner ist

[ Fwlo) P
. S A <
13152,[ JFJ&(o)!J =,

also fiir N — co
Iy (o) 1
IRNI[IFW_] l2¢] <C const - 7.
Weiter ist nach Voraussetzung (e)

. 7y 0)| It
Jim S fF (9 dD =

Da der Wert des Integrals

17 ©)]%
[[F o] IFN(Q‘}) dé

von der Teilung in eine Summe von Teilintegralen nicht abhingt,
7 beliebig klein sein kann und der Limes existiert, ist

[ Zx ()]s 5w )
1\1’1->nolo [FN(O)]s]z IF (ﬂ)a’ﬂ fe 2 Jduy = Vam.

-0

Dieser Satz geht auf P. S. Laplace [6] zurlick.
Nun wenden wir uns dem physikalischenProblem zu.
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3. Mittel wertmethode. Kanonische Verteilung

Wir betrachten ein thermodynamisches System 2’ mit abzihl-
bar unendlich vielen Zustinden, die mit

1,2,3,..5,4 ...

bezeichnet seien. Prinzipiell nehmen wir an, dafl es sich dabei
um Quantenzustinde handelt. Die zugehérigen Energieniveaus
bzw. ihre in irgendeiner Energieecinheit gemessenen MafBzahlen

EyEy Fy o0 B, L
sollen die Bedingungen
£y =o0, EV<E,., fiir alle Z,  (5a)

lim 24— 6 (s 1)

/> o0 ¥

erfiillen, hdufen sich also nirgends im Endlichen. (5a) kann durch
geeignete Differenzenbildung und Indizierung erreicht werden.
Entartungen sind durch das Gleichheitszeichen mitberiicksich-
tigt. Bei Anwendung auf ein klassisches System 2 sollen den Zu-
stinden Zellen gleichen Phaseninhalts im Phasenraum entspre-
chen, denen die Energiemittelwerte £, zukommen.

Nun denken wir uns eine Gibbssche Gesamtheit von &V iden-
tischen solchen Systemen 2, wobei NV eine grofle Zahl sein soll.
Nach klassischer Auffassung machen wir fir diese gedachte Ge-
samtheit die Annahme, daB die Systeme mit ihren Zustinden
wohlunterscheidbar sind, d. h. daB} sich etwa

System Nr. 1 im Zustand /4,

System Nr. 2 im Zustand /7,

System Nr. NV im Zustand /Z,
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befindet. Damit ist eine Klasseneinteilung der Zustinde der Ge-
samtheit moglich: eine Klasse ist dadurch gekennzeichnet, dal3
sich

N, Systeme der Gesamtheit im Zustand 1,

N, Systeme der Gesamtheit im Zustand 2,

N, Systeme der Gesamtheit im Zustand /,

befinden. Die A, sind dabei ganze Zahlen, die der Partitions-
bedingung
2N, =N (6)
‘

genligen missen. Die Gesamtenergie der Gibbsschen Gesamtheit
ist fiir eine Klasse konstant und gleich

;’ EN, = FE. )
Wir fordern nun, dal3
2 Ey N 5
. 4 .
- ®

ist, d. h. daf} fiir N — oo ein fester Energiemittelwert I/ existiert.
Gesucht wird der Mittelwert V,, (m = 1, 2, 3, . . .) simtlicher
moglicher Besetzungszahlen /&, des Zustandes » mit dem
Energieniveau £, die bei den Zerlegungen einer bestimmten
Menge von Klassen auftreten kénnen. Dieser Mittelwert ist

" N, P

N = =

m ZP b

wobei die Summe uber alle diese Klassen zu erstrecken ist und

N

7=
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die Anzahl der Realisierungsméglichkeiten innerhalb einer sol-
chen Klasse ist. Unser Ziel ist dann,

Mo fir N
2 o0
N w

zu untersuchen fiir solche Mengen von Klassen, flir welche die
Gesamtenergie £ die Bedingung (8) erfillt. Wir fithren formal
im Sinne einer erzeugenden Funktion

N1

731
I}f\z. 7

Ny

P = wy;

ein, wobei die w, als stetig verdnderliche positive Parameter in
einem Intervall

a<lw, <4, o<la<l1<A

(a, A fest) betrachtet werden. In Endresultaten werden dann alle
w, = 1 gesetzt. Dann ist

. w, OZP 2 )
Nm= EP 'awm = (Um’aiii anP’ (9/

(OF

wobei die Summe wie oben zu erstrecken ist. (9) zeigt, dal} die
Aufgabe der Bestimmung der Mittelwerte /V, auf die Berech-
nung der Summe

]

N
ZP = 2 TIN; ! 1170)?’1 (10)
{

bzw. ihres Logarithmus zurlickzuftihren ist. Erstrecken wir die
Summe iiber alle Klassen mit gleicher Gesamtenergie £, fur
welche die Bedingung (8) erfiillt ist, so kann dies nach dem Grund-
gedanken der Darwin-Fowlerschen Methode in folgender Weise
geschehen:

Wir fithren als Funktionen der komplexen Verdnderlichen

s = 0 47t



Zur Darwin-Fowlerschen Methode der statistischen Thermodynamik 213

ein
F6) = 3wt
und o
W =3y T, em a2, (11)

Dann ist die gesuchte Summe (10) der Koeffizient von ¢~ %*

in (11). f(s) ist eine Dirichletsche Reihe, die infolge der Voraus-
setzungen iiber die w, und (5b) in der Halbebene ¢ > o absolut
konvergiert. Das gleiche gilt fiir die Dirichletsche Reihe [f(s)}*.
Der von den £, unabhingige Koeffizient von ¢~#¢ ist folglich
nach der Hadamardschen Koeffizientenformel

T

ypo=Hm (G i e Eeotings  (12)

-,

mit beliebigem ¢, > o. Flr IV — co kann (12) bei passender
Wahl der Abszisse o, asymptotisch ausgewertet werden. Wir
schreiben den Integranden von (12) in der Form

[f (o 4 ity "ot 0]
mit
UN=FE

und betrachten die darin auftretende Funktion

e[ = X e mE (13)

l=1

(13) ist im Intervall 0 <Z o <C co (6 = Res) absolut konvergent,
stellt also in dieser Halbebene eine analytische Funktion von s
dar. Wir zerlegen (13) in die Summe zweier Reihen, von denen
die erste nur die endlich vielen Glieder mit positiven Dirichlet-
Exponenten (U’ —- £,), die andere alle iibrigen Glieder enthilt:

eU’;f(S> — Z" 601 e(U'_El): + Z CU; e([//_El).r.

U'—E;>0 U'—E;< 0
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Bei Differentiation hat man
a , U= Ep)
E{g(/:f@)} = 2 wo,U—E)e o
U—E;>0

+ 2w (U'— BV,

U'—E;<0

%{eU"f@)} = 3 w,({U—E)2 U EDs

U—Ep> 0

+ 3 U B e E

U—E;<0
Fiir reelles s = ¢ folgt damit im Intervall o << o < o0

eV’ f(a) > o, lirEOeU"’f(a) = oo, lim ¢Y"? f(o) = o0;

ferner, dal3 fiir genau einen Wert ¢ = g/, 0 < p’ < 00,
d (s A Ui pr 2)
’E{e S} ecw = _Zﬁ{g S +if)),o=0 (14a)

ist, denn die erste Teilreihe wichst im Intervall o < ¢ < 00
monoton von const nach 00, die zweite monoton von —o0 nach
const.! Auch gilt offenbar

d? ’ a* M= 1 -
st 7 f (e = T ae {0 f (W +it)}, o > 0. (14D)

Diesen Wert g’ wihlen wir fiir oyin (12): 0, = p'. Wir haben dann
den seiner Bedeutung nach positiven Wert

ZP = [ fQOP I o [ [ G i) | fu0) de (1)
zu berechnen. Dabei ist nach (8)

Iim U'=U

N>

! Ein anders gefithrter Beweis beil E. Schrddinger [5] enthilt S. 39 einen
Druckfehler, der sich bei M. Born [7] S. 161 wiederfindet.
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und damit infolge der stetigen Abhéangigkeit des u’ von U’ nach

(142)
lim x4 = pu,

N> o

wobei ebenfalls o < u < co gilt. Zufolge einer einfachen Inte-
gralabschitzung ist der positive Grenzwert

T

[ 7 s +in) | FO dt < 1.

-7

. 1
lim

T>00 2T

Schwieriger ist die Untersuchung, wie sich dieser Ausdruck fiir
N — oo verhilt, Wir machen dazu die Annahme, daf3 die jeden-
falls fastperiodische Funktion

—~Ep (' +i1)

FU i = Sape
=1
reinperiodisch ist und die von V unabhéngige primitive Periode
2p =21y >0

besitzt, d.h. daB fir jedes / £,y eine ganze Zahl ist. Dann ist
infolge der Wahl £, = o, w; > o im Intervall —p <z < p die
Gleichung

rn _, w0

nur fiir # = o erfiillt, denn fiir einen anderen derartigen Wert 7,

o< l4| <p
mublte fur alle /
Eq
Y

eine ganze Zahl sein, d. h. 7, wire eine Periode |#)| < 2p. Da
wegen £; = 0, w; > O stets
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ist, gilt also flir # == o im angegebenen Intervall

ML (16h)

Damit kénnen wir zur asymptotischen Auswertung des Inte-
ymp g

grals in (15) den zuvor bewiesenen Hilfssatz auf die im Intervall

—p <t < p analytischen Funktionen

Uit flul 4-74) IV
A = [ 7

anwenden. Ohne Einschriankung der Giiltigkeit tritt an Stelle
der Veridnderlichen ¢, —=z <& <&, die Verdnderliche ¢
—p <t < p. Ferner ist

a) £ (o) =1 furalle V;

b) [dFN] L B |
df li=o0 f’zv<0> = 0 nach (143),
3 Fil\; (O) . a2 gU’:f(x)
C) A}I_I;réo ﬁ:’V(O)_ o —x’\}l—inoo N d‘yZ' f(,u’) = — 0
nach (14b);

d) infolge p' — p, U' — U und der Stetigkeit der Funktion

eV f (412
S

gibt es fiir geniigend groBes /V ein festes Intervall —y < ¢ <y,
wo £ (¢) == o und

[ln Iy (t)]”’
N F(0)

= lim {[InfGu" -+ in]"": [Inf(u' + 2], )

existiert;
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e) in jedem Intervallo <m < || <y < p ist

Jim |7y ()] jF (Hdt = o

£m
infolge
|y ()] = O[N]
und
e
f Fy(@® df < N my—mn),
=

wobei nach (16a, b) o < ¢ < 1 gilt. Deshalb ist @
17

4 -
Jim VW [Fy@dt = Vaafu) {— [e9% fu+18)] 1 o) .

-2

Die primitive Periode p der Funktion f(u' + 7£) ist infolge der
Beziehung
NGB =N

auch ecine Periode der Funktion #, (#). Setzen wir also v = 2 4p,
4 eine natiirliche Zahl, so ist

T—> 00

lim L FN(t)a’t = lim —,éfFN(t)dz

-7

= J Fy () dt.
it 4

Bei Anwendung von (17) findet man also fiir groBBes V
(18)

1 WA
Jim ; FN(t)a’t = = ]/—')N[;,’U”f(y-{-zt)]” (149

mit A}l_{l’éo e = 0. Mit (18) kann nun aus (15) geschlossen werden,
daB

R InZP
Jim o —— = Up+1In f(w) (19)
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ist. p ist nach (14a) die eindeutig bestimmte Wurzel der Glei-
chung

L7 f(@)] = o

im Intervall o < ¢ < co. Daraus folgt mit w, = 1

00

[#@ > e
U=— “’;@F" j = _ (20)
—Eju
I§1e

Aus (9) ergibt sich weiter mit (19)

& E
Z E1 (374 6’_ "

A7 — £, u
. N, e "™ - 7]
lim —-Z =, -——<—{—(U>— = — .
No>oo NV S S Dy
und wegen (20) mit @, = 1
V, e Emt
Iim :n — o . (21>
N—>oo NV —En

(N

ou . . . . .
~-— 1st beschrankt, wie man erkennt, wenn man die Bestim-
wm

mungsgleichung (20) fir u partiell nach o, differenziert,
a2 Ve ou B
A A ACI P Ser (E,,—U) e =0,

und beachtet, daB die zweite Ableitung nach (14b) positiv ist.
Formal ergibt sich (21) also aus der Zustandssumme

1
Me
N
A
&

Z -

in der Form

=

/ 10 )
lim —2 — % % 1nz. 22)
N->oo N n or,, (
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. Ein bekannter Nachweis zeigt nun, dal3

B =

ist (# Boltzmannsche Konstante, 7" absolute Temperatur). Damit
ist der Grund fiir die Einfiihrung der Bedingung (5b) ersichtlich:
sie ist notwendig, daB3 die absolute Konvergenzabszisse von (13)
null ist und 7" deshalb beliebig grof} sein kann.

SchlieBlich miissen wir rechtfertigen, warum wir die Giiltig-
keit der Ergebnisse (20) und (21) auch fiir den allgemeinen fast-
periodischen Fall in Anspruch nehmen. Hier hilft die Tatsache,
daB die periodischen Funktionen in der Menge der (eigentlich)
fastperiodischen Funktionen iiberall dicht liegen. Wir kénnen
irgendwelche Werte 7, beliebig genau durch rationale Zahlen
mit gemeinsamem Nenner anndhern:

4
E, ~ L. ¢,y ganze Zahlen.
Y

y kann z. B. eine Zehnerpotenz sein (Dezimalbruch). Die Nihe-
rungsfunktion

léoo’l w,; exp [— (' +i7) %]

ist dann rein periodisch und fir sie gelten unsere Ergebnisse. Bei
festem U besteht eine stetige Abhingigkeit zwischen y und den
#, nach (20). Ebenso ist (21) stetig von # und den £, abhingig,
diese GroBen voneinander unabhingig betrachtet. In Wirklich-
keit ist jedoch (20) zu berlicksichtigen und es ist

m

=
§ <

lim
N> o0 N

unabhingig von der Wahl der %, wie bei (12) erwidhnt, hat also
im fastperiodischen und im periodischen Fall den gleichen Wert.

Bet Approximation mit den oben angegebenen rationalen Zah-
len bleibt also

li \—rm
m v

N> oo
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unverindert, wihrend im Limes

€l

o ) -

7 ?

iibergeht, wodurch wir infolge der Stetigkeit von (20) und (21)
den allgemeinen Fall erhalten.

Im AnschluB an die Ergebnisse (20) und (21) 18t sich dann
bekanntlich nachweisen, daB3 die relative Streuung beziiglich
des Mittelwertes /V,

o _/\7?,, — ]—\},2,,

2 =2
Non Nom

von ,,normaler GréBenordnung*’ ist, so daf} sie fiir N — co und
damit /V,, — co verschwindet. Hierauf soll an dieser Stelle nicht
mehr eingegangen werden. Damit ist schliefllich der Nachweis
erbracht, dafl die ,,Mittelwertmethode'* zum gleichen Resultat
wie die Methode der ,,wahrscheinlichsten Verteilung‘* fiihrt.

Der Erfolg der angewandten Methode im behandelten Fall legt
es nun nahe, das gleiche Verfahren auch im Falle der Bose- und
Fermi-Statistik zu beniitzen. Dies soll nachfolgend geschehen.
Wir legen dabei die selben Voraussetzungen zugrunde wie die
einschlagige Literatur, kénnen die dortigen Ergebnisse jedoch
nicht bestitigen.

4. n-Teilchen-Problem

Bei unseren bisherigen Uberlegungen waren keinerlei Voraus-
setzungen uber die Art des betrachteten thermodynamischen
Systems X gemacht worden. Nun nehmen wir an, dafl X ein
System aus 7 identischen Teilchen ist. Ein Teilchen soll die
Energieniveaus

€1, ) Egy + o Egy v v s

besitzen, die eine unendliche monotone Folge positiver Werte
bilden sollen mit
Y <8: é & + 1

Ferner sollen die ¢, in kleinen Intervallen als stetig verdnderlich
betrachtet werden konnen, da spiter nach den g, differenziert
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wird. & darf deshalb hier nicht gleich null gesetzt werden. Weiter
Ins

00
fordern wir, da3 lim — " = o ist, so da} >’ ¢ ** konvergiert.
$=> 0 6: s=1
n, Teilchen von » mégen die Energie e, haben. Dann ist der

Energiezustand des /-ten Systems
EI = Zn.rgs’
5
wobei fiir die #, gilt

Xns =t
s

Die Zustandssumme der aus solchen Systemen 2 gedachten
Gibbsschen Gesamtheit ist

Z = Z g"n“f".rex’ (23)
(ﬂ:)

wobei iiber alle zuldssigen Zahlengruppen #, zu summieren ist.
Dabei ist nur von Einflu}, daf3 sich #, Teilchen auf dem Niveau
g, befinden und nicht mehr, welche der # Teilchen es sind. Die
fiir jedes #, zuldssigen Werte konnen bekanntlich sein

(a) m,=0,1,2,3,... (Bose-Einstein),
(b) n, =0, 1 (Fermi-Dirac).
Mit

o = g s

erhilt man aus (23)

P S (24)
(n:)

Man kann annehmen, daf3 die Gesamtzahl # der Teilchen konstant
ist oder nicht. Fiir nicht konstantes » 16t sich dann infolge der

Konvergenz der Summe >’ ¢7#% im Falle
s=1
@ Zz=H YzZ= I 1 —z), (25)
s=1pv=0 s=1
B Zz=1 Ga+3) (26)
s=1

16 Miinchen Ak. Sb. 1956
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schreiben. Ist » konstant, so ist Z gleich dem Glied #-ter Ordnung
von (25) bzw. (26). Die Aussonderung dieses Gliedes soll wieder
durch Residuenbildung erfolgen durch Einfiihrung der Funktion

F@= I ¢ F o) 2)

mit der komplexen Verinderlichen { = |C|e"’9, wobei das obere
Zeichen zum Fall (a), das untere zum Fall (b) gehort. Dann ist

O 1 f©

: -Cn—** \27_52 A C)V17+ 1

Z = Res

ac. (28)

Bei der Berechnung des Residuums ist es vorteithaft, dal f({)
in Form einer gewdhnlichen Potenzreihe nach Potenzen von [
dargestellt werden kann.

Ist die Zustandssumme Z ermittelt, so folgt nach (23) fir den
Mittelwert #,, der Besetzungszahlen des m-ten Zustands

1 dlnz 1

n, = —— -
B OEy

- (29)

Nach dieser Zusammenstellung bekannter Ergebnisse wenden
wir uns der Berechnung der Zustandssumme Z bei festem 7 zu,
wobei wir die Fille (a) und (b) getrennt behandeln.

(a) Bose-Einstein-Fall

Wir gehen von der Darstellung (25) bzw. (27) aus. Zur Ver-
einfachung nehmen wir an, dal3 der Wert & einfach ist.

(1-—C2)

1

7 =

=8

ist regular mit Ausnahme der Pole zJ'. Fiir |¢| << 2! kann f(()
in Form einer Potenzreihe mit nur positiven Exponenten und
Koeffizienten dargestellt werden. Wir untersuchen, inwieweit zur
Berechnung der Zustandssumme (28) die Methode des vorher-
gehenden Abschnitts und der Hilfssatz beniitzt werden kénnen.

1 Man beachte, daf3 (29) #,, und nicht 7,,/» liefert.
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Wir betrachten die Funktion
f (C)

9, (0) =

fiir reelles £, o << ¢ <<s7%. @, ({) hat in diesem Intervall genau
eine Nullstelle £,, fiir die

_ L/ )
/&)

gilt, wie durch Laurenttrennung wieder leicht gezeigt wer-
den kann. Wihlt man als Integrationsweg C in (28) den Kreis
|&] = &, so ist

)
f (Co ew)”

27

Nun betrachten wir die fiir reelles ¢, 0 <C{ < 27!, reelle Funktion

Wir finden im angegebenen Intervall

dn () B bt A
7 v

@ & E
T T2 ;l—————: 5 =0,

n(z)
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Fir § = £, ist
n = n(ly)

Loz

1— oz,

+ 7 (30)

mit beschranktem

Daraus folgt

R | n—y
Co—él 71—7’*}—1’ (31)
also
. _ -1
lim {, = =]
n=-roo
und
o0 -1
. Z z
limr= 3> 7 °° |
no> 00 1—z 1z
s=2 1 5
Weiter ist

Ing, &) = Inf() —nin g,

=—Z‘ln(1—é‘02:)——nln(z]1 n—r )

il n—r+1
—nlnz +In(n—r+1) 4+ nln (,’?;1"; ‘-)—
— 22 In (1 —¢&,z,).
Fir grofles » ist also (32)

Ing, () =—nueg+In(n—r+1)+41— Zoo' In(1—z7'z)

s=2

von der Ordnung #, da & >> o0 vorausgesetzt ist. Bilden wir die
zweite Ableitung von In @, (£, e'?) nach 4, so finden wir

s Loz, 6'?

(ng, e = — X

s=o (1 —{o 26?2 )
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Demnach ist fur 4 = o

Ps(C) 2 =Lzt

fpn (CO) _ Zoc: ~ Cl)z: . < o

und infolge (30) von der Ordnung 7% Entsprechend erkennt man,
daB [In ¢, (¢,€"%)]5 L  von der Ordnung #? ist. Somit ist die Vor-
aussetzung (d) des Hilfssatzes nicht erfiillt.

Man kann einwenden, dal die angegebenen Voraussetzungen
des Hilfssatzes nicht notwendig, sondern nur hinreichend sind
und den Satz trotzdem anwenden. Dann erhilt man das Ergebnis

InZ~Ing,(E)— | In [Zn%ﬁ%\]'

Die {ibliche SchluBlweise ist nun, daf} In [2752”- (COH] nur von

Px (Co)

der Ordnung In # ist, deshalb gegeniiber dem ersten Summan-
den vernachlissigt werden kann und

InZ =~ Ing, ({,)

ist. Mit der gleichen Begriindung miissen dann jedoch auch die
letzten drei Summanden von lng,({,) nach (32) vernachlissigt
werden, was nicht zum beabsichtigten Ergebnis fur In Z bzw.
n,, fihrt.

Wir berechnen deshalb das Residuenintegral (28) in folgender
Weise: Unter Beriicksichtigung der Tatsache, daB z7* ein Pol
des Integranden ist, wihlen wir einen Integrationsweg C nach
Fig. 2, wobei der Weg 1 auf dem

Kreishogen
I
: — :—1+ngu 211
g
© = const, %<O’ < 371 o

Fig. 2
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verlduft, der Weg II bzw. III aus dem Kreisbogen
¢ = 7te?, e< %< 7w bzw., —a < # < —¢

besteht. Fiir p — o hat man

3n

2
WL = z’f 2L 1 —27ts) do

x s=2

T

+ 7 181_{51 ,j(zl e“”’)”xgl (1 —272, %71 d D

+ [ ey T —tsd0tds
— s=1
oder

(1t —zlz)™?
2

—s

1
Lz =—
1 2

5

+iﬁ%LﬁHo—ﬂ%JW*fwdﬂ+

v os=1

Sas=1

+ f ]’I (1 '—3;13; giﬂ>—1 e——inodﬁ]

s=2 _sinnﬁd0+

r ﬁ (1—z7tz, &)1
(1 +PR) &

o0 .
0 1 (1—-27tz, &7t
,=2( 1 % ) sin 7 %

)T e e 0T

T
S SRS/ AT B cos 7z ‘
J I a—sts ooyt geond o+

r 2 —1 -1 cos 7 ¥ ’
+f [T G—212e7) —,Q*(IJF—{;R76NH~
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R bedeutet dabei ein beschranktes Restglied. Fiir # — oo er-
geben nur die Dirichletschen Integrale einen Beitrag, also ist

o0

lim Zz7" = ] (1 —2z7"2)7" (33)
i s=2
Das gleiche Resultat kann auch durch Integration Uber einen
Weg C nach Fig. 3 erhalten werden: Mit [C[ ={, 53 <G <z!
wird

¢ i

2miZ = if@l ENT L (1—8y 2,6 ' d9—2m7 Res. [ﬂ" (-C)—]
_ s=1 r=

= z'j.(é‘le"a)"’ ﬁ (1——(:126’0) 7 4-2mi 2] H (1—z7t 27t

s=2

oder

fdyn O
2) 1 (—Gze) di.
1~1

s=1

s =
-n e | N1 1
H <1 g1 2) RN 2m (
—n

Fiir 72 — oo verschwindet das Integral, da &z > 1 ist und man
erhilt das Ergebnis (33).

Fig. 3

Fir genligend groBles 7 kann deshalb geschrieben werden

Z =z h (=g n
s=2

o0

mZ=nlnz— 32 In(1 -~ -3{1 z.).
s=2
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Damit erhalt man nach (29)

1 1

N - R - T, M= 2, 3, ...
mn ~1 £, —& ?
2,2, —1 T )
— x 1 - 1
Ny 2 — _— = — —
1~ Z z Z—l—-l Z eu(e:——sl)_l
s =2%1% s=2

Bei Beruicksichtigung von (30) und (31) kann man statt dessen

auch schreiben

R, R ., m=2,3,...
e M1
[
(34)

o0
- 1
o~ — D) L = — !

s=2 1 N T

Ca CO

(34) ist die ubliche Darstellung des Ergebnisses. Wir erhalten sic
nur asymptotisch fiir den Fall {y— 27! und » - co, also bei
starker Entartung, wihrend sie in der Literatur fir beliebiges
£y, 0 < Lo << 27t in Anspruch genommen wird.

Um die Abweichung quantitativ zu Ubersehen, gehen wir

nochmals von

Zz - L f ﬁ (1—2,80e"") " (Loe®) " dd

27 s =1

1 I 00—z Gen
=——H(1—ZCO) tggre [ m—— g
27
S | R
s=1

aus und berechnen fiir o <7 {, <C z; ' und mit g o= "%

- 17}
n, —-———InZ.

”
“ Eom
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Das Integral ist positiv und es darf unter dem Integralzeichen
nach ¢, differenziert werden. Man findet

i, = lm-~» {1 +0} (33

mit

T oo

J I =28 11— 2, Lo 19) 1 (70— 1) e= im0 4

Q . mms=1 o -
— - JTA o e T T .
[T =z tpei®)temint as
-7 s=1

Eine genauere Untersuchung des Quotienten @ hinsichtlich sei-
ner Abhédngigkeit von {, und 7 ist schwierig, jedenfalls ist sein
Nenner 27 {j Z positiv. Ferner ist Z und damit 7%, von {, unab-
hiangig. Ebenso hingt # von {; nicht ab. Damit fithrt aber die
Annahme

0 =o

bereits auf einen Widerspruch sowohl hinsichtlich der Unab-
héngigkeit der #,, als auch des # von {,, da fur die 7, die Identitit

oo

72 - Z ﬁ?’l

m=1

gilt, die aus (29) folgt,

(b) Fermi-Dirac-Fall

Nach Gl. (z7) ist hierfir

F@O =11 (1 +¢z).

s=1
Das unendliche Produkt ist konvergent fir |{| < oo, f({) ist eine
ganze Funktion mit den Nullstellen { = —z7'. Wir untersuchen,
ob zur Berechnung der Zustandssumme Z nach (28) der Hilfs-
satz beniitzt werden kann:

Wir betrachten die Funktion
- ¢
p (O =28
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fiir reelles £, o <<{ < oo. @, (£) hat in diesem Intervall genau
eine Nullstelle £,, fiir die

— Lo (L)
S o)

gilt. Als Integrationsweg € nach (28) wihlen wir wieder den
Kreis |{| = &, Dann ist

1 JTf oe)

- ')n (4‘ eu‘}
-n
Nun betrachten wir die fiir reelles £, 0 < { <0, reelle Funktion

4SO _ %
n(C)— f(f) C;—-1 1-’-?,'2, .

Im angegebenen Intervall ist

dn =
=2 ity O
@n@)
Pl 2,51 (1 +¢z,>=* St

7({) hat also einen qualitativen Verlauf nach Fig. 4. Fir § = { ist

n=n (L)

z .
== CO :%1 1+ Co (3()

n()

Fir » — oo ist demnach

lim §, = co.

7> 00
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Wir setzen

F, (0) = 9; (Lo &’

und bilden die zweite Ableitung von

In 7,(#) = S’ In (1 4 & e? 2)—nln (& &%)

s=1
nach 9.
eriﬂ
T

A O =— 4 3 (37

fliir 4 = o ist also wegen (36)

Fle g z,
Fy(o) C%;o+amf

Nun kann zwar nach (36) abgeschitzt werden, dal3

7, (0)

S E, )

<0

ist, es 1aB3t sich aber nicht unmittelbar erkennen, ob

[ 747 (o) | .

’Fm—)OO fur % — co
und ob der Hilfssatz anwendbar ist, wie in der Literatur ange-
nommen wird. Wir gehen deshalb wieder von der allgemeinen

Darstellung
Z - f ﬁ (1 +-2,80e") (Lye'®) ™" dD
271:_ R <550 0
IT G+ze

—ﬁ II ¢ —I—zﬁ&&?'“j =2 e~ F9
dne 1 G+ 28

s=1

aus und berechnen fiir o < {; < 0o #,, wie in (35). Man findet

—_ 1

My = T {1 + Q}
Lo (3
Co

8)

8]
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mit
T
J I G4280e?) (1 42,8270~ 1(0—1) e in0 49
—m s=1
Q = R R .
f H <1+3:506’“9)€_i”0({19
-n s=1

Der Nenner in @ ist wieder positiv. Auch hier fithrt die Annahme
= 0

zu einem Widerspruch mit der Unabhingigkeit von Z, #,, und
n von {,. Allenfalls ist es mit der Identitit

x o~
71 = Z n?ﬂ

m=1

vereinbar, dafli Q — o fur {; — 00 und »# — co gilt.

Unsere Untersuchung zeigt also, dafl bei beliebigem {; die
Mittelwerte #,, durch (35) bzw. (38) mit Q 4= o gegeben sind
und nur fiir » — co und §, — 27! bzw. co (starke Entartung) O
gegen null gehen kann.
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