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Uber eine Schlichtheitsschranke von James S. Thale
Von Oskar Perron in Miinchen

Vorgelegt am 5. Oktober 1956

In einer kiirzlich erschienenen Arbeit! hat Herr Thale neben
anderen dhnlichen Sitzen bewiesen, dal3 der Kettenbruch

(1) FO(Z):Ti—I—*_ Z[—F’fil-’r'-- (!a,lg—l—fﬁrallev),

4
der bekanntlich firr |z| <1 gleichmiBig konvergiert?und folglich
fiir 2| <1 analytisch ist, den Kreis |2] <12 }/2—16=0,97..
schlickt abbildet, das heifit, dall fir 2z == z, stets auch
Fo(zy) &= Fy(ey) ist. Er vermutet, dall sogar der ganze Kreis
| z| <1 schlicht abgebildet wird. In der Tat wird zunichst wohl
kaum jemand die Richtigkeit dieser naheliegenden Vermutung
bezweifeln; dennoch ist sie falsck, und die Schranke 12 ]/5—— 16
ist sogar die bestmdgliche.

Zum Beweis folgen wir zunidchst Herrn Thales Gedanken-
gang und setzen

(2) Fv(2)=lj+-|—ale'--{--laﬁgzl+'" v=o0,1,2,...),

1 1

was filir v = o mit (1) iibereinstimmt. Offenbar ist fiir |2] < p <1

! < Mo kel el . _ 2
R e T R Ve

Ferner ist

1
=1-4a, 2F, z
Fv(Z) + v 1 v+1( )’

! James S. Thale: Univalence of continued fractions and Stieltjes trans-
forms. Proceedings of the Amer. Math. Soc., vol. 7, Seite 232-244 (1956).

2 Siehe z. B. mein Buch: Die Lehre von den Kettenbriichen, 1. oder 2. Aufl.
Seite 262,
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also
7 1(32)— A (121)- = ayi1 [ 81 (22) — 21850 (21)]
1 1
= P @ A o e —a g ]

= yyy Fp1(21) Foi1 (22) [32(1 +a, 02 Fo o (zl))
— & (1 + a,.0 22 Fv+2<22)):|'

Multipliziert man mit %,(z;) F,(z,) und setzt zur Abkiirzung

(4) Fv(zl> F-;-(ZZ) Fv+1<zl) Fu+1<22> = Qv’
so kommt:
(s) £, (z1) — F, (25)

= Qy41 Q,(zp—2) + Ay 12y419 Q,212, [FH—Z(ZI) - Fv+2<32)]-

Schreibt man diese Formel der Reihe nach furv =0, 2,4, ..., 2%
auf, so ergibt sich durch sukzessives Einsetzen:

Fo(zr) ~ Fo(z5) = a3Qg (25— 21) %
. .
(6) x[l +2 ayazay .. 3,100 - - On, 517,
v=1 R
‘ayazay ... ay,,3000 . Cs, 3’1'“33“ [F2n+2<31) —Fy e <32>_]

Nun ist |a,| é%und fir [z, <o <1 (£ =1, 2) ist nach (3)

o} F < 2 -
< | i (Z/é) [ ol l/l P
und folglich

o <l@l= (—1 +l/21—e_)4'

Dabher ergibt sich aus (6) fur » — co

Fo(z) — Folze) = a1 Qo (20— 21) *

(7 = vy
|1 42 apazay ..oy, 030y Oy, 51 2|
v=1
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Nun hat man aber die Abschitzung

(8)
| ke ,, | og' 1 2 4v 2y
.gaz@...agpﬂQzQ‘l..-sz {g,% oy (1:171-_&) e

_ ¢ S S i R N |
- g((l-i—l/l*—e ) (1+Vi—e® | (1 (1+V1—9)4)
Speziell fiir g <C12 J/2— 16 ist

e 12Y2—16  12)/2—16
(141 1—p)? <1 +V17—12V22  (14+3—2) 22
© o 121/2—16___1’.
T o2z—16Y 2 Y2
0? 1 . . . .
also ist a 4:171—_:5; < und folglich die Reihe in (8) und (7)

absolut <7 (1 —%) = 1, also ==— 1. Daher ist die eckige

Klammer in (7) von o verschieden, also fiir 2z, <=2 auch
Fo(zy) =F Fy(2y). Das ist das Resultat von Thale.
Nunmehr betrachten wir den speziellen Kettenbruch (1), bei

dem a, = —;—, a, = —% fur v = 3 ist, wihrend @, beliebig sein

v

darf. Bei diesem ist

LY U L5 DU 22 U S >
F”(z)—|1 B i = Vi fir » = 2,

wobei die Quadratwurzel mit positivem Realteil zu nehmen ist.
Nach (4) ist dann auch

Q

2 2 2
= {— = e B >
> (1 Vl . L ]/1 ——2) fur v 2,

und die Formel (7) nimmt folgende Gestalt an:

Fo(zy) — Folzy)
—~atei— 2 () (i )

B B 2 N )
=a1Q (5, Zl)ll = ( (1 + ]/1 —z)2 (1+V1 —;2)2) ]
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Es wird also Fy(2;) = F,(2,) sein, wenn die eckige Klammer
verschwindet, wenn also

2 z

1

GV e T

ist. Das trifft zunichst zu, wenn die beiden Briiche auf der lin-

1 . - .
~ .~ sind, was z; = 2, = 12 }/2 — 16 liefert. Es

V2

trifft aber auch zu, wenn

ken Seite gleich

1 & 2,

(10) —Zl_—_: S = =€, — — == »717_— e
(1+V1—2z)? V2 (14+V1—z) V2

a

ist. Das ergibt fir 2, und z, zwel verschiedene Werte, die fiir hin-
reichend kleines |a| beliebig nahe bei dem vorhin gefundenen
Wert 12 }/2—16 liegen. Somit kann die Thalesche Schranke
12 )/2 — 16 durch keine gréBere ersetzt werden.

Das Beispiel lehrt auch noch, daB der von Herrn Thale beim
Beweis herangezogene, angeblich aus einem (wohl miflverstan-
denen) Satz von Montel folgende Umstand, daB notwendig
{z1] = |2z| sein muB, nicht zutrifft. Denn die Gleichungen (10)
liefern zwar bei rein imgindrem a fiir 2, und 2, zwei konjugiert-
komplexe Werte, also |z;| = |z,|, bei reellem a aber zwei ver-
schiedene positive Werte, also |z;| == | z,].
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