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Der EinfluB einer Flichentransformation
auf die geoditischen Kriimmungen

Von Frank Liébell in Miinchen

Vorgelegt am 5. Juli 19357

Bei verschiedenen Gelegenheiten wurden schon in friitherer
Zeit die Anderungen berechnet, die die inneren Kritmmungsele-
mente einer Fliche erleiden, wenn diese auf eine andere Fliche
abgebildet wird.! Im folgenden moge diese Frage unter den Ge-
sichtspunkten der natiirlichen Differentialgeometrie behandelt
werden: dieses Verfahren hat den Vorzug, daB in allen Stadien
der Entwicklung nur Gréen von unmittelbar geometrischer Be-
deutung auftreten.

1. Es sei § ein gegebenes reelles Flichenstiick im euklidischen
Raum, dessen Punkten P die Punkte 2 cines anderen gegebenen
reellen Flichenstiicks § nach einem gegebenen Gesetz umkehr-
bar eindeutig zugeordnet seien. Es ist bekannt, dall unter der
Voraussetzung ausreichender Stetigkeits- und Differenzierbar-
keitseigenschaften bei allen vorkommenden Funktionen, auch
bei den das Abbildungsgesetz bestimmenden, auf § immer ein
reelles orthogonales Liniennetz vorhanden ist, dem wvermdge der
Abbildung auch auf § ein reelles orthogonales Netz entspricht;
und zwar gibt es genau ein Paar derartiger ,,Hauptuetze'’, wenn
die Abbildung nicht winkeltreu ist, sonst unendlich viele. Man
wird erwarten, dal} es glinstig sein wird, solche Netze als Bezugs-
netze auf den beiden Flichen zugrunde zu legen.

L Es seien nur die folgenden Arbeiten aus neuerer Zeit zitiert: Antonio
Marussi, Sulla curvatura tangenziale delle trasformate di curve nelle rap-
presentazioni affini fra superficie. Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei
Lincei, Classe di Scienze fisiche, matematiche e naturali. 1954, p. 473-483.
Massimo Mineo, Sulla variazione della curvatura geodetica d’una curva
nella rappresentazione d’una superficie su di un’altra. Le Matematiche.
Catania, XI, 1956, Corradino Mineo, Geodesia intrinseca e proprietd gene-
rali delle rappresentazioni cartografiche. Rend. Acc. Naz. Lincei., Cl. Sec. fis.

mat. nat., 1955, p. 572 segu., 19506, p. 5§53 segu.
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Alle GréBlen, die sich auf eine der Scharen der Netzlinien oder
auf die ihr entsprechende bezichen, seien durch den Index 1 ge-
kennzeichnet, die auf die anderen Netzlinienscharen bezliglichen
durch den Index z; entsprechende Bogenelemente seien mit s
und &5, geoditische Krimmungen mit ¢ und &, Richtungswinkel
von Tangenten, die von den durch die erste Schar von Netz-
kurven festgelegten Richtungen aus im positiven Drehsinn der
Berlihrebenen gerechnet seien, mit ¢ und ¢ bezeichnet.

2. Es sei daran erinnert, daf3 der lineare Mafstab der Abbildung
im Punkte P fiir die Richtung ¢

mit den ,,Hauptmafistiben'’ m, == o und m, == o fur die ,,Haupi-
1 2

. @ . T .
richtungen* @ = ound ¢ = — in der Bezichung steht
(1) m?® = mis costp + mj sinte

und daB fiir einander entsprechende Richtungswinkel gilt

(2) tgp = — > tg .

7y

Im folgenden seien #z; und 2, als positive Zahlen angenom-
men, was durch passende Orientierung der Netzlinien immer zu
erreichen ist, ebenso #z.

Die geoditische Kriimmung einer Flichenkurve mit der Bogen-
linge s, die die Netzlinien der ersten Schar unter dem Winkel
@(s) Uiberquert, ist nach Bonnetund Liouville
(3) £ = g1 cosp + gy sing +-Z—f-

3. Fiir die Lésung der am Anfang gestellten Aufgabe kommt
es also darauf an, in dem (3) entsprechenden Ausdruck fiir die
geoditische Krimmung der Bildkurve

_ - R o
(3) £ = g1 cosp 4 gysing + =

die Grolen gy, &, @ und &5 durch die fiir die Originalkurve
charakteristischen Grollen auszudriicken.
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Aus (2) folgt nun in Verbindung mit (1)

! @ e sing = -2 sin
(2 cos g = — % cos @, P = P,
ferner
dg my, 4 m
P P tgpd (—-)
cos~ @ 7y cos=@ 771]
oder
_ mynty o 4 M ding— myding .
Shas—or .y 2 Cos@ sIn
4@ m? P m? 4 ¥

mithin wegen m = J5/ds

#
My —— —— My —

do nry i, AP ds 27 ds :
@) = 5 cosg sing.

Die hier auftretende GroBe wey - m2, ist der Fldchenmafstab der
Abbildung an der Stelle 2.

Um noch g; und g, durch Funktionen, die auf der Original-
flache definiert sind, auszudriicken, mégen die metrischen Grund-
formen beider Flichen herangezogen werden, die fiir die Haupt-
linien als Koordinatenlinien » == const, # = const gelten, wobei
je zwei einander entsprechende Punkte 2 und P gleiche Koordi-

naten 2z =7 und v = 7 haben sollen.
Wenn

(5) ds*=FEdu?*+Gdv® und ds*= Edu® -+ Gdv*

ist, gilt bekanntlich

1 6]/'75 oy rE
6 _— S
( ) &1 V[f(; ov 852
und
1 VG elny G
VEG du 05,

und das Analoge fiir &; und g,; da nun

() E=wlE, G=wiG

2%
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ist, inden wir

. aln(my V' E) 1 1 Ay
&1= 7 #2505, = Ty SYT mim, 8s, ?
®
. oln(m, )V G) 1 1 By
2T T mas, T w5 T g, oy

Aus (3), (2'), (4) und (8) ergibt sich nun

_ 1 oy 1 dmy ) iy 1 dmgy\ .
=g coS - -} sin
g m \ 7y &1 iy 08, @ +or m \ T &t my 08y ¢
71714 dm, dm, .

— = = Hlg - COS @ S1n @.
+ md + m" ( ds 2 ds y ¢

Eliminieren wir hieraus noch —(2% mit Hilfe von (3), so erhalten
wir schlieflich

=Tl gy P ((_1; )gl cos ¢ + (——- *m_)gz sin (p)

T m m3 m?

1 9y 1 dmy .
— ——— ——-CO0S ———sin
My 05, P+ Mty 08y ?

-+ ! dry m oy cos @ sin
e\ g 2 ds 7 @

Wenn damit auch unser anfangs gestecktes Ziel erreicht ist,
so wire doch zu wiinschen, dal3 die Abhidngigkeit des auf das
erste Glied der rechten Seite folgenden Ausdrucks, der er-
sichtlich cine Funktion des Linienelenentes (P, @) der Fliche §
ist, vom Winkel ¢ noch deutlicher in Erscheinung trite. Um das
zu erreichen, ersetzen wir, auller im Nenner #3, gemill (1) m
durch 2y, 725, cos @ und sin @, ferner die Ableitungen der Haupt-
maBstibe nach s gemil der Bezichung

\ a . 3_ . _E_f
(9) | =5 = Cos@ % -+ sin ¢ o5,
durch ihre partiellen Ableitungen nach s; und s,; da nach (1)

2 2 __ 2 2 *
m? —mi = (my —m7) sin® ¢,

m® — mi = (m} — m3) cos? ¢
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om;
ist, finden wir, wenn wir zur Abkiirzung Wj = m,, setzen:
(10) g = (mymy g +D):m?
mit
(10" D =

N 2 2 ) 3 B g 22 : ) - 3
oy (2 —m3) gy—my 1my5) COS® P oy ((m3—m3) go -+ myingy) sin® @
4 (2 712y gy — Mg M1y7) COSE P SIN @ — (2772 715 9721 M293) COS @ SINZ .

4. Da @, wie man erkennt, vom Werte von g unabhingig ist,
so gilt nach (10) fir die Differenzen Ag und Ag der geodditischen
Kriimmungen zweier sich in P berlihrender Kurven auf § und
ihrer Bildkurven in P:

(11) Ag ="172 4

it

5. Wie wir schen, ist @ eine Aubische Form in cos ¢ und sin g,
deren Koeffizienten als rationale Funktionen der geoditischen
Krimmungen der Netzlinien sowie der HauptmalBstibe und
ihrer partiellen Ableitungen nach den Bogenlingen der Haupt-
linien reine Ortsfunktionen auf § sind. Es gibt demnach in jedem
Punkt 7, wenn @ nicht identisch in ¢ verschwindet, im allge-
meinen drei Werte von tg @, fiir die @ = o wird, d. h. drei Flichen-
tangenten von der Art, dal3 die sie beriihrenden geoditischen
Linien, lings denen ja g = o ist, Bildkurven besitzen, die an
der Stelle 2 ebenfalls verschwindende geoditische Kriimmung
& = 0 haben. Von diesen Tangenten ist gewil} eine reell.?

6. Solange nur reelle Richtungen betrachtet werden, kann in
(10) der Nenner % nicht verschwinden. Sobald aber auch die
imagindren Richtungen berlicksichtigt werden sollen, fir die
@ = o wird, ist mit der Méglichkeit zu rechnen, dal @ durch

2 Zusatz bet der Korrektur:
Herr Robert Sauer hat in einer noch nicht verdffentlichten Arbeit die
Differentialgleichung 2. O. der Kurven aufgestellt, die sich unter Erhaltung

ihrer geoditischen Kriimmungen transformieren, und ihre Lésungsmoglich-
keiten diskutiert.
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m? = m§ cos? @ -- m5 sin @ teilbar ist; dann wird @:%3 genau
fiir eine, durch die reelle Nullstelle dieser Funktion bestimmte
Richtung ¢ null.

Dieser Fall tritt sicher ein, wenn die Abbildung § — § in allen
Punkten einer Umgebung von 2 konform ist, wobei daran erin-
nert werden mu8, dafl es keinen Richtungswinkel gibt, der eine
isotrope Richtung festlegt, sondern nur ein dies leistendes Stei-
gungsmafll 4- 7, das nur fur nicht isotrope Richtungen durch
den Wert von tg ¢ gegeben ist; da fiir Winkeltreue das Bestehen
der Gleichungen sz, = m, = m kennzeichnend ist, so gilt dann
niamlich nach (10")

D= —m gu cos® @ +m ki L sin® 4 m i cos? @ sin
- és, ? a5, PTG P smy
om o7 07
—m Tcosqo sin® ¢ = —m~—cos¢p —{—ma—sm(p
f)

Wird die Ableitung nach der Bogenlinge in der Richtung, die

. . o .
aus der der Kurve in P durch Drehen um — im positiven Sinn

in der Bertihrebene hervorgcht mit - bezelchnet so ist also

nach (9), wenn dort ¢ —{— — statt @ gesetzt wird, bei Vorliegen

von Winkeltrene @ = — m folglich?®

3 o
_ 1 dlnm
(12) £ = — (g— —M*--) .

@ verschwindet hier also nur in der Normalenrichtung der durch
P gehenden Niveaulinie der Ortsfunktion #:.

Allgemein ist ersichtlich die Bedingung dafiir, dafl @ durch
2 cos® @ -- 73 sin? g teilbar sei, nach (10') das Bestehen der beiden
Gleichungen

. o (2 .
My = — ——o- (2 9ty My — M2y Mgg)

L —m2) gy — T -

77ty

3 Ch. M. Schols, La courbure de la projection de la ligne géodésique.
Annales de I’Ecole Polytechnique de Delft. 1886, Vgl. L. Driencourt ct
J. Laborde, Traité des projections des cartes géographiques. IV, Paris 1932.
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und
o 2
My 2 2 ni, i
=% (a5 — 9127) £ —Z gptgy =~ (2 92y 1929y — W29 702
"y (125 1) &2+ my m (2 2y myy 2 77011)
oder
(13) = + o 7”1) __ o=y 25+ 0 (_71_72‘) .
3 iy, ©1 1 G5y \miy wiymg 2 osy \m,

@ :n? ist jetzt cine Linienelementfunktion mit linearem Vertei-
lungsgesetz, die nicht mehr von den geoditischen Kriimmungen
der Netzlinien abhidngt:

My Wy~ 29015 17015 271y Mgy — 11 714,

(13") D:m? = cos ¢ + sin @.

s mi
Es ist unmittelbar zu erkennen, dafl das Paar der Gleichungen
(13) im Falle der Winkeltreue fiir alle Werte von g; und g, in

trivialer Weise erfiillt ist.

7. Wir bemerken, dall @:72% der Wert der geoditischen Kriim-
mung des Bildes einer geoditischen Linie ist; denn fiir g = o
wird nach (10) § = @:m3.

Wenn es sich um den von Dini vollstindig behandelten Fall
eines Paares von Flichen § und § handelt, die so aufeinander
abgebildet sind, daf} jeder geoditischen Linie der einen eine
Geoditische auf der andern entspricht, so muf also fir alle Werte
von @

(142a) @ = o
sein, und es gilt dann

(14b) ;= Ty

2 ms 8

das identische Verschwinden der vier Kocffizienten von @ in (10")
ist sonach die notwendige und hinreichende Bedingung fiir das
Bestehen einer geoddtischen Abbildung. Dall auch in diesem

Fall die beiden Gleichungen (13) erfiillt sind, ergibt sich aus ihrer
Herleitung.
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8. Flichentreue der Abbildung, die durch Konstanz des Pri-
duktes 772, m4 gekennzeichnet ist, fithrt nur insofern eine kleine
Vereinfachung herbei, als

wty d g - g d ity = 0O
oder

(13) Wy Moy —F My Wiy == 12y Wley = Wiy Mgy = O
wird.

9. DaB alle Fille, die beztiglich der Realitit der die Funktion @
zum Verschwinden bringenden Richtungen ¢ zur Sprache ge-
bracht wurden, wirklich vorkommen, kann schon am Beispie/
der verschiedenen moglichen ,,echten Zylinderprojektionen
der Erdkugel gezeigt werden; die Abbildungsgleichungen fir
diese Art von Kartenentwtirfen sind, wenn 4 und g die geogra-
phische Linge und Breite eines Punktes 2 der Kugel, x und »
die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten des Punktes 7 der
Kartenebene bezeichnen,

v=1, y=J),

wobei die Funktion f(f) den speziellen Charakter des Entwurfes
bestimmt. Es handelt sich bei den beiden Koordinatennetzen
schon um die Hauptnetze, und es wird, wenn der Kugelradius
= 1 angenommen wird,

S1=18 P, g =0, my = 1fcos f, my =" (p),
dsy==cos pdl, ds,=df.

Es darf dem Leser lberlassen werden, folgende Tatsachen
durch Rechnung zu bestitigen:

Im Falle der Plattkarte (f(f) = f) und des flichentreuen
Archimedischen Entwurfs (f(f) = sin ) gibt es einen reellen
und zwel konjugiert imaginire Richtungswinkel, fiir dic @ = o
wird.

Das Abbildungsgesetz f(f) = % sin B/cos? 8 —i——i—ln tg (é + %)
bietet ein Beispiel, in dem @ fur drei verschiedene reelle Richtun-

gen ¢ = ; und ¢ = -+ %vcrschwindet.
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Liegt die Mercatorprojektion (f B)=Intg (g + %)) vor, so

bestitigt sich die allgemein fir konforme Abbildungen nach-
gewiesene Tatsache, daB @ eine Linearform in cos @ und sin g ist.

Den Fall, daB @ den Faktor i cos® @ - mj sin® ¢ enthiilt,
bekommt man allgemein, wenn man die Funktion f (#) so wihlt,
daB sie der Differentialgleichung

Fl=2f" tgp—f'% cosfsinf

geniigt; das partikulire Integral /' (f) = 1/cos § fiihrt zur Mer-
catorkarte, das partikuldre Integral /' (f) = 1/cos f V14 cost B
zu einer durch die Funktion y = In (tgf 4 V1 4+ 1/cos?f) ver-
mittelten Abbildung, die nicht konform ist, bei der aber in jedem
Punkt @ nur fiir einen, natirlich reellen Azimut verschwindet.

Das Gesetz /() = tg § (Zentralprojektion der Kugel aus dem
Mittelpunkt auf den lings des Aquators berithrenden Zylinder
und darauf folgende Abwicklung des Zylinders) liegt einer Ab-
bildung zugrunde, bei der in jedem Punkt die drei @ zum Ver-
schwinden bringenden Richtungswinkel zusammenfallen mit

M
.= -

Bei allen bisher genannten Kartenbeispielen verschwindet @
lings des Aquators identisch: alle Orthodromen, d. s. die Bilder
der KugelgroBkreise, haben dort Wendepunkte.

Schliefilich bietet die Abbildungsfunktion f(f) = p +p* ein
Beispiel dafiir, daf in gewissen Punkten, ndmlich denen des
Aquators, @ in drei reellen Richtungen, von denen zwei zusam-
menfallen, null wird.

Zum Schluf3 sei bemerkt, dal} sich aus dem Bonnetschen
Ausdruck fiir das GauBsche Kriimmungsmal

2

- ag :
K=to_t8_ g g

05, a8y

mit Hilfe der gewonnenen Ergebnisse auch die durch eine Fli-
chentransformation verursachte Anderung von X berechnen 148t.
Besonders einfach gestaltet sich diese, wenn die Transforma-
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tion winkeltreu ist: Wird s = ¢" gesetzt, so ergibt sich die be-
kannte Beziehung

K = 2 (K — D),

wo D% den zweiten Beltramischen Differentialparameter be-
deutet.
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