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Einleitung

Eine Reihe verschiedenartiger Integraltransformationen, die
wohlbekannt und von Wichtigkeit fiir die klassische Analysis
geworden sind, lassen sich unter folgendem gemeinsamen Ge-
sichtspunkt betrachten: Die analytische Schreibweise

(1) T(u) = [ K(x, ) #(x)dx
¢
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einer solchen Transformation erfolgt mittels eines Kernes X,
dessen partielle logarithmische Ableitung

0K

dx

A

in x rational ist. Solche Funktionen wollen wir im folgenden
der Kiirze halber multiplikativ nennen, auch wenn (was man
iblicherweise bei Verlethung des Namens ausschlieBt) X als
Funktion von z (bei festem #) Unbestimmtheitsstellen besitzt.
Letztere werden durch lokale Entwicklungen der Form

{:v
e (i )

xtexp (e, 2" + ...

charakterisiert und von uns daher auch als exponentielle Sin-
gularititen bezeichnet.

Die nachstehenden Ausfihrungen enthalten im weiteren Sinne
Beitrige zur Funktionalanalysis der Integraltransformationen
mit multiplikativem Kern. Thr Programm ist in fritheren Arbei-
ten (Koénig [5], Konig-H. Schmidt [6], H. Schmidt [10],
Réhrl [7]-[9]) herausgebildet worden und lautet in groben
Zigen etwa so: Widerspiegelung arithmetischer Eigenschaften
von multiplikativen Klassen in Eigenschaften ihrer Perioden.

Wir gehen darum anders vor, als dies in der Funktionalana-
lysis sonst iiblich ist: Die Oberfunktion #in (1) wird = 1 gesetzt,
Kern und Integrationsweg variieren dagegen in wohlbestimmter
Weise, und zwar durchliuft X die Elemente V7 einer multiplikati-
ven Klasse & (Definition in § 3) und € die bez. & geschlossenen
Wege, fiir die also

o
(2) Jﬂ"gj- (Vr)dx=o0
I
gilt fiir jedes V'» & R.
Diese Integralgesamtheit iberblickt man, wie im Falle der

algebraischen Funktionen, wenn man die endlich vielen Funda-
mentalperioden kennt.
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Die Hauptpfeiler des Kénig-Schmidt-Rohrlschen Aufbaues
sind .
der Reduktionssatz,
der Vollstindigkeitssatz,

das Orthogonalititstheorem.

Der erste legt die Maximalzahl ableitungsunabhingiger Funk-
tionen einer multiplikativen Klasse und damit cine obere Grenze
N flir die Anzahl der Fundamentalwege fest (§ 2). Der zweite
sagt aus, daB es &V Fundamentalwege gibt, derart, dal die zu-
gehérige Periodenmatrix nicht-verschwindende Determinante be-
sitzt (§ 7). Sofern die Perioden in Abhangigkeit von # einem
Differentialsystem genigen, enthalten sie daher ein Fundamental-
system an Losungen. Aus diesem Grunde sprechen wir vom Voll-
stindigkeitssatz. Das Orthogonalitatstheorem (§ 8) schlieBlich
verknlpft bilinear die Perioden fir je ein Paar zueinander kom-
plementirer Klassen,

Am Beginn unserer Ausfiihrungen deuten wir den Reduktions-
satz als Aussage Uber gewisse Untermoduln aus Differentialen
eines rationalen Funktionenkdrpers und beweisen ihn dann — fiir
einen beliebigen Grundkorper der Charakteristik o — im Rahmen
der von willkiirlichen Festsetzungen freien Arithmetik des ratio-
nalen Funktionenkdrpers, wie man sie etwa in Hasse [3] formu-
liert findet. Die Auszeichnung des unendlichfernen Punktes und
die dann notwendigen Ausnahmebetrachtungen in [7]-[10] wer-
den auf diese Weise hinfillig. Vor allem aber gewinnen wir gegen-
tiber den fritheren Arbeiten gréBere Beweglichkeit in der Aus-
wahl von Klassenbasen (im Sinne der Ableitungsunabhingigkeit),
was auch der Verwertbarkeit unserer Resultate fiir die explizite
Integration vorgelegter Differentialgleichungen zugute kommen
diirfte (siche § g).

Gleichzeitig aber erweitern wir die bereits vorliegenden Be-
griffe und Aussagen in einer Weise, wie sie in der Kénigschen
Arithmetik nicht vorgebildet ist. Wir lassen nimlich im Reduk-
tionssatz an Stelle der Ableitungen aller Elemente der Klasse die
Menge der Ableitungen eines Unterideals treten, welches aus
den Vielfachen eines ganzen Divisors g besteht. Es braucht dann
(2) nur noch fiir solche V7 zu gelten, welche in den Punkten eines
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Divisors g verschwinden, um € den Charakter eines geschlosse-
nen Weges zu geben. Ein offener Weg ist demnach Periodenweg
fir geeignete Ideale (z. B. fiir die Gesamtheit der Klassenfunk-
tionen, welche im Anfangs- und Endpunkt verschwinden). Die-
ser allgemeinere Periodenbegriff gibt unserer Darstellung gegen-
Uber friheren ein wesentlich neues Gesicht, fihrt zu stirkerer
Algebraisierung und Entlastung von schwierigen geometrischen
Diskussionen.

Der sachliche Gewinn liegt vor allem darin, daf3 nun erst die
Definition der komplementéren Klasse und die Formulierung des
Orthogonalititstheoremes ausnahmslos méglich wird. Letzteres
erscheint liberdies als eine untverselle Quelle fir eine Reihe von
Funktionalbezichungen, die vom Erginzungssatz der I'-Funk-
tion bis zu einer Sorte von Identititen reicht, die anscheinend
bisher nur in sehr einfachen Spezialfillen in der Literatur auf-
gefiihrt worden sind, zu denen z. B. die Darstellung

O(4, 2 du

o e 425 I(2) e u*
) = 27 J w—2
w
fiir eine der unvollstindigen I'-Funktionen gehért (Béhmer [2],

V, Nr. 3, (30)).

Uber die Auswertung des Orthogonalititstheoremes, insheson-
dere im Hinblick auf allgemeinere funktionalanalytische Pro-
bleme, soll bei spiterer Gelegenheit berichtet werden.

Schliefilich zeigen wir am Beispiel der Laplaceschen Diffe-
rentialgleichung (Differentialgleichung mit linearen Koeffizien-
ten), daf} sich auch Dinge, die im groBlen und ganzen lingst be-
kannt sind, im Lichte unserer Resultate vereinheitlichen und ab-
runden lassen.

§ 1. Vorbereitende Betrachtungen

In den-beiden ersten Paragraphen legen wir die Grundlagen
fiir den Reduktionssatz und beschiftigen uns mit Funktionen
und Differentialen eines rationalen Funktionenkérpers K/£ in
einer Unbestimmten tiber einem Konstantenkorper 2 der Cha-
rakteristik o.
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Wir bedienen uns dabei folgender Bezeichnungen und Fest-
setzungen. Fiir Divisoren von K/ schreiben wir kleine deutsche
Buchstaben, fiir Primdivisoren speziell ein p, die zugehérigen
additiven Bewertungsfunktionen von K/{ bezeichnen wir
mit w,,.

Ist @ = b g, g ein ganzer Divisor, so sagen wir, « ist durch b
teilbar, und schreiben dafiir kurz b |a. Unter dem Grad f, eines
Primdivisors verstehen wir den Grad seines Restklassenkérpers
beziigl. 2, unter dem Grad eines zusammengesetzten Divisors
a = IT p*» die ganze Zahl f, = 2 i, f,. Verschiedentlich zeich-
nen wir unter den Primdivisoren ersten Grades einen aus und
geben ihm abweichend den Buchstaben g statt p. Durch die For-
derungen

w,(x) =—1, w, (¥) >0 flirp == 1

werden dann primitive Elemente x von K/£2 festgelegt.

Es sei nun 8 == 1 ein ganzer Divisor. Mit K bezeichnen wir
den Ring aller Funktionen, mit 4® die Menge der Differentiale
von K, welche fir simtliche p -7 ¢ ganz sind. Die in A® ent-
haltenen Differentiale der Form ér-, r & K, bilden eine additive
Untergruppe E®, die sich leicht kennzeichnen 143t: %’gehért Zu
E® genau dann, wenn 7 eine Einheit von K® jst. Dies ergibt

sich sofort aus nachstehender Feststellung, deren Richtigkeit
auf der Hand liegt:

dr . . . . o
(1.1) —- ist dann und nur dann ganz fiir einen Primdivisor p,

falls w, (r) = o ist.

Und w, () = o fur alle p /i/ 8 besagt offenbar, daB3 » Einheit
von K® ist (was wir dadurch zum Ausdruck bringen wollen,
dal wir gelegentlich ¢ statt 7 schreiben).

Aus ciner Restklasse @ == E® von 4®/E® wihlen wir einen
Vertreter vdx aus und ordnen jedem » & K® das Differential

(1.2) vrdx - dr
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in 4® zu.! Dies ist eine umkehrbar-eindeutige Abbildung. Aus
vrdx +dr=o0

folgt ndmlich » = o, andernfalls wire
vde— T o

im Widerspruch zur Voraussetzung @ == E®.

Tragen wir fiir » alle Funktionen aus K® ein, welche =
mod g sind (g ein ganzer Divisor), so erhalten wir in der Gesamt-
heit der Differentiale (1.2) einen Untermodul von A4®), den wir
mit M (v dx, g) bezeichnen wollen. In gewissem Sinne hingt er
nur von der Restklasse @, nicht aber vom Vertreter vdx ab.
Wegen

(Z’ dx —i—%) r —+ d?‘f%{v(er) dx +d(€7)}
ist ndmlich

L Mwdr, @)= M@dx +7,g),

denn e -7 durchliuft mit » simtliche Vielfache von g. Wechsel
im Restklassenvertreter bedeutet also Multiplikation von M mit
einer festen Einheit € K®,

Wir denken uns im folgenden neben 8, @ auch g fest gewihlt
und verlangen von letzterem nicht nur, dal er ganz, sondern
auch, daf3 er quadratfrei ist. $ und @ legen einen weiteren ganzen
quadratfreien Divisor b fest, welcher Teiler von 8 sein soll und
im Einzelnen wie folgt definiert wird:

p | b, wenn es zu einem (und damit zu jedem) Vertreter v dx
& D eine rationale Funktion » < K gibt, derart daf3

(1.3) W), (7/ dx - iz) >o0

ist, oder, was offenbar auf das gleiche hinauslauft, wenn es cine
ganze Zahl A, gibt, derart dal

dp)
(1.3 wy [vdx 2,2} >0

1 Welches Zicl wir mit diesen Betrachtungen verfolgen, wird im § 3 ver-
standlich.
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ist, wobei p & K ein lokales Primelement zu g vorstellt. 2, liegt
dabei eindeutig und unabhingig von p fest.

Nicht jeder Primteiler von 8 kann auch in b aufgehen. Um
dies einzusehen, wihlen wir fur jedes p 5= 7 ein Primelement p
mit dem Bewertungsverhalten w, (p) = 1, w,. (p) = o fiir p'==p, &
(x = Primdivisor ersten Grades). — Aus (1.3) folgt zunichst

(1.4) w, (vdx) > — 1 fallsp | b.

Ist nun jeder Primteiler von $ auch Primteiler von b, so gilt (1.4)
fir samtliche p, denn fir die p /:’ $ ist vdx sogar ganz. Dann
wire aber das Differential
ap
v dﬂ, — Z j’p 7
plepkr

ganz fiir alle p==1 und fir p=="! hitte es eine Ordnungszahl

> —1 (wegen (1.4) und w, (%é) == — 1), Also mul} es Null sein,
da die Gesamtordnungszahl -— 2 nicht zustandekommen kann
d. h.esist

im Widerspruch zur Voraussetzung iiber @,
Da es also einen Primdivisor p,|¢ gibt, welcher nicht in b
aufgeht, gibt es auch, sofern § == 1 ist, Hauptdivisoren der Form

BK
P

welche Einheiten ¢ von K® reprasentieren. Wihlen wir nun
groBer als die zu gegebenem v Zx gehérigen 4y, so wird man an

. d a .
den Hauptteilen /1; —]—;é desVertreters v dx — —-e—e nur negative ganze

Zahlen 2, finden, fiir jedes p | b. Einen solchen Vertreter wollen
wir im folgenden normiert nennen. Sein Nennerdivisor ist ein
ganzer, durch b teilbarer Divisor s6. Er enthilt jeden Primfaktor
von 8! und ist im {ibrigen eine Invariante der Restklasse @.
Denn wy, (vdx) > o fiir ein p |¢ hieBe ja, p ist Teiler von b und
es ist A4,=o0. — Dafl schlieBlich der Ubergang von vdx zu

! Wir konnen daher auch KO, A®D) ysw. an Stelle von K&, A® schreiben.
Minchen Ak, Sb, 1957 3
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vdx —{——; am Nennerdivisor nichts dndert, sofern beide Diffe-

rentiale normiert sind, sicht man so ein. Wire o, (7/ dx —1-75)
= w, (vdx), so hdtte man

de

Min {pr (v dx —l—%), w, (va’x)’ = w, (7) > —1,

Da aber, wie oben festgestellt, die linke Seite nicht Null sein
kann, folgt also doch w, (7} dx —{—f:f) = wy, (vdx) =—1. Eine
weitere Eigenschaft normierter Differentiale, dic uns im § 2 noch
wirkungsvolle Dienste leisten wird, zeigt der nachstechende Hilfs-
satz auf.

Hilfssatz 1. Ist vdx normiert, p ein Primieiler von ©b und v
eine rationale Funktion mit wy, (r) < 0, so ist

wy (vrdx +d7r) = w, (vdx) +w, (7).
Beweis. Zufolge der Voraussetzung w, (7) < 0 ist
(1.6) w, (d7) = w, (r)—1,

und zufolge der Normierungseigenschaft von zdx entweder
w, (vdx) < —1 oder w, (vdx)= -1, wic eben festgestellt. Im
ersten Fall wird wegen (1.6) w,, (vrdx) < w, (d7r)und daher

w, (vrdx - dr) = w, (vr dx).

Ist dagegen w, (vdx) = —1, d.h. w, (v7rdx)=w, (d7r),so weil}
man zunichst nur, dal}

w, (vdxr +dr) > w, (dr) = w, (r)—1.

Die Behauptung des Hilfssatzes ist also gleichbedeutend mit der
Aussage

'ZUp (vrdx +d7") = ulp (7’>__ 1.
Wéire nun
w, (vrdx +dr) > w, (7),

so wirde daraus folgen

adr
w,, (va’x +7) > o0
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Das bedeutet aber, daB p ein Teiler von b ist, und durch Kombi-
nation der letzten Ungleichung mit (1.3") ergibt sich

A .
w, (ﬂf]’l) :wpKlp—(g—s—— 'ua!x) —{—%{‘-{—'ua’x >0

rp’l

und daraus folgt auf Grund von (1.1)
w, (rp*®) =o
oder
w, () = — 4.

Auf Grund der Normierungseigenschaften von vdx ist aber
4, << o und daher widerspricht die letzte Zeile den Voraussetzun-
gen des Hilfssatzes.

Wir wollen uns zum Schlusse klarmachen, dafl Differentiale
vdx, welche normiiert sind, diese Eigenschaft nicht verlieren, wenn
sie als Differentiale eines Funktionenkérpers K*/ 0%, der aus K
durch Konstantenerweiterung entsteht, betrachtet werden, und
zwar in folgendem Sinne.

Man fasse die Divisoren v, b, g als Divisoren von K* auf und
definiere mit ihrer Hilfe K*®® yew. und schlieBlich die Rest-
klasse @* mod E*®? als dicjenige, welche das urspriingliche @
enthidlt. Die Aufstellung des Divisors b* fithrt, von K* aus vor-
genommen, auf das urspriingliche b zuriick. Sel ndmlich p* ein
méglicher Primteiler von b*, Wegen der Unverzweigtheit von p*
bez. K gibt es stets Primelemente p fiir p*, welche bereits zu K
gehoren. Die Bezichung

dp
W (7/ dx — 2 7) >o0
ist aber wegen vdx — l%—s & K nur denkbar, wenn auch
w, (v dx — A (;72) > oist

fiir denjenigen Primdivisor p, welcher von p* geteilt wird. Also
gilt die Teilbarkeitsbezichung p* | p | v6 und man erkennt, daB
vdx nur dann in K normiert sein kann, wenn es auch beziiglich
jedes K* normiert ist.

*

3
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§ 2. Der Faktormodul A®Y/M (v dx, g)

Die Faktorgruppe A®"/M ist ein Modul in bezug auf 2, dessen
Rang wir jetzt bestimmen und fiir dessen Erzeugung wir eine
Rethe von ausgezeichneten Basissystemen angeben werden, v dx
wird hierbei als normiertes Differential vorausgesetzt,

Es sei py ein fester Primteiler von vb vom Grade £, Wir zeigen
als Erstes: Jedes Differential € AP ist mod M einem Differential
€& A® Kongruent, d. h. es ist im Sinne der Modulsumme

(2.0 ACD — £ M, AW

Beweis. Im folgenden suchen wir Losungen von multipli-
kativen Kongruenzen* und berufen uns dabet auf nachstehende
Existenzaussage. Sind Elemente «; aus endlich vielen lokalen
Kérpern Ky, (7 =1, ..., A) vorgegeben sowie natiirliche Zahlen
1, 50 gibt es immer ein ¢ & K, welches den multiplikativen Kon-
gruenzen

I'e — X 1y 5
(2.2) a=amod* pl (i =1,..., /%)

7

und den Zusatzforderungen gentigt:

a ganz flir alle p, welche vom ausgezeichneten p, und obigen
p; verschieden sind.
Man kann sich den Beweis leicht aus dem entsprechenden Satz
fir additive Kongruenzen herstellen, der besagt, dall die Kon-
gruenzen

b=b.mod* p (i =1,... k)

und die Forderung: 6 ganz fur alle p == p, (7 = o, .. ., /) stets
eine Losung & & K besitzt. (,,Verschirfter Annidherungssatz®,
vgl. Hasse [3], S. 298, u ist in unserem Falle = p;). Da nidmlich
unendlich viele Primdivisoren ersten Grades vorhanden sind,
kann man sicher einen Hauptdivisor der Form

¢ k
— ] v
H 7
pu i=1

1 Wir verwenden diesen Begriff im Sinne von Hasse [3], § 23, b.



Integrale iiber Funktionen aus multiplikativen Klassen 35

mit einem ganzen und zu den p; teilerfremden ¢ im Zihler finden,
welcher ein gewisses ¢ & K reprisentiert. Setzt man nun das ge-
suchte @ an in der Form

a = ¢ a¥,

so geniigt es den Kongruenzen (2.2), falls a* entsprechenden
additiven Kongruenzen

* o gk g
a* = a¥ mod pis

mit geeigneten ganzen ¢F auf der rechten Seite geniigt. Die
Zusatzbedingung: a* ganz fiir alle p == p, Ubertrigt sich — so ist
¢ ja gerade gewihlt — auch auf 4.

(2.1) ist bewiesen, wenn es uns gelingt, zu vorgegebenem
Primdivisor ¥ == py und zu vorgegebenen natiirlichen Zahlen
u< f5, = cin Differential z (p, u, #) & M zu konstruieren mit den
Eigenschaften:

e ganz {ir alle p == §, vy,

*

St

bezogen auf ein fest gewahltes Primelement 7 zu p.

14
e hat im lokalen Korper I die Entwicklungi - 4
j)x

Wir setzen sz an in der Form vrdx - 47 und wihlen » als Losung
des nachstchenden Systemes von multiplikativen Kongruenzen

o - ) falls 25 (;/dx) <7 — 1 oder
/;zz,“{-?_ wy (vdx) = — 1, aber x = 1,
& mod”p
a’) 7'?:'---‘-»1(—14“* - falis x> 1, wy (vdx) = — 1,
Pt x5y
ap 2

b) 7= p; 9 mod* p fir jedes plob, p 5= B, o,
c) 7= p, mod™ p fiir jedes plg,
d) » ganz flr alle {ibrigen p == p,,.

Wegen b), ¢), d) ist 7 ganz fiir alle p == 5, p,, also erst recht fiir
alle p /!’ o b. Wegen c¢) gilt » = o mod g, also gchért 2 zu M.
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Ist nun wy (vdx) < —1, so stellt v»dx das Anfangsglied in
der Entwicklung von 7 und die sieht nach a) so aus

Xt

}x

oo

Ebenso unter der Voraussetzung » = 1, w; (vdx) = -—1, da »
zufolge a) dann ganz fir p wird. Wir haben noch den Fall
wy(vdx)=-—1,% > 1 zu betrachten. Zu diesem Zweck unter-
suchen wir ein Differential der Form

h 7
et d (5]
etwas niher (4 > 1, 2 prim zu ¥). Nach Hilfssatz 1, § 1 ist seine

ﬁ—Ordnungszahl gleich — 42— 1. Ist nunpidcr p-Hauptteil von

so beginnt die Entwicklung des Differentials mit dem Glied

Y/
=7 ¢
ijrl

d}’
)

Damit die richtige Ordnungszahl herauskommt, mul} also s -— 4
prim zu ¥ sein, wie auch die nat. Zahl 2 > 1 gewahlt ist. Nach-
dem man dies weil3, ist leicht einzusehen, dal} eine Lésung von
a’) auch ein # der gewinschten Form liefert. » ist namlich dar-
stellbar in der Form

(% prim zu ),

Tx—1
und aus der multiplikativen Kongruenz a’) folgt die additive
Kongruenz

h(s-—wx -+1)=2" mod’ ¥, womit alles gezeigt ist.
P gezeig

Wir betrachten zweitens den Durchschnitt
(2.3) A%~ M,

bestehend aus allen Differentialen der Form o7 dx -+ &#, welche
fir jedes p == py ganz sind, und stellen zunichst zweierlei fest:

(2.4) vrdx - dr gehdrt zur Menge (2.3) dann und nwr dawn,

ob
wenn v Multiplum eines Divisors der Form —E?

isit.
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Denn zunichst muBl » ganz sein fiir alle p == p,, p | 85, andern-
falls wire nimlich nach Hilfssatz 1 (§ 1) w, (vr dx +d»)<o.
Dann gehort aber 47 schon zu A% ; damit man dies auch vom
zusammengesetzten Differential v7» dx + &7 sagen kann, miissen
demnach folgende notwendigen und hinreichenden Bedingungen
erflillt sein

re KO y=o0modg, vrdx & AP

Sie werden gerade durch die Formulierung (2.4) zusammen-
gefalit.

(2.5) FEs gilt ausnahmslos fiir belicbiges 1 und alle
vbg

=

0

7 = o0 mod

wy, (vrdx +d7r) = wy (vdx) +w, () und
w, (vrdx +dr)=w, (r)—1, fallsp | g.

Fiir konstantes 7 trivialerweise und fir nicht-konstantes » und p,
nach Hilfssatz 1, weil dann notwendig w, (») < o ist. Da ferner
w, (r) > o, falls p | g, und somit w, (d7) = w, ()-— 1, ist die
zweite Zeile mit dem Hinweis auf w, (vdx) > o (p|g) ausreichend
begriindet.

Es sel gq¢ ein ganzer, nur aus Primteilern von ¢ zusammen-
gesetzter Divisor. Die Gesamtheit der Differentiale = 0 mod =2 g°

u

bildet einen £2-Modul 7, der Dimension f, o — f, — 1 und die

Gesamtheit der Funktionen = o mod —bq& einen £2-Modul 4,

der Dimension fyo-— fg. — fobg -+ 1. Die Feststellungen (2.5) be-
sagen, dall A, bet der Abbildung » — vrdx -+dr gerade in den
Duxchschmtt I, ~ M Gbergefiihrt wird, denn p, steckt genau in
der— o vdr) -ten Potenz in v 0. In Verbindung mit dem zwei-
ten Isomorphlcsatz der Gruppentheorie ergibt sich dann weiter

dim ({1,,, ~M, I}|1) =dim (I,,, ~M/I, ~M)
= dim (4,,, /4,).

Nun ist aber, wic man den Dimensionsformeln ohne weiteres an-
sicht,

dim (1,,,/1,) = dim (4,, A4 = fox,
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sofern
(2.6) Jo0—fo, — fopg -1 = 0Olst.
Daraus folgt
dim ({1,,, ~ M, 1}|1) = dim (1, /1),
also
Ty M, Iy = 1

otx

fiir jedes % >> 0 und g, welches der Ungleichung (2.6) geniigt.
Da jedes Differential &€ A® in einem 1, enthalten ist, bekommt
man schliefllich

AP — (M, T}

und gelangt durch nochmalige Anwendung des zweiten Iso-
morphiesatzes zur expliziten Rangformel

dim (4% M) = dim (1[I, ~ M)
= dim (/) — dim (J, ~ M)
= dim (/,) — dim (4,
= fobg — 2-

Satz 1. Der Restklassenmodul ACV|M hat den Rang N =
= Ffovq— 2. Ist pg ein Primieiler von vb, gy ein nur aus g-Prim-
Jeilern zusammengesetzter ganzer Divisor, und ist p eine natiir-
liche Zahl, welche der Ungleichung (2.6) geniigt, so kann man in

Jeder Restklasse ein Differential = o mod -2 finden. Ist insbe-
p?
N4+ . ' . ]
sondere x =—— —f—fﬂ'—t ganzzahlig, so enisprechen sich die Rest-

klassen von A|M 7Z7za’ die Differentiale = o mod _q% wmkehrbar
eindeutis. !

Wir zeigen nun einige Mdglichkeiten auf, Basissysteme mit
gewissen zusdtzlichen Eigenschaften zu wihlen. Aus Satz 1, und

zwar aus der verschérften Fassung, ergibt sich unmittelbar

(2.7) Es gebe cinen Primteiler p, von v vom Grade Eins und
es sel fy < V. Dann existieren N— f; Differentiale == o
mod b, welche beztglich M linear-unabhingig sind.
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Denn es gibt eine entsprechende Anzahl von Differentialen = o

mod ;N%T

Wir wollen jetzt annehmen, daB3 der ausgezeichnete Prim-
divisor ersten Grades 1 in vb aufgeht. K® ist der Ring 2 [#] der
Polynome in zx, dem Divisor g entspricht ein doppelwurzelfreies
Polyncm G. Den Grad-w, (7) einer rationalen Funktion # be-
zeichnen wir zur Abkiirzung mit [7].

. . . g P .
Es sci vdx normiertes Differential und v = —-als Quotient

Q
zweier teilerfremder Polynome 2, Q geschrieben.
Dann gilt '
(2.8) Esist N = [P] +f,
(2.9) Die Dz’ﬁerem‘ia[z% dx v=o0, ..., N—1) bilden ein

B asz'szlerz‘rez‘ersystehz mod M,

(2.10) Ist das Polynom Gy nur aus Primfaktoren von G susamn-
mengesetzt, so besteht zwischen den N - 1 Differentialen

2" Gy dx (v=o0,...,N)

genan eine lincare Relation mod M, ndimnlich
v(QGGy) dx + d(QGG,) = (PGGy + (QGGy)) dx € M.
Insbesondere sind die N ersten Differentiale mod M linear
unabhingig.

Beweis. Esist

fv['-'_ 2 =f.51

wenn j der Zihlerdivisor von v dx ist. ¢ geht laut Vorausssetzung
nicht in § auf. Also ist 3 auch der Zihlerdivisor des Polynomes 7
und daher [P] = f, = f,5 — 2 = N — f,, wie behauptet.

Was die lineare Unabhingigkeit der Differentiale (2.10) mod M
betrifft, so brauchen wir nur zu zeigen: Ist € ecin Polynom in x
und [C] << N und -(C)— dx = vcdx +dc, so ist C=o0. Nun ist

w,, (P)== 0, sofern p

06, p =F 1, und somit

c dx
w, (? dx) > w, (—(j) = wy (vdx).
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Dann muf} aber ¢ ganz fur p sein, andernfalls wire nimlich nach
Hilfssatz 1, § 1

w,, (Z)— a’x) < w, (vdx).
¢ ist also Polynom in x. Nochmals wenden wir Hilfssatz 1 an, um
den Grad [C] zu ermitteln:

1= )
= w ([{Q) w, (vdx) — w, (¢)
= (), (O = [P] [

Dies vertragt sich mit [C] < [/°] +f, und ¢ =0 mod g nur,
wenn ¢ = O.

(2.10) ist praktisch durch Satz 1, verschirfte Fassung, erledigt,
die in unserem Falle (py =1,/ = 1) besagt, dall die &V Diffe-
rentiale

Go#", ¥ =0, .., [P] +fy-1

mod M linear-unabhingig sind.

AbschlieBend bemerken wir noch, dall auf Grund von Satz 1
und unserer Feststellung am Schlufl von § 1 sich die Rangzahl NV
bei einer Erweiterung des Konstantenkdrpers 2 nicht verindert,
da ja der Divisor b der alte bleibt. Dariiber hinaus macht man
sich leicht klar, daB jedes System von Basisvertretern mod M
unabhingig bleibt, wenn man £ durch einen Erweiterungs-
korper £2* ersetzt.

§ 3. Multiplikative Klassen und ihre Untermoduln

Wir setzen im folgenden voraus, dal £ ein Kérper komplexer
Funktionen in einer Verinderlichen # ist, der den Kérper Z; der
komplexen Zahlen, sowie mit jedem LElement auch dessen Ab-
leitung nach # enthilt. Endlich viele Funktionen & K mégen zu-
dem stets in einem gemeinsamen Gebiet der Ebene regulir sein.
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Wir denken uns ein primitives Element x von K/£2 und einen
Vertreter vdx aus der Restklasse @ ausgewihlt, setzen dann

(3.1) U =gl al e

und verstehen unter der von V erzeugten multiplikativen Klasse &
die Gesamtheit der Funktionen von x und #, die sich in der Form
V7 schreiben lassen mit einem » < K®®, J/ist innerhalb £ nur
eindeutig bestimmt bis auf eine Abidnderung I"— Ve, wobei e
Einheit von K® ist. Bei fest gewihltem I/ entsprechen den
rationalen Vielfachen 7 des Divisors g vermoge » — 7 umkehr-
bar-eindeutig multiplikative Funktionen aus einem Untermodul
8, von &, Der Bildung des Differentials d (Vr) aus einer Klassen-
Junktion lauft im rationalen Bereich die Operationr—vrdx +dr
parallel. Es stimmt daher der Untermodul V'« M(vdx, g) mit der
Gesamtheit der Differentiale & (Vg), Vg & &, liberein.

Ein Wechsel im erzeugenden Element hat den Ubergang von

M zu —;— M zur Folge (§1). Wihlen wir insbesondere V7 so, dal

dV|V = vdx normiert ist im Sinne von §1 (wir nennen dann
auch 7 normiert), so kénnen wir dem Satz 1 sofort an die Seite
stellen:

Satz 2. Der Faktormodul SNdx|d () hat bez. 2 den Rang
N = fyoq— 2. Sind t; Vertreter aus N lincar unabhingigen
Resthlassen von AP M, so reprisentieren die Vi, ein vollstin-

diges System von Basisresthlassen mod d (Ry).

Ist speziell 2 = Z,, so handelt es sich um eine multiplikative
Klasse im eigentlichen Sinn, wie sic von H. Schmidt [10] und
Rohrl [7] an die Spitze ihrer Betrachtungen gestellt wurden.
Satz 2 heiBt dort ,,Reduktionssatz*‘, Da alle Primdivisoren in

diesem Falle vom ersten Grade sind, hat man stets eine Basis aus
X

Differentialen der Form—@—a’x (vgl. (2.9)). Uber die Partialbruch-

zerlegung des rationalen Bestandteiles gewinnt man dann leicht
die loc. cit. konstruierten speziellen V ableitungsunabhingigen
Funktionen.

Wir bemerken zum Schluf3, daB die analytische Struktur der
Klasse nicht von der Auswahl eines primitiven Elementes von
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K/ Q abhingt. Ubergang zu anderer Erzeugung wirkt sich nim-
lich bei den rationalen Funktionen, aber auch gem. (3.1) beim
erzeugenden Element /7 als gebrochen-lineare Substitution in der
Veranderlichen x aus (mit Koeffizienten & ).

§ 4. Differentialsysteme

Zufolge der Voraussetzung iber £2 ist nun K auch hinsichtlich
der Differentiation nach # abgeschlossen, was man von & jedoch
erst behaupten kann, falls die Restklasse @ mod [ einer zu-
sdtzlichen Bedingung unterworfen wird: Man kann zu einem
vdx & @ (und damit zu jedem, wie man sich leicht Giberlegt) ein
w € K® 5o finden, daB

(4.1) S vdr=dw gin.

fr x
{;l vdé =V [ dw= Vwund

o

. I
In der Tat folgt dannﬁ V= Vf

.. 0
somit— -8 C §.
len s

Es seien nun V4 dx, ..., Vi, dx irgendwelche Basisvertreter von
Kdx[d(f,) und (Vtdx) die aus ihnen gebildete Zeile. Die nach «

differenzierte Zeilc-(,;—l(Vz‘ dx) besteht wieder aus Differentialen

von & Zx und mul sich daher in der Form:

(4.2) - (Vtdx)= (Vtdz) M mod d ()
durch (V#dx) und eine N-reihige Matrix 4/ mit Elementen & £
mod & (&) ausdriicken lassen.

Wir wollen nun, grob gesprochen, dieses System von linearen
,,Differentialkongruenzen‘ in ein System von Differentialglei-
chungen verwandeln, indem wir es nach x lings gecigneter Wege
integrieren. Zu diesem Zwecke denken wir uns zunichst ein
Gebiet Il in der z-Ebene gewihlt, in welchem die V7, und die
Koeffizienten der Matrix M regulire Funktionen von 2 werden.
Um uns bequem ausdriicken zu kénnen, wollen wir folgende

Definitionen und Bezeichnungen einfithren.
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I. Ist a ein ganzer Divisor von K/£, so verstehen wir unter {a}
oder genauer {a}, dic Menge der gemeinsamen Nullstellen
seiner simtlichen Multipla (bei festem ).

I11. Es sei m das Produkt aller Primdivisoren, welche in v
genau zur ersten Potenz aufgehen. v 1dBt sich dann zerlegen in
der Form em, wobei ¢ ein ganzer, zu m teilerfremder Divisor ist.
Bei festem # entsprechen die vier Divisoren e, m, b, g den vier
Punktsorten, in denen die Funktionen & &, vorgeschriebenes
Verhalten haben: exponentielles Singuldrwerden in den Punkten
{e}, bestimmtes, nichtrationales Verhalten in den Punkten {mj},
rationales Verhalten in den Punkten {b}, Verschwinden in den
Punkten {g}.

ITI. Einen stetigen Weg € auf der x-Zahlenkugel wollen wir
fiir eine Menge $ von multiplikativen Funktionen & & (u fest
gedacht) zuldssig nennen, falls das Integral [ £dx fiir jedes 2 & &

C

existiert, falls sich ferner jedes 72 € $ von einem Kurvenpunkt auf
¢ analytisch nach beiden Richtungen fortsetzen 1t und die
Grenzwerte

M) = _lim_ (x)

x=Cf, x

bei Anndherung an die Endpunkte Cy, () existieren und den Be-
dingungen gentigen

h(Co) = 4 (Cy) falls C, = G,
h(Co) =7 (C)=o falls C,==C,

(4-3)

Es ist dann
fdh=o.
I3

Bei festem # sind demnach fur &; zulissig einmal alle offenen
Wege, welche zwei Punkte der Menge {eg} verbinden und die
exponentiellen Singularititen in geeigneten Richtungen an-
laufen (s. u.), zum anderen geschlossene Wege, welche alle Sin-
gularititen meiden und fiir ¥ und damit fiir jede Klassenfunk-
tion geschlossen sind (d. h. Anfangs- = Endpunkt, analytische

Fortsetzung lings des Weges fithrt zum Ausgangselement zu-
riick).
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Wir denken uns jetzt 2 variabel in einer hinreichend kleinen
Umgebung U, cines festen Punktes 7, und verstehen von nun
an unter € = € (%) entweder einen cinzigen Weg der zweiten
Sorte oder eine Schar von Wegen der ersten Sorte, die aus einer
Anfangskurve € (2) durch stetige Verianderung (s. u.) gewisser
kleiner Endstiicke entstehen. Fir festes z soll € (z) zulidssiger
Weg secin beziiglich jeder Funktion aus §;. Das Mitfihren der
Wege erfolgt in der Nihe der {g}j-Punkte irgendwie (denn dort
sind alle Klassenfunktionen regulir), in der Nihe einer expo-
nentiellen Singularitit # € {¢} hingt es ab von den Koeffizienten
der lokalen Entwicklung

(%) dxz»-{i’il—l A (baweg, a7 ).

Diese Koeffizienten seien alle regulire Funktionen von z {ir
2 & Wund es sei dort ¢, , ; 5 0. Wenn wir nun von dem Weg € ()
verlangen, daf3 ein hinreichend kleines Endstiick stets in einem
der Sektoren

(4-4) > (2 v— L +0) <arc (f_ ’””%) <Z(avil— 9),

verbleibt, so ist € (jedenfalls was das Verhalten in der Umgebung
von 7 anbetrifft) sicher zuldssig.

Zu einer fest gewihlten nat. Zahl » mod 5 a0t sich immer eine
Umgebung Y von #y finden und ein Punkt ¢ im x-Bereich, der
von siamtlichen #(2) verschieden ist, aber fir jedes 2 & Uy im
Winkelgebiet (4.4) mit der Nummer » enthalten ist. Setzen wir den
Weg € () nun zusammen aus cinem bis & reichenden und von #
unabhingigen Teil und einem Stiick, welches sich innerhalb
dieses Sektors in dessen Spitze hinein erstreckt, so wird € (#)

nicht nur zulissig, sondern es stellt auch jedes Integral [ V7 dx
6 (x)
mit einem hinsichtlich # reguliren Integranden wieder eine regu-

lire Funktion von #z vor und die Ableitung kann ungeachtet der
verdnderlichen Grenze 7 einfach durch particlle Differentiation
unter dem Integralzeichen gewonnen werden (denn es ver-



Integrale iiber Funktionen aus multiplikativen Klassen 45

schwindet 7 exponentiell und damit auch V> bei Annidherung
an 7 innerhalb des abgeschlossenen Winkelraumes (4.4)). In
dieser Weise wollen wir mit den Wegen € in der Nihe eines Punk-
tes der Sorte {¢} immer verfahren.

Integriert man die Zeile (V¢ 4 x) lings solcher Wege €, so be-
kommt man Zcilenvektoren, welche von # abhingig und in einer
gewissen Umgebung von z, regulir sind und die wir in der
Form [ (V¢ dx) notieren wollen. Je nach Wahl von € fallen sie

€

natiirlich verschieden aus. Iines aber haben sie alle gemeinsam:
Sie sind Lésungen eines Differentialsystemes der Ordnung V, wie
wir jetzt zeigen wollen. Welche Klassenbasis hierbei zugrunde
gelegt wird, ist nicht wesentlich, denn bei einem Basiswechsel
multiplizieren sich sdmtliche Zeilen (s. 0.) mit ein und derselben
invertierbaren Matrix mit £2-Element. Wir entscheiden uns der
Bequemlichkeit halber fiir eine Zeile aus lauter Differentialen = o
mod g. Satz 1 gibt uns hierzu die nétige Handhabe (man wéhle
einfach gy = q). Der Weg € ist dann entweder geschlossen und
von # unabhingig, oder der Integrand verschwindet im Anfangs-
und Endpunkt. In jedem Falle ist Differentiation des Integrals
mit Differentiation unter dem Integralzeichen gleichbedeutend,
und daher folgt aus (4.2)

d N % S, 3
) o [(idmy =L (viaxy= [ (vedx)u.
¢ O o

§ 5. Konstruktion von Fundamentalwegen und komplementiren
Wegen im Spezialfall

Wir denken uns den Grundkorper 2 so erweitert, dafl der ganze
Divisor vbg in lauter Primteiler ersten Grades zerfillt. Es gibt
dann zu jedem p|vbg ein Primelement der Form (x— No)s

1 5 o S 0
Ny € £, bzw. - Wir beschrinken den Parameter 7 auf ein Gebiet

W der #-Ebene, auf dem die 5, simtlich regulir und fiir jedes %
voneinander verschieden sind. Ferner sollen auch sidmtliche
Koeffizienten, welche in der Darstellung von v als gebrochene
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Funktion in x auftreten, regulir und der Anfangskoeffizient der
Entwicklung

C »
vdx = - 7}p)yp+_1_ 4. (baw. g, 2% 400
— iy

von Null verschieden sein fiir jedes 2 & W, Falls p, = o ist, trifft
dies von selbst zu, denn auf Grund der Forderung (4.1) ist ¢, von
2 unabhidngig. Und zwar ist ¢, eine ganze Zahl oder nicht, je
nachdem p in b aufgeht oder nicht. — I'm Gibrigen gibt y, -1 die
Potenz an, in welcher p in vbg aufgeht, so dafl demnach die An-
zahlformel aus Satz 1 auch so geschrieben werden kann

(5.1) N=n—z2+423 »;
ple
dabei ist 7 die Anzahl der Primteiler von vbg.

Wir wollen nun zu gegebenem multiplikativem Modul &, unter
der Voraussetzung b == 1 V zulissige Wege konstruieren, die
sich im § 7 als Fundamentalwege entpuppen werden. Wir ver-
binden dies gleich mit der Konstruktion von N sogenannten
komplementiren Wegen, deren Rolle bei unserem Aufbau erst
spater erkennbar wird. Wir sind dabei gezwungen, Fallunter-
scheidungen zu treffen.

1. Fall. A5 ést b == 1 und cg == 1.

Unter den Primteilern von b zeichnen wir einen aus, den wir fir
den Augenblick t nennen wollen. Statt #, schreiben wir kurz 7
(7 =00, falls t=7). Die iibrigen 7 — 1 Punkte & {vbg} bezeichnen
wir nach den zugehérigen Primdivisoren p, mit 7, oder kurz mit
n, w=o0,..., n—2), und zwar so, dal3 p, Teiler von ¢g wird
(einen solchen gibt es ja nach Voraussetzung). Jedes der 7,
denken wir uns von den ibrigen durch einen kleinen Kreis %,
isoliert.

Wir konstruicren als erstes #-—2 offene Wege &,, die simtlich
in 5, beginnen und in einem Punkt & {eg} enden (gegebenenfalls
unter geeigneten Winkeln einmiinden, vgl. § 4) und den 72— 2
Punkten 7, (v = 1, .. ., n—2) wie folgt zugeordne werden:

ein Streckenzug 7, 7,, falls p, | eg,
G, ist
eine einfache Schleife (14, 1,7, 70), falls p, | mb.
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Letztere sollen so verlaufen, daf3 nicht nur der Punkt #,, sondern
auch der Kreis %, ganz im Innern enthalten ist. Ihre Gegenstiicke
sind 72 — 2 offene Wege &, (v = 1, ... 7 — 2) von folgender Ge-
stalt:

ein Streckenzug 77, falls p, | b,
&, ist{ cine cinfache Schieife (z, #;7, ©), bestechend aus einem

Streckenzug und der Peripherie des Kreises #,, falls p,legm.

Da die Ausgangspunkte 7y, 7 voneinander und von den 7,
(v =1, ..., n—2) verschieden sind, kdénnen die beiden Weg-
systeme offenbar so angelegt werden, dal3

(s.2a) G,& punktfremd sind fiir v == g,

(3.3a) €, €,  cinen Schnittpunkt haben, falls p, | ¢bg,

v

(s.3b) &, &, zwei  Schnittpunkte haben, die Uber dem
gleichen Punkt der Zahlenkugel liegen, falls
p, | m.

Weiter konstruieren wir zu jedem p, | ¢ y, zulissige Wege T
(0 =1,...,%) : 3@ ist eine kleine, kleeblattartige Schleife (siche
Skizze), die von einem Winkelraum (4.4) zum darauffolgenden
fihrt. Sie soll dabei den Kreis #%, nicht verlassen. Dann sind stets

(3.2b) @, &, punktiremd fiir alle v, p, g.

Ihre Gegenstiicke £ sind offene Wege, welche im Punkte T
ihren Anfang nehmen und auf welchen man iiber ein Stiick der
Peripherie von #, in einen Winkelraum

i eophy G =\ & 2y
(5-4) (29 2 6) S are Yy " (20 + 2 Té)
]/c,,

gelangen und von dort aus schlieBlich #, erreichen kann, ohne
den Weg &, vorher zu kreuzen (siche Skizze). Insbesondere
lassen sich (sofern pq | ¢) die Wege T so fithren, daB sie mit den

frither konstruierten &, nur den Punkt 9, gemeinsam haben (man
Miinchen Ak. Sh. 1957 4
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sorge daflr, dafl die letzteren den Punkt #, lber ein- und den-
selben Winkelraum vom Offnungswinkel < Z verlassen D. Wir

Yo
kénnen dann also sagen:

(3.2¢) T2, €, haben (abgeschen von expon. Singul.) keine Punkte
gemeinsam fir alle Kombinationen », g, 0.

(5.2d) O, E sind punktfremd, falls »=F .

Nun werden je zwei aufeinanderfolgende Winkelriume (4.4)
von einem Winkelraum (5.4) getrennt und umgekehrt, daher
kann man die Numerierung der @ so cinrichten, daf}

(s.2¢) T, F€) auBer , keinen Punkt, falls ¢ == ¢/, und

v
(5.3¢) 3@ @ einen Punkt gemeinsam haben.

2. Yall. E£s5 75t b == 1, aber eqg = 1.

Die Wege %, € entfallen, die &, sind die gleichen wie im Falle 1,
pp ist jetzt irgendein Primteiler von m = v. Als Wege €,
nehmen wir

eine Doppelschleife (i, 4,7, 75, 7, ), falls p, | m,
einen hinreichend kleinen Kreis um 7, falls p, | b.
Auch hier ist es nicht schwer, die Wege so zu legen, daB die Fest-

stellungen (5.2a), (5.3a) richtig bleiben. Dagegen mul} (5.3b)
umgeindert werden in

(5.3d) &,, &, haben vier Schnittpunkte (o. E. tber dem gleichen
Punkt der Zahlenkugel), falls p, | m.
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Zusammengenommen haben wir in jedem Falle

N=n—2+2"7,
wole

zulissige Wege und komplementire VchL die wir mit G, L be-
zeichnen und so anordnen wollen, daf3 L in der ursprunghchen
Benennung als & oder € die gleichen Indizcs hat wie €,. Die
Feststellungen (5.2a) — (3.2¢) lassen sich dann offenbar in die
eine zusammenfassen:

(5.2) €, €, sind fur » == p punktfremd, von Punkten der

Menge {¢} abgeschen.

"

§ 6. Hilfssatze

Hilfssatz 2. Es bestehen die Integralbeziehungen

l" I‘ aaz V(x/ur(z)) dazdx = WDy I‘_ I_(f)_ .
?

— X

I z Wz
Dy | e dz, ”x( Aot —)d~a’x~V<G) P ds
e Wiz . . v PR
V(Cy) f—:—_-go— s 42mi X VW) 1 (& 9)
2 $CChen

unter folgenden Voraussetzungen. €, © sind Kurven auf der
Zahlenkugel und aus endlich vielen Jordan-Bogen zusammen-
gesetzt. Sie schneiden sich nur endlich oft und nicht in ihren
Anfangspunkten Cy, Dy oder den Endpunkten C;, D;. Die Funk-
tion V' (W) kann von einem Kurvenpunkt aus nach beiden Rich-
tungen tiber Anfangs- urd Endpunkt hinaus fortgesetzt werden,
das Differential ["dx (JWd2) ist in jedem Punkt von € (D) regulir.
Das Doppelintegral ist geeignet zu definieren (s. u.).

In der zweiten Formel rechts ist iiber alle Schnittpunkte zu sum-
mieren, d.h. {iber alle Paare &£ & €, § € D, die tiber dem gleichen
Punkt der Kugel liegen (wir schreiben dafiir & & §). Der Uber-
kreuzungscharakter y (&, 0) hat den Wert 1 (— 1), wenn D von €

4
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an der Stelle 6 im positiven (negativen) Sinne durchsetzt wird,
und es ist ¥ = o, falls nur Berlihrung stattfindet.

Beweis. Wirdenken uns die Kurvenpunkte £ & €, die mit einem
0 & D einen Schnittpunkt bilden, in der Reihenfolge threr Durch-
laufung auf € numeriert und wihlen kurz vor &, cinen Punkt &,
kurz hinter &, einen zweiten &, und bezeichnen mit €, den Kur-
venanteil von €, der zwischen & ;und &, liegt, ferner mit €,
den zwischen Cy und & und mit € ,; den zwischen & (dem
letzten der &) und (; gelegenen. Die beiden singuliren Integrale
werden dann als die Grenzwerte

i (2] [ FE) o)

& &L — &,

lim (_\.7 f J‘j_l (L(*Zl);li;(ﬁ> dz a,’:r)

f’k,flé"’fk & G D

definiert.
Fir jedes x & € ist z—-:x:f—' o fur alle 2 & © und man hat daher

[ L (e g, W@ire o)

bz \ z—x Dy —zx Dy—x

Die Umformung des ersten der beiden Doppelintegrale in ein
einfaches Integral ist damit schon gerechtfertigt.
Ferner ist das bestimmte Integral

J‘ rnwe) .

g2—x
D

lings des Kurvenstlickes €, analytisch in x fortsetzbar und man
bekommt das abgeleitete Funktionselement durch Differentiation
unter dem Integralzeichen. Es wird daher

e e

Gz

— V(&;)fs——a’z— V(&) f
D

A'e——l
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Durch Summation iiber alle €, folgt daraus

2”@1 (FEE) = = 2 V@k)f T da

o d~+V<Cl>j e z—V(c())j e ds,

v (52'

und es bleibt zu untersuchen
i 7 [ v [ Yo

fiir ein bestimmtes £ = §&,.

£ und & nihern sich der Kurve © in allen Punkten §, die am
gleichen Ort wie & liegen. Grenzt man um jedes dieser 6 ein be-
liebig kleines Stiuck Dy der Kurve D ab, so kann man den frag-
lichen Grenzwert offenbar auch in der Form gewinnen

Jdm re X[ de—ven X j ds).

Ds

Wir denken uns D4 so klein gewihlt, dal} es auller § keinen
weiteren Punkt mit € gemeinsam hat und ganz in einem Kreis
enthalten ist, in dessen Innerem I eine regulire Funktion von z
ist. Den Grenzwert

,g,r,nt{V@’)f Ty ds— V") [ g de]
Vs

kann man dann in bekannter Weise mit Hilfe der Cauchyschen
Integralformel berechnen: Man umgehe & auf ecinem Bogen D,
und bekommt

[Edo= [ ds st 2mi W (8,

Dg ED&
jenachdem ob & =~ ¢’ links oder rechts vom orientierten Kurven-
stiick Dy liegt, d. h. je nachdem ob 7 = 1 oder — 1. Dagegen ist

W w
Jz—gﬂ ds = [: dz, falls &, &' auf entgegengesetzten Seiten
Ds Ds

von @ liegen. Nach der Deformation des Integrationsweges kann
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der Grenziibergang &', &' — & unter dem Integralzeichen aus-
gefiihrt werden, dabei ergibt sich der in der Behauptung ange-
gebene Wert y (&, 8) (&) IW(0). — Ist y = o, liegen also &', &' auf
derselben Seite von D, so kénnen wir so deformieren, dal3 keine
Residuen auftreten, und unsere Behauptung ist auch in diesem
Falle bewiesen.

Hilfssatz 3.1 Sind UV, W mmdltiplitative Funktionen, ist C fiir die
Funktion V und D fiir W zuldssig (im Sinne der Definition § 4)
und schneiden sich € und ® nur endlich oft und nur dann in einem
Endpunkt, wenn dieser exponentielle Singularitit fiir Vbzw. fiir

W ist, so gilt
2 (v w _
Lféf( ) gzdx=o,

f f% (M)) dedx =z2mi N y(& 8) V(& W),

o

i Eéé,zaib
wobei der " andeuten soll, daf nur {iber solche Schnittpunkte zu
summieren ist, welche nicht auch Endpunkte eines der beiden
Wege sind.

Fiur Wege, die nicht in exponentielle Singularitiiten hinein-
fihren, folgt der Beweis unmittelbar aus Hilfssatz 2 und der
Definition des zulissigen Weges. In den Ausnahmefillen inte-
griere man zunichst nur bis in die Nihe einer solchen Singu-
laritit und wandle das Doppelinthml gem. Hilfssatz 2 in ein-

fache Integrale der Form W (D) ‘r l) dx um. Lilt man an-

schlieBend 2 auf der Kurve ® gegt_n die Singularitit riicken, so
strebt W (D) exponentiell und daher auch der gesamte Ausdruck
gegen Null.

§ 7. Der komplementire Klassenmodul. Periodenrelationen

Die im § 5 konstruierten komplementiren Wege lassen sich
auffassen als zulidssige Wege fiir den Untermodul & ciner gewis-
sen multiplikativen Klasse &, die zu & komplementiir genannt

1 Vgl auch Réhrl [8] S. 206—209.
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wird und die wir jetzt definieren wollen. Wir miissen zu diesem
Zwecke folgende Voraussetzung iiber die Restklasse @ machen:

(7.1) Der Durchschnitt @ ~ A ist nicht leer.

Mit anderen Worten, es soll moglich sein, durch Abziehen
de

e

die Hauptteile an simtlichen p-Stellen zu annullieren flir jedes

p | 6. Dies ist sicher der Fall, wenn v einen Primteiler ersten Gra-
des besitzt, wie man sich leicht iberlegt. Daher kann die kom-
plementire Klasse zwar u. U. nicht Uber dem urspringlichen 0,
wohl aber immer iber ciner geeigneten algebraischen Erweite-
rung 2% als Grundkoérper aufgestellt werden. Wir legen ihre Be-
stimmungsstiicke @, b, § wie folgt fest

cines Differentials von einem vorgelegten Vertreter vdx & @

D= (D AAD) L ECOD 5 =y g=10}=q.

@ ist also diejenige Restklasse mod E®9, welche alle Differen-
tiale — vy dx, vydx & @ ~ A enthilt. Die zugehérigen multi-

plikativen Funktionen exp ([ v 4 &) sind demnach erzeugende
Elemente fiir & und ihre Reziproken solche fiir £ Nach Satz 1
haben die Faktormoduln $dx/d (8,) und fdx/d(§) gleichen
Rang. Wir wihlen nun irgendein Element V, & &, dessen Rezi-
prokes V5 ' in § liegt, bestimmen ferner eine Einheit 6 K®® ynd
eine Einheit ¢ € K®9 mit = 0 mod b, g == 0 mod g und setzen
(7.2) V=15 =Vg V' =TVb
Es gilt offenbar V& &, PV C &, V& &, V'€ &,

Dann denken wir uns in der Funktion " ~! die Verinderliche
x gegen z ausgetauscht und bilden das Differential in den beiden
Veranderlichen x und #

-1

(7.3) wdxds = | (iﬁ’i) P o () 7w

X —2z

dx dz.

In der Menge aller Doppelintegrale

ffwd:cdz
¢ ¢
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werden wir jetzt ein wichtiges Invariantensystem des Modul-
paares &, §ly kennenlernen. €, € durchlaufen dabei die beziiglich
K, bzw. &y zulissigen Wege. ~ Wir stellen im einzelnen fest:

1. Nach Hilfssatz 3 hat man

(7.4) g [ o deds=2n z‘EZ' V(&) V1(8) (& ),
s @ ~ 6

wobei Uber alle Schnittpunkte der Kurven €, ¢, Endpunkte aus-
genommen, zu summieren ist. Bei lokalen Anderungen des
Parameters konnen daher die Wege €, € so mitgefiihrt werden,
daB alle auf der rechten Seite von (7.4) auftretenden &, ¢ unge-
andert bleiben. Zufolge der Voraussetzung (4.1) kann nun

die partielle Ableitung % V geschrieben werden in der Form

V@ (x, 2) mit einer in x rationalen Funktion . Da &, § tiber
dem gleichen Punkt der Zahlenkugel liegen, folgt also

727 V(& o) V1 (8, 0) = F(&) V1 (6) {ab(&, 1) — (0, 1)} = o,

d. h. (7.4) ist von z unabhingig. Aus dem gleichen Grunde
dndert es seinen Wert nicht, wenn man an Stelle von J ein
rationales Vielfaches I/ 7 treten 1a0t, d. h. das Doppelintegral ist
von der Wahl von Vy, g, & unabhingig. SchlieBlich ist auf Grund
unserer Bemerkung am Schlufl von § 3 die rechte Seite (7.4)
auch invariant gegeniiber einem Wechsel im primitiven Element x,
wenn man bedenkt, daB3 bei einer linearen Substitution die zu-
lissigen Wege und damit auch ihre gemeinsamen Punkte ent-
sprechend mit-abgebildet werden miissen.

2. Ist b == 1, so 1aBt sich fiir jedes der N? in § 5 aufgestellten
Paare von Wegen und komplementiren Wegen der Wert des
Doppelintegrales leicht angeben:

| Jodxdz= ofirv= pgem. (5.2),
q, @#
[ fodydz=+ V(& V1 (5) =+ oim Falle (5.3a), (5.30),
.3) & ¢ ;
(7:5) & L (&) T) (1—AT ) =0 imFalle (5.3 b),
=L (=A@ —ATHVE VT +o

im Falle (5.34d).
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Dabei sind 4, == 1, A, =F 1 diejenigen Umlaufsfaktoren, welche
V' bei Fortsetzung um die Punkte 7,, 1, aufnimmt.

Wir wollen fiir den Moment annehmen, daf3 das primitive
Element x so ausgewihlt ist, dall der zugehérige Primdivisor
yin 96 aufgeht. Denkt man sich nun in (7.3) die Differentiationen
ausgefiihrt, so bekommt man zunichst

o dvdz = V(x) P10 20 g g

Dabei ist 2(x) die logarithmische Ableitung von V7, also eine

rationale Funktion ii((—x; Wir kénnen daher den obigen Ausdruck
X

umformen zu

dR) =) P 0E)— 0 B)

xr—z O () Q(2) (x—2)

Das Zihlerpolynom ist durch x— 2z teilbar, und das fithrt
schlieBlich zur Darstellung

NI
(7.6)  wodrxdz= 2 V(x)s,(x)dx V" )5, () dz,

=1
wobei die s, bzw. 5, rationale Funktionen von nur einer Verinder-
lichen x oder z sind mit dem Nenner Q. Wir behaupten nun: Die
Vs, dx sind Differentiale © 8 x. ¥ 1iBt sich nimlich schreiben in
der Form [7 = VG*, wobei V erzeugendes Element der Klasse &,

G* ein Polynom und teilerfremd zu allen p | 90, p == ¢ ist. ¥ kann
2

daher aufgespalten werden in der Form o + es gehen also

G*?
in @ nur solche Primdivisoren p -|” vb auf, und zwar zur ersten

Potenz, welche auch in G* stecken, d. h. jedes Differential der
Form%~ Vdy = %— VG* dx liegt in 8dx. Der entsprechende

SchluB ist auch fiir die Differentiale P~ 5, x und die komple-
mentdre Klasse durchfiihrbar, jedenfalls was die Primdivisoren
» =F ¢ anbetrifft. Falls aber 1 /\/ v und damit ¢ -~ vg gilt, wird
s~ich erst nach passender Abinderung von I/ das Differential
V1§ dz an der Stelle 0o so verhalten, wie dies fir die Klasse §
vorgeschrieben ist, namlich regulir. Wir ersetzen in diesem
Falle, sofern nétig, die Ausgangsfunktion ¥V durch V, p*, wobei
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A eine hinreichend grofle nat. Zahl und p ein Primpolynom ist,
dessen zugehdriger Divisor in v steckt. Dies bewirkt in (7.6) den
chrgang vonp lzu /™ lp‘“le &£, withrend sich die Ordnung an

v

der Stelle co der rationalen Funktion # () und damit auch von —
nicht dndert. ©
Wir wihlen nun NV Basisvertreter 1’7, dx fiir den Faktormodul
K dx/d (8,), denken uns die Vs, Zx in (7.6) durch die ihnen ent-
sprechenden Linearkombinationen der ', 4x mod & () ersetzt
und nach letzteren zusammengefal3t. Dies ergibt
I

wdxdz: ="Vt de V! ;j dz mod d (&),

j=1

wobei die 7; gewisse Lincarkombinationen der urspriinglichen

§, sind. Wir gelangen so zu einer zweiten Darstellung der N?
i _y

Doppelintegrale (7.5):

N
(7.7) [ Jodydz=2 [Vt dx |77 /3 ds.
&g, i=1G, &,

Die NV? bilinearen Periodenrelationen, die sich durch Vergleich
von (7.5) und (7.7) ergeben, lassen sich in Form einer einzigen
Matrizengleichung schreiben:

(7-8) T — FIT.
Dabei bedeuten

F, I¥ die N-reihigen Matrizen ( [ Ve dx), ([ V1 dz),

¢
v ¢,
7" den Ubergang zur transponierten Matrix,

II die Matrix ([ [ o dx d3).

S, M
¢, &,

Aus der Zusammenstellung (7.5) ergibt sich nun:

(7.9) Ilist eine von 2 unabhingige Diagonalmatrix und es ist

det (IT) = o.

Wir ziehen daraus sofort eine Folgerung:
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Satz 3. Ist (Vtdx) eine Basiszeile mod d (R,), so kann man
immer N sogen. Fundamentalwege finden, derart daf} die Matrix
F= ([ Vtdx) (Fundamentalmatrix) nicht-verschwindende De-

GV

terminante besitzt.

Beweis. Ist durch die Feststellungen (7.8) und (7.9) erbracht,
falls b == 1, wegen der Symmetrie (in & und &) der Gleichung
(7.8) sogar, falls nur bg == 1. Eine multiplikative Klasse mit
6 = g = 1 kann man nun immer einbetten in cine umfassendere
mit schlichten Polen. Wir wiihlen einfach einen Primteiler § vom
Grade 1 mit zugehorigem Primelement $, der nicht in v aufgeht,
und betrachten die Gesamtheit & der multiplikativen Funktionen,
die als Produkte ['7 geschrieben werden kénnen, wobei I erzeu-

. 5 . ~ V.
gendes Element der Klasse § ist und 7 zu K®® gehort. 17 = —-ist

dann normierte Erzeugende fiir . Wie im AnschluB an Satz 1
unter (2.7) vermerkt wurde, lassen sich VV Differentiale & A®® an-
geben, welche = 0 mod § sind (und deren Nenner nur aus Poten-
zen eines Primdivisors p, | v bestehen), die nach Multiplikation
mit ¥ ebenso viele mod d(.SAV) linear-unabhingige Differentiale
liefern. Diese kénnen wir in der Form V¢, dx (j=1,..., V)
schreiben, denn sie liegen in der urspriinglichen Klasse &, da
sich der Pol von [” gegen die Nullstelle des rationalen Bestand-
teiles herauskiirzt. Satz 3 ist nun fiir die umfassende Klasse R
bereits bewiesen. Demzufolge gibt es NV 41 Wege €,, welche
fur JA€, erst recht also fiir & zuldssig sind, derart daf die (NV -1, V)-
reihige Matrix

(f Vt, dx) J=t.. . Ny=1,..,N 41

é,

den Rang N hat (die V'Z; dx lassen sich ja durch Hinzunahme
eines Differentials aus § Zx zu einer Basis von & a’x/d(.ﬁ) er-
gédnzen). Unter ihren Untermatrizen gibt es also eine mit nicht-
verschwindender Determinante, sie ist dann Fundamentalmatrix
fiir & Aus welchen Wegen C",, sich nun gerade die & Funda-
mentalwege fiir & rekrutieren, ergibt sich im einzelnen aus den
ausfiihrlichen Diskussionen in [8] und [10].
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§ 8. Das Orthogonalititstheorem

Sind die beiden Bestimmungsstiicke b, ¢ = 1, so ist die Matrix
IT nach wie vor von = unabhingig, gibt aber ihre Gestalt im
einzelnen nicht so leicht preis (vgl. [8]). Doch kann man mit
unseren Mitteln bequem nachweisen, da8 det (/1) 5= o ist, und
kann die Zerlegung von IT in Fundamentalmatrizen F, / ebenso
einfach und explizit durchfithren wie im Falle bg == 1, was wir
jetzt tun wollen.

Wir nehmen wieder ¢ als Primteiler ersten Grades von v und
wiahlen ein v dx & @. — vdx ist dann Vertreter von @ und beide
sind wegen bg = 1 trivialerweise normiert. Es wird dann

- P —Q(x) Pz
(8.1) 0=V Ve LY O Z0mrE,
falls v = _fi Die Voraussetzung w, (vdx) < o hat zur Folge, dal}
der Grad [P] des Zahlers > [Q]-— 1 ist. Um weiterzukommen,

bendtigen wir

Hilfssatz 4. Sind P, Q teilerfremmde Polynome und ist [P]
> [0)—1, so gilt

[P]—1
(8.2) P(x)O(Zing(z)P(s)_ _ Z’ x"pj (z) “-a P(x) P(5),
7=0

wobei die Polynome p;(z) (= 0, ..., [P]—1) einen Grad <_[P]
haben und iiber dem Grundkdrper £2 linear wnabhingig sind.
a ist ein Element ans L.

Beweis. Man macht sich zunichst klar, wie die Bezichung
(8.2) tiberhaupt zustande kommt: Mit o = o, falls [P] > [Q], ein-
fach durch Wegkiirzen des Nenners, und mit a == o im Falle
[Q) = [P] -1, und zwar auf dem Wege Uber die Umformung

() Qz) = L(2) O(x)

X —2z

_ PEIQE ez PE) = PEIE +axPW) |\ poy pla).

x—z
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Man wihle hierbei « so, dal3 der Grad von Q (x) 4 ax P (x) < [P]
wird. Der Zahler des formal-gebrochenen Ausdruckes rechts hat
dann in beiden Verinderlichen einen Grad < [/], also bekommt
man nach dem Kiirzen wieder Polynome in x und z vom Grade
< [P].

Es sei jetzt g eine Nullstelle von 2 mit der Vielfachheit % (o)
= 0. Wir denken uns die Identitdt (8.2) pg-mal nach x differen-
ziert und anschlieBend x zu ¢ spezialisiert. Das ergibt eine Be-
ziechung der Form

[Pl—1

~  P(2)
O ¥ T =2 5@ 5@

sofern o < p <% (). Hierbei sind die «; ,(0), §;, (0) gewisse
Elemente aus dem Grundkérper 2 und es ist o, , (0) = (— 1)# 1 u!
Q (0) = o, da P und Q zueinander teilerfremd sind. Wegen der
Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung sind nun die [P] Poly-

ey (0< 1<% (g)) tiber 2 lincar-unabhingig (baw.

tber einem Erweiterungskérper, welcher die Nullstellen o alle
enthilt). Daher sind, wie man aus (8.3) ersieht, auch die [Z]
Polynome

nome

[P1—1

_gﬂ pj (g/ ﬁj,/t (Q)

und somit auch die p; (2) selber iiber £ linear-unabhingig.
Wir formen den Ausdruck (8.1) mit Hilfe von (8.2) jetzt wie
folgt um
[P1—~1 :
\ ! r/ 7 — ﬁ (Z’)
wdxdsz = L\/ V(x) o dx V71 (2) —i(j -dz

j=0

FolV(@)ov@)de V1 (2) v(2) de
(8.4)

[P}-~1 " ,
= X V@) de () i’f(@ dz

=0

— _ (7 () — (V1 ().
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Aus (2.8), (2.9) in Verbindung mit Hilfssatz 4 fliet nun unmittel-
bar: Die Differcntialc V(x)i(j dx bilden eine Basis von & dx/a’ (),

die V=1 (z ) dz cine Basis von & Rdzfy ({). Es gibt daher auf

Grund von @atz 1 je V Basiswege €, ¢ 'w welche firr & bzw. §

zuldssig sind, derart dall die /2 Perioden J V;Z)i a’x,! V- lj)f( ) 2 A
G, 5

™~ l‘ ~
sich zu einer Fundamentalmatrix /7, 7 von £ bzw. & anordnen
lassen. Vermoge (8.4) und den daraus resultierenden Perioden-

<

relationen
i1 Vas V—14.(2)
_ L A
‘J’l j wdxdz = E f dx | - a dz
& &, j=0 ¢

"

ergibt sich also schlieflich
IT=FFI".

Da nach Satz 3 det (/) =F o, det ([:‘) = 0, ist also auch det (II) +
o. Wir fassen das Resultat von § 7, § 8 wic folgt zusammen:

Satz 4. /st der Grundkérper 2 so beschaffen, daff die Voraus-
setzung (7.1) erfiillt ist und der Divisor obg mindestens einen
Primieiler ersten Grades besitzt, so kann man s jeder Basis von
y/a’(&g) etne komplemeniire Basis von it dx|d(§y) ﬁna’mz derart
daf} die aus thnen gebildeten Fundamentalmatrizen I, I in der
Beziehung stehen

I = FF7

mit einer konstanten Matrix I1.

§ 9. Beispiel: Die Laplacesche Differentialgleichung

Wir arbeiten wieder mit einem primitiven Element x, dessen
Nenner-Divisor ¢ in ob aufgeht. An Stelle des Divisors g fiihren
wir das ihm entsprechende doppelwurzelfreie Polynom & ein,
das von 2 unabhingig sei. Wir setzen ferner voraus, dal} es einen
normierten Vertreter der Form

(u +TS)) dx
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in @ gibt, wobei S, Q ebenfalls von « unabhingig sind. Die zu-
geordnete multiplikative Klasse wird dann von der Funktion

(0.1) p = esp j > (& a5)

oy

. &
erzeugt, und es ist offenbar 0

- V' =2x" V. Ist daher G ein Poly-

nom, welches nur Primteiler von G aufweist, so hat die aus den
& . .

N Differentialen —— VG dx = VG x* d x bestehende Zeile Basis-
ou

charakter, der Feststellung (2.10) zufolge. Das Differentialsystem

(4.5) ist also in diesem Falle nichts anderes als eine lineare Diffe-

rentialgleichung N-ter Ordnung fiir die Integrale [ VG, dx,
I

die in engem Zusammenhang stcht mit der linearen Bezichung
(2.10) fur die rationalen Differentiale " Gy dx. Letztere schreibt
sich i unserem Falle, wenn man von den rationalen zu den
multiplikativen Funktionen bergeht, in der Form

{(Q +8) GGy +(QGGY )y Vdx & d(8)

oder

(©.2) wGQ -+ SG L+ -(Q((i;%)—' Gy Vidx € d(8)

(man beachte, dall (Q G G,)" durch Gy teilbar ist.). Nun ist par-
tielle Differentiation nach # bei VG, gleichbedeutend mit der
Anbringung des Faktors x. Daher andert sich an (g9.2) nichts,
wenn irmerhalb der {} « ersetzt wird durch den Differential-

operator D =,— Es genligen daher die Integrale f VG, dx einer

Laplacoschen lefercntlalglelchum
(WK (D) +L(D)}y=o0

O0G =K

(9:3) o
SG=L—K — K-,

Gy
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Dabei gilt:
) (@2, 6)=1,(50) =1,

b) G ist quadratfrel und enthilt simtliche Primteiler
von Gy,

(9.4) c) der Bruch ~% gestattet keine Aufspaltung der Form
5_1 -+ —11%, wobei R ein zu Oy teilerfremdes Polynom
1

ist (da v dx normiert),

d) der groBite gem. Teiler (K, A, L) der drei Polynome
K, K', L ist gleich 1.

d) bedarf einer niheren Begriindung. Dividiert man die beiden
Gleichungen (9.3) durcheinander, so ergibt sich

L KXK' S Gy
(9.5) ETE=T0 +U—Z’

und daraus folgt durch Wegkiirzen gemeinsamer Teiler von G
und G,
L K s I

- —

K0T

wobei G der quadratfreie Kern von G, und somit Teiler von G
ist. Daher gilt erst recht (Q, G) = 1. QG ist also der Nenner

i

. . —K .
einer unkirzbaren Bruchdarstellung von - —, und dies be-

K
sagt wegen (9.3) Z = (L —K', K). (L —K', K) ist daher

ein solcher Teiler von X, welcher zum komplementiren Teiler
K- (L—XK', K)~! prim und selbst quadratfrei ist, und das kann
dann und nur dann der Fall sein, wenn (X, K', L) = 1 ist.

Zu zwei beliebig vorgegebenen Polynomen X == o, L, welche die
Eigenschaft (9.4) d) besitzen, kann man auf eine und nur eine
Weise Polynome Q, S, G, G, finden, derart dali die Bezichungen
(9.3) mit simtlichen Nebenbedingungen (9.4) a)-d) erfullt sind:
Aus der Partialbruchzerlegung der rationalen Funktion

L K’

XK
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bestimme man das grofite Polynom G, dessen logarithmische
Ableitung sich abspalten 148t in der Form

! S G S H
P
mit (Q, Gy) = 1. G ist wieder der quadratfrcie Kern von Gy.
Vergleich von Zihler und Nenner ergibt die Lésung von (9.3)
mit allen verlangten Eigenschaften.

Aus (9.5) ersieht man noch, dall VG, (vgl. (9.1)) auch in der
Form =
exp ([ % (9 48)

x5

wx

geschrieben werden kann. Die Nullstellen von & sind entweder
Nullstellen von VG, oder solche von (L — K', K). Demnach
kénnen wir das Resultat wie folgt aussprechen:

Satz 5. st K == 0 und geniigen K, L der Bedingung (K, K', L)
= 1, s0 besitzt die Laplacesche Differentialgleichung

(wK (D) +L(D)}y=o0

ein Fundamentalsystem von Lisungen der Form

r x (-xp( 7{:7 €3] df)
, e — ?(J})_“— X.

€
Die Wege € werden hierbei nach § 5 oder gem. Réhrl [8], § 1
konstruiert, wobei als die vier Punktsorten einfach die exp. Sing.,
Verzweigungsstellen, Pole und Nillstellen des Integranden sowie

des gribten gem. Teilers von L — K' wund K zu nehmen sind.

SchluBbemerkung

Falls die Bedingung (4.1) hinsichtlich der Klasse @ nicht er-
fallt ist, geniigen die Periodenintegrale keinem Differential-
system mehr. Die Matrix /7 ist dann von #z abhingig, ihre Deter-
minante verschwindet aber nicht identisch. Mit dieser Modifi-
kation bleiben alle unsere Betrachtungen, insbesondere die Aus-

sagen von Satz 4 und Satz 3, giltig.
Miinchen Ak. Sb. 1937 3
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