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§ 1. Einleitung 

Unter der Bezeichnung „Les douze surfaces“ führte Dar- 

boux [2] ein Gebilde von 12 Flächen, die abwechselnd durch 

orthogonale Linienelemente bzw. parallele Tangentialebenen 

punktweise aufeinander bezogen sind, in die Theorie der in- 

finitesimalen Flächenverbiegung ein. Er zeigte, daß zwischen den 

Parameternetzen der Flächen dieses Gebildes, das kurz Darboux- 

scher Flächenkranz genannt wird, einfache geometrische Be- 

ziehungen bestehen. Auch in der affinen und projektiven Geo- 
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66 Richard Baumann 

metrie spielt der Darbouxsche Flächenkranz eine wesentliche 

Rolle. Salkowski [3] untersuchte die affinen Eigenschaften; 

Sauer [4] konnte zeigen, daß erst bei projektiver Betrachtung die 

Struktur der Kranzbeziehungen klar hervortritt. 

Eine geschlossene Darstellung aller Kranzflächen durch Qua- 

draturen ist nur möglich, wenn die zugrunde liegende infinitesi- 

male Verbiegung in geschlossener Form dargestellt werden kann. 

Dies ist bei Flächen zweiter Ordnung [2], bei Flächen, deren 

Asymptotenlinien ein Quasi-Rückungsnetz bilden [1], und, nach 

einem bekannten Satz der Flächentheorie [5], bei allen dazu 

projektiven Flächen der Fall. 

Die Flächen [1] werden nachfolgend als spezielle Quasi- 

Rùckungsflâchen, die dazu projektiven Flächen als allgemeine 

Ouasi-Rückungsflächen bezeichnet. Schließlich lassen sich noch 

diejenigen Flächen bequem in die Betrachtungen mit einbeziehen, 

bei denen die Ouertangenten längs einer Asymptotenlinie einem 

nichtsingulären linearen Geradenkomplex angehören. Sie sollen 

als Quertangenten-Gewindeflächen bezeichnet werden. Für die 

eben bezeichneten Flächenklassen gibt es eine gemeinsame 

liniengeometrische Kennzeichnung (§ 2). 

Das Verhalten der einzelnen Flächen eines Darbouxschen 

Flächenkranzes bei projektiven Transformationen [6] gibt einen 

Hinweis für die zweckmäßige liniengeometrische Zusammenfas- 

sung der einzelnen Flächen. Bei entsprechender Festsetzung des 

Parameternetzes der Ausgangsfläche können alle Kranzbezie- 

hungen durch 4 einfache lineare Vektorgleichungen ausgedrückt 

werden (§ 3). 

Die liniengeometrischen Eigenschaften der Flächen eines 

Darbouxschen Flächenkranzes über einer Quertangenten-Ge- 

windefläche können demnach in Abhängigkeit von zwei will- 

kürlichen Funktionen, welche die dem Flächenkranz zugrunde 

liegende infinitesimale Verbiegung kennzeichnen, angegeben 

werden (§ 4). 

Bei geeigneter Festsetzung der beiden willkürlichen Funktio- 

nen können geometrische Eigenschaften der Kranzflächen in Ab- 

hängigkeit von einer vorgegebenen Ausgangsfläche angegeben 

werden (§ 5). 

§ 6 enthält verschiedene Beispiele. 
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§ 2. Liniengeometrische Darstellung der 

Quasi-Rückungsflächen 

Flächen, bei denen die Asymptotenlinien im Grundriß ein 

Rückungsnetz bilden, haben die für Affinminimalflächen kenn- 

zeichnende Eigenschaft, daß längs jeder Asymptotenlinie die Tan- 

genten an die andere Schar der Asymptotenlinien zu einer 

Ebene parallel sind [7]. 

Entsteht des Rückungsnetz bei senkrechter Projektion des 

Asymptotennetzes auf den Grundriß, dann können die Flächen 

nach Sauer [1] in folgender Weise dargestellt werden: 

x = Ux(u) + Vx(y) 

y = U2(u) + V2 (y) 

, = u*vi 
1 UaVo 

(1) 

-I 
UXU'A 
u2uA 

du 

y 1) H- ^3(^2 + ^2) + 

Setzt man in (1) die Integrationskonstanten durch 

kx= — 1 ; k2 = k3 = kx = o 

fest, und führt man zur Abkürzung die Vektoren 

«( u-i l — ^i I v) 

»(-F.I vi\ -7) 

ein, so geht (1) in die bekannte Darstellung für Affinminimal- 

flächen über: 

ï = 0Xu + JuXVu — J » X ah). (2) 

Für diese Flächenklasse gibt es eine einfache liniengeometrische 

Darstellung. Bezeichnet man die Flächentangenten durch die 

aus den inhomogenen kartesischen Punktkoordinaten gebilde- 

ten Sechservektoren [5] 

^ {E« I ï X £„} = 

Q{ïJïXU = Û{E,|ï,}, 
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wählt man ferner die Haupttangentenkurven als Parameterlinien 

u = const v = const, 

dann ist das Verschwinden der Skalarprodukte 

21 O «P — o 

23 ° £> = o 

mit 

21 {o o o I a^iu) a5(u) o} = 2t {o ( et} 

23 {o o o I 34(Z/) b5(v) O} = 23 {o | b} 

(3) 

(4) 

eine kennzeichnende Eigenschaft der Flächen (2). 

Die Komponenten av a5, bit b5 sind nach (2) und (3) aus 

(0 -f u) u'a =0 

(y> + u) ö ' b =0 

bis auf einen willkürlichen Faktor zu bestimmen. 

Die Beziehungen (3) besagen, daß alle Quertangenten längs 

einer Haupttangentenkurve eine uneigentliche, auf der Grund- 

rißebene senkrecht stehende Gerade als gemeinsame Treffgerade 

haben. Die Geradenschar der Quertangenten längs einer jeden 

Haupttangentenkurve gehört demnach einem singulären linearen 

Komplex an. Das lineare Geradensystem der Quertangenten zu 

einer Schar von Haupttangentenkurven gehört einem singulären 

Komplexbüschel an. (Fig. 1). 

Die Kennzeichnung (3) gilt auch für alle zu den Flächen (2) 

projektiven Flächen. Die Sechservektoren der Komplexachsen 

haben dann die allgemeine Form 

21 {<%(«) a2(u) æ
G(m)} 

iS [b1(v) b2(v) bG(V)} 

mit der Nebenbedingung 
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Nachfolgend werden die Flächen (2) kurz als spezielle, die dazu 

projektiven Flächen als allgemeine Quasi-Rückungsflächen be- 

zeichnet. 

dann werden durch (3) Flächen gekennzeichnet, bei denen die 

Ouertangenten längs jeder Haupttangentenkurve einem linearen 

nichtsingulären Komplex angehören. Sie sollen als Ouertangen- 

ten-Gewindeflächen bezeichnet werden. 

§ 3. Liniengeometrische Darstellung des Darbouxschen 

Flächenkranzes 

3.1. Geradensysteme der Flächentangcnten 

Werden die Kranzflächen von 1 bis 12 fortlaufend numeriert, 

dann gelten mod. 12 folgende Beziehungen 

Ist schließlich 

21° 21 4= o 23 0 25 =j= o , 

(S) 
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Die Flächentangenten längs der Parameterlinien u = const, 

v = const werden durch die singulären Sechservektoren 

^ {rj £„} GJsJs.} 

dargestellt. 

Je 2 Flächen 2 n und 2« -{- l, zwischen denen die Beziehung 

dl2” • df’,+1 = o 

besteht, können zu einem nichtsingulären Schraubriß-Sechser- 

vektor 
02 n, 2 n +1 | ^2 n I ^2 «-fl j 

zusammengefaßt werden [3]. 

Für die Skalarprodukte der Sechservektoren der Flächen- 

tangenten gilt folgende Multiplikationstabelle 

¥ 9>. I I G 

Q5 r U 

^ v 

a 

a u 

a.. 

-Z 

-z ; o 

—iM \ o 

Z 

-TV 

Z o o TJ/ TV 

o I -TV ! o i TV ! o 

(6) 

mit den Abkürzungen 

L = tu lv luu M = lu lv lu» N = £. ï, k»' 

Zur Vereinfachung der Darstellung soll nachfolgend bei der 

Ausgangsfläche 1 immer das Plaupttangentennetz als Parameter- 

netz gewählt werden. Dann ist auch bei den Flächen 4, 7, 10 
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das Haupttangentennetz zugleich Parameternetz. Bei den 

übrigen Flächen sind die Parameternetze konjugierte Netze. 

Für den Rang der Matrizen 

CW (Q< &k) 
i = «, v 
k = u, v 

folgt aus (6) bei den Flächen 1,4, 7, 10 wegen L = N = o, M =1= o 

r= 1, 

bei den übrigen Flächen wegen L =)= O, N =)= O, M = o 

r — 2. 

Daraus ergibt sich ein bekannter Satz in liniengeometrischer 

Formulierung: 

Wählt man bei der Ausgangsfläche i eines Darbouxschen 

Flächenkranzes das Haupttangentennetz als Parameternetz, 

dann bilden die Flächentangenten ty(u, v) und Ù(u, v) bei den 

Flächen 1,4, 7, 10 konfokale parabolische, bei den übrigen 

Flächen konfokale hyperbolische Geradensysteme. 

3.2. Beziehungen zwischen den Parameternetzen 

Bei den konjugierten Flächenpaaren sind die Tangentenvek- 

toren iu und iv wegen der Parallelität der Tangentialebenen 

linear abhängig [5]. Es kann gesetzt werden 

£* = lu + * l„ 

l* = — »Zu —Ab- 

wegen der speziellen Wahl des Parameternetzes der Ausgangs- 

fläche sind die Flächen entweder parallel-reziprok konjugiert 

£ = *£„ i* = — n\, (7) 

oder parallel konjugiert 

l* = /■' lu l* = —ft lv ■ (3) 
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Die Beziehung (7) gilt bei den Flächenpaaren 1-2, 3-4, 7-8, 

9-10, die Beziehung (8) gilt bei den Flächenpaaren 5-6, 11-12. 

Durch (7) wird das Parameternetz von £ als schränkungsfestes, 

durch (8) als krümmungsfestes Netz gekennzeichnet [5]. 

Die Beziehungen (7) und (8) übertragen sich korrelativ auf die 

zu den konjugierten Flächenpaaren polaren radialen Flächen- 

paare. Das bedeutet: 

Entsprechende Tangenten an die Parameterkurven radial be- 

zogener Flächen liegen jeweils in einer Ebene durch den Ur- 

sprung [12]. 

3.3. Diagonaltransformationen der Parameternetze 

Bei der speziellen Parametervvahl ist längs der Asymptoten- 

linien der Flächen 3, 6, 9, 12 (2, 5, 8, 11) die Gleichung 

X dip -j- v dv* = o 
(-) 

erfüllt. Unterwirft man die willkürlichen Funktionen der Bedin- 

gung 

X(u,v) = — v (u, v) , 

dann fallen die durch die Kurven ü = const, v — const (ü = 

const, v = const) bestimmten Diagonalnetze mit den Flaupt- 

tangentennetzen von 3, 6, 9, 12 (2, 5, 8, 11) zusammen. Dabei 

bedeutet 

2 u = u Ar v 

2 v = u — v 

Wie man durch einfache Rechnung bestätigen kann, bleiben 

bei den Transformationen (9) die Beziehungen der radialen Flä- 

chenpaare unverändert. Die Änderung der Beziehungen (7) und 

(8) der konjugierten Flächenpaare geht aus der nachfolgenden 

Tabelle hervor: 

2* = « -f- i v 

(9) 
2 V = U ■ l V , 



Untersuchungen über den Darbouxschen Flächenkranz 73 

du ■dv = o du ■ dv = o dü.dv — o 

1-2 

3-4 

5-6 

7-8 

9-10 

11-12 

pr 

pr 

P 

pr 

pr 

P 

p = parallel konjugiert, 

pr = parallel-reziprok konjugiert. 

P 

pr 

pr 

P 

pr 

pr 

Pr 

P 

Pr 

pr 

P 

Pr 

3.4. Sechservektor-Beziehungen zwischen den Kranzflächen 

Unter Verwendung der Sechservektoren der Flächentangenten 

und der Schraubrisse lassen sich die Kranzbeziehungen folgender- 

maßen zusammenfassen (Fig. 2): 

= x ■ Q10 ©f = • Qi 

T 6 

Fig. 2 

w 
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A (u, v), v (u, w), A' (M, ö), r' (M, e>) sind die aus der Theorie der 

infinitesimalen Flächenverbiegung bekannten willkürlichen Funk- 

tionen. a(u,v), r(u,v), a' (u, v), x’ (u,v) sind Normierungsfunk- 

tionen, die durch die Polarbeziehung bestimmt sind. Durch 

einen Schraubriß-Sechservektor sind jeweils 4 Kranzflächen be- 

stimmt [4]. 

Die Beziehungen (10) bleiben bei den Parametertransformatio- 

nen (9) unverändert, wenn man zur Darstellung jeweils die 

Flächentangenten derjenigen Flächen verwendet, bei denen das 

Parameternetz gleichzeitig Haupttangentennetz ist. 

3.5. Bestimmung der Kranzflächen 

Die Bestimmung aller Kranzflächen ist mit einer Integration 

möglich. Der Weg wird durch die Beziehungen (10) gewiesen. 

Wir nehmen an, die Ausgangsfläche 1 sei durch Parameter- 

darstellung in inhomogenen kartesischen Punktkoordinaten ge- 

geben. Dadurch sind die Sechservektoren der Flächentangenten 

öMsllg} 

eindeutig bestimmt. 

Die Polarfläche 4 ist dann gegeben durch 

*-Q4 {ïllri}. 

Die Normierungsfaktoren a (u, v) und x (u, v) sind durch die 

Polarbeziehung j1 J4 + 1 =0 festgelegt. 

Wenn die Integrierbarkeitsbedingung 

~è w + -W ^ = o 

erfüllt ist, können die Schraubrißflächen 2 und 3 durch 

@23 = J AÜ1 du - J v y1 dv + C 

bestimmt werden. Die polaren Flächen 11 und 6 sind dadurch 

bereits mitbestimmt. 
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Die radialen Schraubrißflächen 8 und g sind durch 

~98 _ -2-®23 

@23 o @23 

bestimmt. Dadurch sind die polaren Flächen 12 und 5 mit- 

bestimmt. Die noch fehlenden Flächen 7 und 10 sind zu 12 und 5 

radial bezogen. (Fig. 3). 

Die willkürlichen Funktionen h (u, v) und v (u, v) sind bestim- 

mend für alle Kranzflächen außer 1 und 4. 

§ 4. Darbouxscher Flächenkranz von Quasi- 

Rückungsflächen 

1. Ausgangsfläche ist eine allgemeine Quasi-Rückungsfläche. Sie 

soll in Haupttangentenparametern angegeben sein. Nach 

(3) ist 
21 o SP1 = o 25 0&1 = o. (11) 

Die Polarfläche 4 ist dann eine ebenfalls in Haupttangenten- 

parametern gegebene allgemeine Quasi-Rückungsfläche. 

o S3 o Q4 = o (12) 
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Die Sechservektoren 3t und 58 gehen durch Polartransformation 

aus den Sechservektoren 21 und 58 hervor. 

Für die Sehraubrißflächen 2 und 3 ergibt sich nach (io) 

2t o ©23 = o 58 o = o. 

Wegen 

21 = 21 fl) 58 = 58 0) 

folgt daraus 

2t o @23 = 0 fl) 
fi i) 

58 o e23 = lF fl). 

Längs der Parameterkurven bilden die Schraubrißvektoren mit 

dem singulären Vektor einer festen Geraden konstante Skalar- 

produkte. 

Die Flächen 8 und 9 des radialen Schraubrisses sind gekenn- 

zeichnet durch 

.— 2 • 0 0)98 

@98 o @98 — 0 fl) 
—• 2 • 23 ° 0>98 

@98 o ©98 = F fl). 

Durch einfache Rechnung ergibt sich daraus 

2t o © 98 
V 

@23 o ©*< 

4 ' ^ fl) @23)2 

58 O @38 

@23 o 

4^«(^ 

und wegen (10) 

2( o '^10 — 4 -0(u) &3°&v' 
v' (U, v) (@23 o ©23)2 

* oOio _ 4-yw . 
~L X (u, v) (@23O©23)2 • 

Beim Flächenkranz über einer allgemeinen Ouasi-Rückungs- 

fläche bestehen also zwischen den Sechservektoren der Kranz- 

flächen und den die Ausgangsfläche kennzeichnenden Sechser- 

vektoren 2( und 58 einfache Vektorbeziehungen. 
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2. Ausgangsfläche ist eine spezielle Quasi-Rückungsfläche. 

Wegen der Entartung der Sechservektoren 21 und 23 gemäß (4) 

zerfallen die liniengeometrischen Beziehungen (§ 4 Abschn. 1) 

beim Flächenkranz über einer speziellen Quasi-Rückungsfläche 

weitgehend in punktgeometrische Beziehungen im dreistufigen 

Raum. Wir werden daher zweckmäßig die punktgeometrische 

Schreibweise verwenden, u. a. auch Ebenenvektoren 

ro (r I s 11), 

die durch die inhomogene Polarbeziehung 

l ■ tt> + 1 =0 

definiert sind. Aus dieser Definition folgt sofort 

lu x lv tu = . 
Ï lv lu (14) 

Ausgangsfläche 1: Wegen (4) vereinfacht sich (11) zu 

^ix\flahy\ = o 
, 1 , , ! (j5) 
£4 xv + bsJZ = o • 

Die Ouertangenten längs jeder Haupttangentenkurve sind im 

Grundriß parallel. 

Polarfläche 4: Wegen (4) vereinfacht sich (12) zu 

— 4 4 T 4 4 
« r tu = O b f il = o . 

Geometrische Bedeutung: Längs einer jeden Asymptotenlinie 

bilden die Vektoren j4 und £4 bzw. J4 und £4 ein Ebenenbüschel 

mit der Achse a bzw. b. 

Die Achsen der Ebenenbüschel, d. h. die Treffgeraden der Ouer- 

tangenten längs einer jeden Asymptotenlinie bilden ein Geraden- 

büschel in der Grundrißebene mit dem Ursprung als Träger- 

punkt. (Fig. 4). 

Diese Kennzeichnung der Polarfläche 4 ist dual zur Kennzeich- 

nung der Ausgangsfläche 1. 
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Fig. 4 Fig. 5 

Fig. 6 
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Drehrißfläche 2: Wegen (4) vereinfacht sich (13) zu 

aix
2+a5y

2 = 0 fl 

^4^ + ^/ = xF(v)- 
(16) 

Geometrische Bedeutung: Die Parameterlinien sind ebene Kur- 

ven. Die Ebene einer Parameterlinie von 2 und die durch die 

Quertangenten der entsprechenden Asymptotenlinie von 1 be- 

stimmten Ebenen sind parallel [l] (Fig. 5). 

Die Ebenen der Parameterlinien haben vom Ursprung den 

Abstand 

0(u) 

fla'i + dl 
bzw. d = 

lF(v) 

flfl+M ' 

Drehriß-Polarfläche 11: 

Die Beziehung (16) kann auch geschrieben werden 

«4 r
11 + «5 J11 = 0 (fl) 

bi r11 + bh A
1 = Wfl. 

Geometrische Bedeutung: Die Tangentialebenen längs einer 

Parameterlinie haben den Punkt a„ I fl, fl -flfll o) bzw. 
u \ 0 (u) 0 (u) I / 

gemeinsam. 

Die Fläche ist doppelkonisch. Die Punkte u0 bzw. £>0 liegen auf 

derjenigen Kurve, die vom Grundriß der entsprechenden Schar 

von Parameterlinien von 2 umhüllt wird. Sie liegen außerdem 

auf den Achsen ä bzw. b der Ebenenbüschel von 4 (Fig. 6). 

Dadurch ist die radiale Beziehung der Flächen 4 und 11 (siehe 

Seite 72) bestätigt. 

Biegungsfläche 12: Aus (5) und (16) folgt 

M ~*4_ 
XF (v) 

-bs 

V{v) 

flu 

12 2 v 
o X 

~ . 0 fl 

fl ■ 
qJ(fl 

München Ak. Sb. 1957 6 



8o Richard Baumann 

und daraus wegen (15) 

12 = 

W ~ 

Wenn man die Vektoren a und b so normiert, daß 

«5 ■x„ h X 
1 
V 

~ wegen (15) ist das immer möglich -, dann erhält man 

z12 = J 0 (u) • d u -j- J W (v) • d v -j- C. 

Geometrische Bedeutung: Werden die Punkte einer Parameter- 

kurve zu den Punkten einer benachbarten Kurve derselben Schar 

durch die Kurven der anderen Schar zugeordnet, so haben ein- 

ander entsprechende Punkte auf den benachbarten Kurven je- 

weils konstanten Höhenunterschied. 

Aus den Beziehungen ist deutlich die enge Verwandtschaft der 

Flächen 1, 2, 4, 11 zu erkennen. Die parallel-reziproke Beziehung 

bei 1—2 führt wegen der Parallelität der Quertangentengrund- 

risse, die radiale Beziehung bei 4-11 wegen der besonderen Be- 

deutung des Ursprunges bei 4 zu besonders einfachen geometri- 

schen Beziehungen. 

AhnlicheinfachegeometrischeEigenschaften der anderen Kranz- 

flächen sind erst zu erwarten, wenn man für die Ausgangsfläche 

und die willkürlichen Funktionen 0 (u) und ¥ (v) einschrän- 

kende Bedingungen festlegt. 

Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß die Beziehun- 

gen (11) bis (13) auch für 

21° 21 =j= o 25 0 25 =j= o gelten. 

Sie gelten also allgemein für Ouertangenten-Gewindeflächen. 

§ 5. Anwendung auf besondere Flächen 

Die Kranzbeziehungen werden besonders übersichtlich, wenn 

1. die Ausgangsfläche selbstprojektiv gekennzeichnet werden 

kann, d. h. wenn bestimmte Eigenschaften bei Korrelationen 

erhalten bleiben, 



Untersuchungen über den Darbouxschen Flächenkranz 8l 

2. die willkürlichen Funktionen X (u, v), fx (u, v), v (u, v) aus 

(7) und (8) so festgesetzt werden können, daß die Eigenschaften 

der Ausgangsfläche 1 auch für die Drehrißfläche 2 gelten. 

Die Flächen 1, 2, 4, 11 haben dann dieselben kennzeichnenden 

Eigenschaften. 

Im folgenden wird der Darbouxsche Flächenkranz mit den 

aufgeführten Einschränkungen für 3 besondere Flächenklassen 

untersucht : 

1. Rückungsflächen mit ebenen Lichtgrenzkurven, 

2. Zylindrokonische Flächen mit ebenen Lichtgrenzkurven, 

3. Drehflächen. 

5.1. Rückungsflächen mit ebenen Lichtgrenzkurven 

Wir betrachten den Flächenkranz über einer speziellen Quasi- 

Rückungsfläche, bei der das Diagonalnetz des Haupttangenten- 

netzes ein Rückungsnetz bildet. Die Netzkurven sind ebene Kur- 

ven und liegen in parallelen Vertikal- bzw. Horizontalebenen. 

Diese Eigenschaften werden durch folgende Bedingungen er- 

reicht: 

1) z = z(y) 2) y=y(ü) 3) J25 = o. 

Die Bedingungen sind erfüllt, wenn die Ausgangsfläche in der 

Form 

l(Üi(ü) + Vi(v)\Ü2(ü)\ Vflv)) 

angegeben werden kann. Bei vektorieller Zusammenfassung 

durch 

ü (ü\ I Z721 o) »(Vi\o\Vt) 

bekommt man die Darstellung 

f = 5 -f ü . (17) 

Die Drehrißfläche 2 ist nach (§ 3.3) durch die parallele Bezie- 

hung 

ft £« Za ft Zv 
6* 
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mit der Ausgangsfläche verknüpft. Sie ist eine Rückungsfläche, 

wenn man festsetzt: 

H (u, v) = const = C. (i 8) 

Für die Drehrißfläche ergibt sich die Darstellung 

£2 = C(ü — »). (19) 

Nach einfacher Rechnung gemäß (14) bekommt man für die 

polaren Flächen 4 und 11 

u4 + t>4 

ÜA + V, 

mit den Vektoren 

ü4 4- 
Ül 

o 

u11 = u 

und den Funktionen 

jT f-s _ Ü,Ü's-ÜtÜ[ 
ui(u) — 

Ülx (u) = C-Üi 

u11 -ft)11 

VÎi+Vn 

n4 I — ! o ZI 
vL 

ö11 = ü4 

Vi O) 
V\ V - V., v \ 

v[ 

Vu(v) = -c-R4. 

Die Flächen 4 und 11 sind demnach doppelkonische Flächen. 

Aus (5), (17) und (19) bekommt man für die Flächen 12 und 3 

nach einfacher Rechnung und elementarer Integration 

j12 = C [ü X ö + J ü X «' dû — J » X »' d v~\ 

£3 = C [ö X ü + J ü X u' dü — J b‘ X »' dv~\. 

Die Flächen 12 und 3 sind also Affinminimalflächen bzw. Quasi- 

Rückungsflächen. Sie können unter Verwendung der Sechser- 

vektoren 
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durch (3) gekennzeichnet werden. Eine entsprechende Kennzeich- 

nung durch 

gilt dann auch für die polaren Flächen 9 und 6. 

Zusammenfassung : 

Ist die Ausgangsflächc eines Darbouxschen Flächenkranzes eine 

spezielle Quasi-Rückungsfläche mit einem ebenen Rückungsnetz 

als Diagonalnetz des Haupttangentennetzes, dann können die 

willkürlichen Funktionen so gewählt werden, daß die Drehriß- 

fläche 2 dieselbe Eigenschaft hat wie die Fläche 1. Die Flächen 

4 und 11 sind dann doppelkonische Flächen, die Flächen 3, 6, 

9, 12 sind Quasi-Rückungsflächen (Fig. 7). 

5.2 Zylindrokonische Flächen mit ebenen Lichtgrenzkurven 

Wir betrachten den Flächenkranz über einer speziellen Quasi- 

Rückungsfläche, bei der das Diagonalnetz des Haupttangenten- 

netzes das ebene Berührnetz einer Schar von Zylindern bzw. 

81 {aiabo \ o o 0} 25 {£4 o b6 \ o o oj 

Q 

Q 
J? = Rückungsfläche, D = doppelkonische Fläche, 

Q = Quasi-Rückungsfläche 

Fig. 7 
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Kegeln ist. Die Erzeugenden der Berührzylinder sind horizon- 

tale Gerade, die Kegelspitzen liegen auf der s-Achse. Die Netz- 

kurven liegen in Meridianebenen bzw. in horizontalen Ebenen. 

Diese Eigenschaften werden durch folgende Bedingungen er- 

reicht : 

1) z = z(v) 

2) £ =/(«) 

3) lü(xü(u) \y-(u) I o) 

4) * + = ^W- 

(20) 

Die Bedingungen sind erfüllt, wenn die Ausgangsfläche in der 

Form 

Ï1 • V, I Ü, ■ Vi I V2) (21) 

angegeben werden kann. 

Für die Drehrißfläche 2 sind die Bedingungen (20) erfüllt, 

wenn man analog zu (18) festsetzt: 

& = &(?)■ (22) 

Man erhält die Darstellung: 

Ï2 (iü ■ Üx • ï\ I ß ■ Ü2 ■ Vi I - J ,ü -V'2dv). 

Neben der Bedingung (22) besteht für /t noch die Integrierbar- 

keitsbedingung in bezug auf 2: 

2 -ji- V[ + jä' ■ V1 = o. (23) 

Für die Polarfläche 4. erhält man nach einfacher Rechnung 

gemäß (14) 

v: u: 
I f> Trl ul u: - u., u\ v1 vs - v2 v[ 

y 
-u[ 

ux u[ - u, u[ V1 V.' - V., v[ 

G vl ~ v., v[ • 
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Genau entsprechend ergibt sich die Darstellung der Drehriß- 

polarfläche 11. Daraus folgt: 

Wird jü so gewählt, daß die Bedingungen (22) und (23) erfüllt 

sind, dann haben die Diagonalnetze der Flächen 2, 4, 11 dieselben 

Eigenschaften wie das Diagonalnetz von 1. 

Für die Flächen 12 und 3 erhält man nach Anwendung von 

(S) und (23) und Einführung der neuen Funktionen 

Ä\ = a • V1 V2 

V2 = v1 - J p ■ V2 d v Üz = !>. • V\ J (Üx Ü'2 - Ü2 Ü[) dû 

die Darstellung 

ï3 (— Do-V1\D1-V1\ Üfl) 

t-( ü2-h\-üi-v2\üz). 

Auch diese Darstellung ist selbstdual. 

Für die polaren Flächen 6 und 9 erhält man nach einfacher 

Rechnung gemäß (14) 

x6 -    . _L r9   ^2  _ 1 

\ dä ß ' J (£/, Ul - Ü, U[) dü fl 

6 _  ~U*  _i_ 9    TF  1 

j (Ül ul - Ü., Ü[) dfi fl - — j (UlÜi~U.,Ü[) dü ‘ fl 

U, U, ' 

Geometrische Bedeutung: Die Flächen 3, 6, 9, 12 sind Regel- 

flächen. Die Kurven Ti = const sind die horizontalen Erzeugen- 

den. Sie schneiden die ^-Achse. Die Kurven v = const durch- 

schneiden die Erzeugenden so, daß die Quertangenten längs 

jeder Erzeugenden im Grundriß parallel sind. 

Für die Skalarprodukte der Schraubrißflächen 12-1 bzw. 2-3 

ergibt sich 

£12 ’ Ï1 = Uz • V2 ï2 • £3 = - Üz J fl -Vidv. 
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Nach den Radialbeziehungen 

r8 =  5— Ï f.f 

erhält man die Darstellung 

X
7
 = _=i—■ 

A ï1 Ï12 

-U„ U, K 

U3 J fi-V'zdv I u3 ]' ji-V[ dv J fi-V!, dv 

und 

-U, K U. V. 

Ua F2 I U3 V» V. 

Die Flächen 7 und 8 sind also in der Form (21) darstellbar. 

Nachdem (21) eine selbstduale Kennzeichnung bedeutet, gilt dies 

auch für die Flächen 10 und 5. Die Flächen 5, 7, 8, 10 sind dem- 

nach zylindrokonische Flächen mit den durch die Bedingungen 

(20) festgelegten geometrischen Eigenschaften. 

Zusammenfassung : 

Ist die Ausgangsfläche eines Darbouxschen Flächenkranzes eine 

spezielle Ouasi-Rückungsfläche mit einem ebenen zylindrokoni- 

Z = zylindrokonische Fläche, R = Regelfläche 

Fig. 8 
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sehen Netz als Diagonalnetz des Haupttangentennetzes, dann 

können die willkürlichen Funktionen so gewählt werden, daß 

die Drehrißfläche 2 dieselbe Eigenschaft hat wie die Fläche 1. 

Die Flächen 3, 6, 9, 12 sind dann Regelflächen, die übrigen Flä- 

chen sind doppelkonisch (Fig. 8). 

D = Drehfläche, Z — zylindrokonische Fläche, 
R = Regelfläche, Rz = Regelflächen, bei denen 
die zweite Haupttangentenlinienschar aus Zylin- 

derschraubenlinien besteht 

Fig. 9 

5.3. Drehflächen 

Wir betrachten den Flächenkranz über einer speziellen Ouasi- 

Rückungsfläche, die gleichzeitig Drehfläche ist. Das Diagonal- 

netz des Haupttangentennetzes ist das Netz der Krümmungs- 

linien. 

Diese Eigenschaft wird durch die Bedingungen (20) und durch 

die zusätzliche Bedingung 

*2 + y2 = f(v) (24) 
erreicht. 

Die Bedingungen (20) und (24) sind erfüllt, wenn die Aus- 

gangsfläche 1 in der Form (21) angegeben werden kann und die 
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Funktionen Ux und U2 der Bedingung 

Ü\ + Ü\ = const 

genügen. 

Die Drehrißfläche 2 ist ebenfalls eine Drehfläche, wenn die 

Bedingungen (22) und (23) erfüllt sind. Die polaren Flächen 4 

und 11 werden Drehflächen, wenn die Funktionen U1 und U2 der 

weiteren Bedingung 

genügen. 

Die Flächen 3, 6, 9, 12 sind dann Regelflächen, die Flächen 5, 

7, 8, 10 doppelkonische Flächen (Fig. 9). 

Die Ausgangsflächen sind den Beispielen der in der Vorbemer- 

kung zitierten Arbeit von R. Sauer [1] entnommen. Wendet man 

die Ergebnisse des § 5 auf die Ausgangsflächen an, dann kann 

man durch einfache Rechnungen [12] alle Kranzflächen bestim- 

men. Der Einfachheit halber sind bei den Beispielen 1 und 2 

einige Flächen in Ebenenkoordinaten angegeben. Durch (14) ist 

damit auch die Darstellung in Punktkoordinaten eindeutig fest- 

gelegt. 

Beispiel 1 

Ausgangsfläche: j1 |u2 + v2 \ u + v | -j- (u — w)3j . 

Mit 0 (u) = 7? 0 (v) = v- erhält man jx = ——. 

Nach Diagonaltransformation (9) ergibt sich 

U1 • U2 — U2 ■ U[ — const 

§ 6. Beispiele 

^2 (id + v2) - 1 8 -3’ 2 u \ —■ ir 
1 3 
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-(- 2 [v2 — 3 u2) ZJ1 — 3 »“ 4 v2 v2 - 3 M2)) 

TO° = r 

TO G — r3 

l = 
- ‘5 

gv2~ 5ou- 

>5 

3 v2 — 5 Tr 

v2 I — (3v2 ~ z<2) 

Tt(gv2— 50«2) I 4?3(9Z'2—50 ü2) 
15 u* 

3V2 — 15 ul 
15 {,3^-u2) 

U{3V
2
 — 5U

2
) I 4 v3 (3 v2 — 4 u2) 

9   r12 TO = 

TO u = 

Ï11 = 
-3 

V
2 — 3 U- V2 — 3 Tl2 I 2»2 (V2 — 3 U2) 

,.12   U V T73 7y2 ~.3 ?,5 2 U V2 + -7/3 

Beispiel 2 

Ausgangsfläche: 

j:1 (dröf u -f- €of v I ©in u -(- ©in v [ ©in (u — v) — (u — v)) 

Mit 0 (u) = lP (v) — 1 erhält man fi = -- . 

Nach Diagonaltransformation (9) ergibt sich 

j1 = (€cf ü • 2 Sof v I ©in ü • 2 €of v | 2 (©in v • Sof v — vj) 

ç3 = /©in ü • 

©in u • -r, <2of v 
— 2 (&ctn v — v 

2(©inz'-Êofïz— v) ! 

Sof v 
Kr- 2 ©m». <Sof 2/— v) I i — <5of u • —    — 2 

! 1 Gof v I 

TO4 = Ï1 

TO 

TO
G
 = £3 

f =( — ©in u v ©of v — ©in v I ßof u v ßof v — ©in v j 
©inz/- ßofz/ — z ©in^-Gofz/—v \ ©inzz 

_ _) 
• (£ofE7—v] 
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g   / ©in u ©inw • Gof v— v I — Gof u ©inz'-Gofz' — v j — 1 
® \ 2 u v Gof v — ©in v I 2 H v Gof v — ©in v | 2 (v — icon v) 

m» = r12 

m10 = ? 

ra11 = ï2 

j'12 = (— ©in z< • 4 (z> Sof z/ — ©in v) | Gof ü ■ 4 (v Gof v — ©in v) \ — 2 u) 

Beispiel 3 

Ausgangsfläche: 

j1 (cos u + cos v I sin u -f- sin v \ sin (u — v) —• (u — vj). 

Mit 0 (u) = W (v) = 1 erhält man a =  —. 
\ y \ x » •? me;“ 7J 

Nach Diagonaltransformation (9) ergibt sich: 

1 = (2 cos ü • cos v [ 2 sin ü • cos v | 2 (sin v ■ cos v — vj) 

= cos u ■ sin u • — 2 (tan v — v 
cos v I ' 

2 sin u • — 
v — sin y • cos v 

■ 2 COS U 
cos v 

-(■ 

v—sinz/ • cost/ 

sin v 

2 U\ 

_ sin z/ I . — 
— cosu • —— = I —sin u • — , 

z/-|-smz/• cosz/1 v -j- sinz/* cost/ 2 (z/-f-sinz/-cos v) 

(<■ 

cos u u sin w) 1 2 sin v ■ 

(sin u —■ 11 cos u) 

v + sin v ■ cos v 

2 sin v 

z> + sinz; cosz/ | z/-j-sin 

sin u cos v 

n2 v _\ 
= = 2 VI 
V •cos V 

u 2 (z/ —sinz/■ cosz/) u 2(v — sinz/-cosz/) 

-(■ 

sin w z/cosz/ — sinz/ —cos« z/cosz/ — sinz/ 

£8 = 

« v — sinz/* cost/ 

in« z/ —sinz/-cost/ 

— 1 
2 « 

i 

2 « v cosz/ — sinz/ 

1 

v—sinz/*cosz/ 2 (z/—sinz/ • cosz/)/ 

1 — cos« «—sinz/* cosz/ 

2 « v cosz/ — sinz/ 

2 « v cosz/ — 2sinz/ 

2 (z/ — tan v) 

— 1 v 
z/cosz/—2 sinz/ 
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£10 = |(cos u + u sin u) (sin u — u cos u) 

_ sin v 
• cos u • —=— -sin u ■ 

v 

sin v 

■ 2 (z; + sin ^ • cos z/)| 

t“=(- 

j12 = (4 sin ü (v cos v — sin v) \ — 4 cos M (V COS V — sin v) j 2 ü) 
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