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1. Zweck der folgenden Zeilen ist ein Hinweis auf Beispicle
von Zusammenhingen zwischen direkt-infinitesimalgeometri-
schen Eigenschaften von Bogen und ihren lokalen Ordnungs-
werten (vgl. auch Anmerkung (1) und (2)). In Betracht kommt
dabeisowohl der Fall (1), in welchem durch die lokalen Ordnungs-
werte des Bogens £ direkt-infinitesimalgeometrische Eigenschaf-
ten von £ bestimmt werden, als auch umgekehrt der Fall (I1),
in welchem aus direkt-infinitesimalgeometrischen Eigenschaften
von £ geschlossen werden kann auf die lokalen Ordnungswerte
von B ev. mit Ausnahme einer auf B nirgends dichten Menge
von Punkten,

Die gemeinten Zusammenhinge scien zundchst (Nr. 2.) an
einigen schon belcannten Beispielen erliutert und veranschaulicht.
Sodann (Nr. 3 und 4) werden zwei neue Beispiele angegeben.

Anmerkung. (1) Als dirckte Infinitesimalgeometrie bezeich-
nen wir hier diejenige Richtung in der im weitesten Sinne ver-
standenen Differentialgeometrie, in welcher systematisch auf die
Zuhilfenahme eines Kalkiils bei den Begriffsbildungen und Be-
weisen verzichtet wird, es sel denn, dal3 ein solcher Kalkiil aus
den den Ausgangspunkt bildenden geometrischen Vorausset-
zungen hergeleitet werden kann. (vgl. [2], [3], [13]).* - (2) Lokale
Ordnungswerte sind die Ordnungswerte der einzelnen Punkte p
von 5, namlich — kurz gesagt — die Minima der Ordnungswerte
der Umgebungen der Punkte p auf A; und der Ordnungswert
einer Umgebung U von p auf B ist — kurz gesagt — das Maximum

¥ In eckiger Klammer stehende Ziffern im Text verweisen auf das Literatur-
verzeichnis am Schlusse der Note,

1 Minchen Ak, Sh. 1958
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der Michtigkeiten der Durchschnitte von U mit den Ordnungs-
charakteristiken des jeweiligen (Juelschen) ordnungstheoretischen
Problems.

2. Bekannte Beispiele.
2.1. Fir den Fall (I) (vgl. Nr. 1.).

2.1.1. Besitzt der Punkt p des Bogens 5 im (cuklidischen) &,
endlichen Ordnungswert beziiglich der Hyperebenen des &, als
Ordnungscharakteristiken, so existicren in p eindeutig die vorde-
ren sowie die geeignet erklarten (vgl. [15]) hinteren Tangential-
(schmieg)halbriume der Dimensionen 4 mit o < £ < n—1
(vgl. [14], auch [15]). Besitzt p hochstens den Ordnungswert
»n -+ 1, so stimmt in jedem inneren Punkt ¢ & A, mit Ausnahme
einer abzahlbaren Menge, der 4-dimensionale vordere Tangen-

tialhalbraum mit dem hinteren {berein {12], [5].?

2.1.2. Es sei € ein Konvexbogen in der Ebene mit dem lokalen
Ordnungswert Drei beztiglich der Kreise als Ordnungscharak-
teristiken. Dann existiert, mit Ausnahme von abzihlbar vielen
Punkten, in jedem Punkt p von € genau cin Schmiegkreis
(Kreisparatingente) K(p), und dieser 1st vom Nullkreis verschie-
den. Alle diese K(p) liegen gleichartig zu ¢'; d. h.: Wird € orien-
tiert und K(p) mit der durch die Orientierung von € auf K(p)
induzierten Orienticrung verschen, so liegt die vordere Um-
gebung von p auf K(p) fir alle diese p auf der gleichen Seite
von C [9].

2.2, Fir den Fall (II).

2.2.1. Ein Oval O in der (cuklidischen) Ebene, fur welches in
jedem seiner Punkte genau ein (von einem Nullkreis verschiede-
ner) Schmiegkreis (Kreisparatingente) existiert, besitzt minde-
stens vier Scheitel, d. h. Punkte, deren Ordnungswert beziiglich
der Kreise als Ordnungscharakteristiken grofier als Drei ist.
(Verallgemeinerungen: Fiur Bogen im (projektiven) X, beziig-

Pin [13] wird u. a. gezeigt, dall Differenzierbarkeitseigenschaften im Sinne
der klassischen Differentialgeometrie aus ordnungstheoretischen Annahmen
gefolgert werden konnen.
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lich der Hyperebenen als Ordnungscharakteristiken in [1], [11];
flir ebene Bogen aber beziiglich allgemeinerer Ordnungscharak-
teristiken z. B. in [7]).

Anmerkung. Verzichtet man im Vierscheitelsatz auf die
Forderung, daf} iberall die Kreisparatingente eindeutig bestimmt
sein soll, so kann im allgemeinen nur behauptet werden, dal
mindestens zwei Scheitel existieren |7].

2.2.2, Ein den Voraussetzungen in Nr. 2.2.1. genligendes Oval
‘ohne Geraden als Schmiegkreise) mit endlich vielen Scheiteln
besitzt den Ordnungswert Vier beztiglich der Kreise als Ord-
nungscharakteristiken genau dann, wenn O von keinem Kreis
in mehr als zwei Punkten beriihrt wird. Daher besitzt dann jeder
Scheitel den Ordnungswert Vier und jeder andere Punkt des
Ovals den Ordnungswert Drei (Verallgemeinerung in [8]).

2.2.3. Ein Kontinuum A im &, das keine # zur gleichen Hyper-
ebene parallele, 1-dimensionale Paratingenten besitzt, ist ein Bo-
gen vom Ordnungswert 7 beziiglich der Hyperebenen als Ord-
nungscharakteristiken [10].

2.2.4. Der Satz von Herrn A. Rosenthal [16] {iber ebene duali-
sierbare (Parameter-) Kurven 2. Dabei ist D eindeutiges, steti-
ges, streckenfreies Bild p = p (#) &€ R, der Einheitsstrecke
J = (o <¢ < 1) mit folgenden Eigenschaften: An jeder Stelle
(¢, p(1)) von D existiert genau eine Tangente (ohne dafl dabei
die Existenz genau einer vorderen oder hinteren Halbtangente
gefordert wird); diese Tangente ist stetige Funktion 7°(#) von #;
der Schnittpunkt von 7 (¢) mit 7 (¢") konvergiert gegen p (),
wenn ¢ gegen 7 konvergiert. Der Rosenthalsche Satz besagt
dann, daf} jede Stelle von D, abgeschen von einer auf / nirgends
dichten Menge von Urbildpunkten, den Ordnungswert Zwei be-
ziiglich der Geraden als Ordnungscharakteristiken besitzt.

3. Der Rosenthalsche Satz (Nr. 2.2.4.) 16t sich fur (Parameter-)
Kurven D im R, # > 2, verallgemeinern. Der einfacheren For-
mulierungen halber erliutern wir die gemeinte Verallgemeine-
rung fur den speziellen Fall, dall die Abbildung p |/, durch
welche 2 definiert wird, topologisch, also D ein ,einfacher Bo-

*

1
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gen' ist und die Stellen (7, p (#)) mit ihren ,, Trigerpunkten‘
7 (#) identifiziert werden diirfen. Es heille D rangierbar, wenn D
in jedem seciner Punkte p genau eine Tangente 7°(p) besitzt,
Die Tangente eines tangierbaren Bogens D heilde von besc/irdnt-
ter Schwankung in p & D, wenn cine Umgebung U = U (p)
von p auf 2 und cin abgeschlossener, konvexer Doppelkegel
7= F(p)mit p als Spitze existiert von folgender Art: Die durch
7 gezogenen Parallelen zu den Tangenten 7 (¢) in den Punkten
g von U liegen in . (Dies ist eine Abschwichung der Forderung,
dall 7' (p) stetig sci). SchlieBlich heiBle die Tangente 7 (p) im
Punkt p eines tangierbaren Bogens D ecingeschrinkt beweglich,
wenn zu jeder Schmieghyperebene Z an D in p zwei Umgebun-
gen U'=U"(p;Z) und W' = W' (p;Z) von p auf D gehoren
derart, daf3 fur die Tangente 7 (p') in jedem p' € U’ der Durch-
schnitt von 7°(p") mit Z ~ W' nicht leer ist. Dabel wird eine
Hypercbene Z als Schmieghyperebene in p an D bezeichnet,
wenn Z Limes von Hyperebenen durch p und #—1 gegen p
konvergierende Punkte von D ist. Es gilt dann der

Satz. Vor. fis sei D cin tangicrbarer Bogen i R, der keinen in
einer Hyperebene gelegenen Teilbogen enthilt. Ferner sei in jedem
Punkt von D die Tangente von beschrinkter Schwankung und
cingeschrinkt beweglich.

Beh. Abgesehen von einer auf D niygends dichten Menge, besitst
Jeder Punkt von D endlichen (ev. beschrinkten) Ordnungsiwert be-
siiglich der Hyperebenen als Ordnungscharakteristiben.

Zusatz. Aullerdem gibt es zu jedem Punkt von 2 eine Umge-
bung U auf 2 und # unabhingige Biischel paralleler Hyperebe-
nen derart, dafy & den Ordnungswert Eins besitzt beztiglich eines
jeden dieser Blischel und dal3 in jedem Punkt von U7 die vordere
und die hintere (vgl. {15]) Halbtangente tibereinstimmen.

Anmerkung. Fiir 7 = 2 besitzt, abgesechen von den Punk-
ten der nirgends dichten Ausnahmemenge, jeder Punkt den Ord-
nungswert Zwei (wie im Rosenthalschen Satz). Fiir 2 > 3 be-
sitzt jeder solche Punkt den Ordnungswert # jedenfalls dann, wenn
tber die Voraussetzung unseres Satzes hinaus die (z 4 1)-
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Limessckanten L (py, ..., p,; p) durch die py, ..., p, und p ecin-
deutig bestimmt sind (vgl. Nr. 4.1.).

Der vorstchende Satz gilt mutatis mutandis auch fir Kon-
tinua (im R

) und — wie schon bemerkt — fiir Parameterkurven,

1. Wie man weil3, besitzt jeder ebene, streckenfreie, beztiglich
der Geraden als Ordnungscharakteristiken ordnungshomogene
Bogen den Ordnungswert Zwei oder Unendlich; dabei heif3t cin
Bogen ordnungshoniogen, wenn jeder seiner Punkte den gleichen
Ordnungswert besitzt. Entsprechend hat, wie man cbenfalls
weil, jeder ebene, keine Kreisbogen enthaltende, beziiglich der
Kreise als Ordnungscharakteristiken ordnungshomogene Bogen
den Ordnungswert Drei oder Unendlich; und dies gilt allgemei-
ner, wenn an Stelle der Kreise (stetig) differenzierbare Ovale
treten, deren jedes durch drei, im allgemeinen beliebige, Punkte
der Ebene eindeutig bestimmt ist, wobei die Geraden zu diesen
Ovalen gerechnet werden und gewisse andere Bedingungen er-
fullt sind.

Ob ein entsprechender Satz Uber die Ordnungswerte ord-
nungshomogener Bogen ausnahmslos auch fur Ordnungscharak-
teristiken gilt mit — unter anderem — der Eigenschaft, daB die
cinzelne Ordnungscharakteristik durch £, im allgemeinen belie-
bige, Punkte der Ebene bestimmt wird, ist bisher nicht bekannt,
Ein solcher Satz gilt aber bei derartigen (allgemeineren) Ord-
nungscharakteristiken jedenfalls dann, wenn dem zu betrach-
tenden Bogen u. a. die Bedingung auferlegt ist, dal die (4 4+ 1)-
Paratingente, soweit sie in einem Punkt p & B existiert, cindeu-
tig bestimmt ist; unter einer (b + 1)-Paratingente in p an B
wird dabei jeder Limes von Ordnungscharakteristiken durch
£ -+ 1 gegen p konvergierende Punkte von B verstanden.

Wir erliutern die an £, an die Ordnungscharakteristiken und
die (4 - 1)-Paratingenten dabei zu stellenden Forderungen im
cinzelnen fiir den Fall, dall als Ordnungscharakteristiken die
Parabeln hochstens (£ —1)-ten Grades (3 < £) zugrunde ge-
legt werden, also v = a,_ 2" ' ... & @y x 4 ay (bezogen auf
kartesische Koordinaten x, v). Der betrachtete Bogen B sei (wie
dies fiir die Parabeln der Fall ist) vom Ordnungswert Eins be-
ziiglich des Biischels der zur y-Achse parallelen Geraden, also
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darstellbar durch v = / (x) mit eindeutigem, stetigem f (1), wo-
bei x & J = {a, 6]. Weiter sollen die (4 - 1)-Paratingenten
(nicht ausgeartet, d. h.) selbst Parabeln und, wenn in p vorhan-
den, cindeutig bestimmt sein durch p. Eine Parabel ist durch £
Punkte (x,,v,), # = 1, ..., & cindeutig bestimmt, sofern keine
zwei der x, einander gleich sind. Ferner entspricht, der Orientie-
rung von / im Sinne z. B. wachsender a eindeutig ecine Orien-
tiecrung des Bogens B, der Ordnungscharakteristiken sowie der
(k 4+ O)-Paratingenten und damit die Feststellung dessen, was
unter einer vorderen bzw. hinteren Umgebung von p auf B bzw,
auf einer Ordnungscharakteristik oder (£ -+ 1)-Paratingente zu
verstehen ist.

Ist nun B zugleich ordnungshomogen von endlichem Ord-
nungswert, aber von mindestens dem Ordnungswert £ -+ 2 (be-
ziiglich der Parabeln), so zeigt man mit Hilfe des sogenannten
Kontraktionssatzes (vgl. [4]), dall Punkte ¢ auf B existieren, in
denen es zwei (£ -+ 1)-Paratingenten gibt, auf deren ciner eine
vordere Umgebung von ¢ unterhalb von B verliuft, wihrend auf
der anderen eine vordere Umgebung von ¢ oberhalb B liegt.
Solche zwei (£ - 1)-Paratingenten sind aber verschieden. — Dal}
keine ordnungshomogenen Bogen mit dem Ordnungswert £ -+ 1
existieren, folgt aus einem allgemeinen Satz [4]. Wir haben also
den

Satz. Fs sei ¢ das Svstem der Parabeln v = p (x) von hochstens
dem Grade k— 1 in der x, v-Ebene. Ferner sei B ein Bogen
v = f (x) wmit cindeutiger (k + 1)-Paratingente beziiglich c. Ist
der Bogen ordnungshomogen beziiglich ¢, so besitzt er entweder
den Ordnungswert k oder den Ordnungswert Unendlich.

4.1, Der (in Nr. 4 am Beispiel der Parabeln als Ordnungs-
charakteristiken erlduterte) Satz tber die Ordnungswerte ord-
nungshomogener Bogen mit eindeutiger (£ 4 1)-Paratingente
kann zum Beweise des entsprechenden Satzes fiir Bogen im

)

/\u’
standiger Induktion durch Projektion: Jeder ordnungshomo-
gene Bogen enthélt Teilbogen, die auf cinem Kegel K liegen;
dabei werden auf A durch die nicht durch die Kegelspitze ge-

# 2> 3, herangezogen werden. Man zeigt namlich in voll-
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henden Hyperebenen Kurven ausgeschnitten, die — als Ord-
nungscharakteristiken — zusammen mit A den Voraussetzungen
des in Nr. 4 angedeuteten allgemeinen Satzes fiir 2= n ge-
niigen, falls die (i - 1)-Limessekanten L(py, ..., p,; p) an B,
soweit sie existieren, durch die p, und p eindeutig bestimmt sind.
Unter L(py, ..., p,; p) mit 0 <7 < -1 ist hierbei jeder Limes
von Hyperebenen /7 durch die gy, ..., p, aul B und weitere
- 1—17 gegen p konvergicrende Punkte von B zu verstechen;
dabei sind 7; gy, . . ., p, & B und cbenso p & B beliebig, insoweit
nur Hyperebenen /7 durch 2 -4-1 Punkte der erwihnten Art exi-
stieren. Es ergibt sich so der

Satz. Vor. fis sei B ein Bogen im R, Is soll jede Limessekante
L(py, ... p,, p) an B, soweit sie existier!, eindeutic durch die
Piy -y P,y p bestiinmt sein.

Beh. /st B iiberdies ordnungshomogen beziiglich der Hyper-
chenen, so kann B aur die Ordmingswerte n oder Unendlich be-
sitzen.

Der Satz i3t sich auch auf Parameterkurven ausdehnen.

1. Anmerkung. Offen ist die Frage, ob der vorstchende Satz
ohne die Einschrankung gilt, dalB3 die Z(p,, ..., p,; p) eindeutig
bestimmt sind.

2. Anmerkung. Eine friher |6] angegehene Differenzierbar-
keitsbedingung, derzufolge bei ordnungshomogenen Bogen nur
der Ordnungswert 2 auftritt, ist nicht direkt-geometrischer Na-
tur und tibrigens vermutlich stirker als die obige Limessekanten-

bedingung.
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