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Uber approximative Nomographie. IT
Von Georg Aumann in Miinchen

Vorgelegt am 8. Mal 1959

Im folgenden handelt es sich um die Ubertragung der in der
vorausgehenden Notel entwickelten Methode vom diskreten Fall
(,,Matrixproblem*’) auf den kontinuierlichen, d. h. um die Auf-
gabe, eine stetige Funktion f(x,y) der zwei Verdnderlichen x
und ¥ moglichst gut zu approximieren durch eine Summe @ (x) -
4~ 4 (y) von zwei stetigen Funktionen je einer der beiden Ver-
inderlichen; die Giite der Approximation soll dabei durch das
Maximum des absoluten Fehlers | f(x, y) — (@ (x) 4 6 (9))] ge-
messen werden. Es wird gezeigt, dal3 das dort beschriebene Ver-
fahren der ,,alternierenden Symmetrisierung* auch hier konver-
gent ist und eine Lésung des Approximationsproblems liefert.
Wihrend beim diskreten Problem die Methoden des Linear-
Programmierens unmittelbar anwendbar sind, sind sie es beim
kontinuierlichen Problem nur mittelbar auf dem Umweg {iber
cine Approximation der stetigen Funktion f(x, y) durch eine
Gitterfunktion f;, (Matrix), und ergeben daher selber nur Lo-
sungen in Limitengestalt, wie die Methode der alternierenden
Symmetrisierung. Dieser Umstand spricht hier zugunsten der
letzten Methode.

1. f1Q sei eine stetige Funktion auf dem Quadrat
Q=A{xy:0<xr<1,0<y <1},
al X seiauf ¥ ={r:0o<x<1}und é| Vauf V= {y:0<y <1}
stetig. Wir nennen | £l = max {|/ (x, »)!: (x,») € Q} die Norm

von f, ferner zwei Funktionen /| Q und f,|Q verwandt, wenn
es Funktionen @ | X und 4| ¥ gibt mit

f=fitatbd.

1 G. Aumann, Uber approxiniative Nomographie. 1. Sitz.-Ber. Bayer.
Akad. Wiss. 1958, 137-155.
Miinchen Ak. Sb, 1959
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Dann lautet das die Funktion f|Q betreffende Approxima-
tionsproblem :

Zu f ist etne Verwandte kleinster Norm zu finden.

2. Flir die Losung ist folgender Begriff von Bedeutung. Eine
Funktion g|Q heillt x-ausgeglichen, wenn

min {g(x,y):2 € X} = —max {g(x,y):xE X} firy € ¥,
y-ausgeglichen, wenn
min {g(x,y):y € V} = —max{g(x,y):v & V}furx & X,

(x, y)-ausgeglichen, wenn sic x- und y-ausgeglichen ist. Es gilt
nimlich der Hilfssartz:

Sind f und g stetig und zueinander verwandt und ist g (x, y)-
ausgeglichen, dann gilt || g|| < | f|l.

Beweis. Es sei f=g+4a--6. Ist | g] = 0, so ist nichts zu
beweisen; es sei daher |[g|| = «>>o0 und g(xy, yy) = a. Es gibt
dann ein x, mit g (x,, ¥,) = —a, weiter ein y, mit g (x,, ¥5) = «,

usw. Man erhilt so eine Folge von Stellen

(xliyl)! <x2)yl)’ ] (xn’yn>J <'xu—1-1’ yn)l cr

welche abwechselnd «- und (—a)-Stellen von g sind. Zwei Fille
sind méglich: 1. Es findet sich in der Folge eine geschlossenc
Kette, z. B. wenn etwa x,,; = x; ist. Dann wird die alternierende
Summe

2 f =, y) —flrg,v) + — o —f(2,01,0,) = 2704,

und wenigstens einer dieser f~Werte ist dem Betrag nach > .

2. Die obige Folge enthélt keine geschlossene Kette. Wegen der
Kompaktheit von X und ¥ gibt es dann Teilketten, welche ,,nahe-
zu'' geschlossen sind. Um dies auszunutzen, setzen wir voraus,
dal bei vorgegebenem & >> o stets |a(x) —a(x")| <7 ¢, sobald
|x —x' | << 6. Wenn nun etwa |x,., —x; | << 8, so erhalten wir
jetzt fur die obige Summe > + f = 250 + a(x)) —a(x, ) >

~

&€ « .
—~ 2n (U. — ), woraus folgt, dall mindestens ciner der f~Werte
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. € : .
von einem Betrag > o — 7 > oe—¢,also | /I > a—eist. Fir

¢ — o folgt die Behauptung.

Aus dem Hilfssatz ergibt sich, dal jede (x, y)-ausgeglichene
Verwandte g von f in @+ 6 = f—g ecine Losung des Appro-
ximationsproblems liefert; denn jede Verwandte f/ von f ist dann
auch eine von g, so dal |l g|| < /1.

3. Auf Grund von 2. wird man versuchen zu f eine (x, y)-aus-
geglichene Verwandte zu konstruicren. Hierzu dient die alter-
nierende Symmetrisierung; sie besteht in der Bildung der Sywm-
metrisierungsfolge

Jor J1s s Sy oo
“vaCi fO == f’ f2n+1 = (f?n)(l)’ f271+2 - (f2n+1>(2)Y n = O, 1! L]

gesetzt ist und allgemein definiert wird:

die x-Symmetrisierung f — f® durch
S 9) = fl )= (max f (&, 3) + min £ (), ),

die y-Symmetrisierung durch
SO g) = f G 9) — o (max f (@ ) + minf (x, 5)).

In den folgenden Nr. 4. bis 7. beweisen wir nun den Hauprsatz:

Fuir jede stetige Funktion f|Q konvergiert die zugehirige
Symmetrisierungsfolge gegen eine (x, v)-ausgeglichene Verwandte

Foon f.

4. Die Funktionen f, der Symmetrisierungsfolge sind gleich-
gradig und gleichmaffig stetig und gleichmdfig beschrinkt.

In der Tat, da Symmetrisierungen stets Verwandte liefern, so
diirfen wir setzen f, = f + @, - 6,. Ferner gibt es zu vorgege-
benem ¢ > o ein 6 > 0, so daB3

| f(x, ") —f(x,¥") | <<e fur |y —»" | <6 und alle x,
| f(x',9) —F (2", ») | <e fiir &' —2a"|<d und alley.
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Anwendung der Symmetrisierungen ergeben z. B.:
@) = ay, bl (.y>: - % (H]SX (f(x:y> + ‘lo@')) + Ilel’l (f(x)y) +“0(x)));

ay(x) = —= (max (f(x, ) + 61 () 4 min (f (&, 2) -+ b1 (), b2 = by,
also
101 (YD) =6 (") e M [y =" ] 0,
lay(x)—a, (&) <e fiur |2 —x'"| <9,
und entsprechende Aussagen gelten fiir alle @, und 4,. Hieraus

folgen die Behauptungen beziiglich der Stetigkeit der f,. Hin-
sichtlich ihrer Beschrinktheit haben wir

ol S A4 S A fir 2=0,1,...,
da bei einer Symmetrisicrung offenbar die Norm nicht vergroBert
wird.

5. Weiter gilt:

<1> il M+1—_./;I Il .< “j[n ——-fn—l |l fZ’l‘?" = 2’ 3’ cee
(2) Sind alle || f,.1—F,|| > 0, sosteht in (1) unendlich of tinals
das Kleinerzeichen:

(3) Iif;rl i:j‘n—f—l_fnj = 0.

141

Beweis. Wir sctzen o, = || f,.;—f, | und bezeichnen mit 7,
das Maximum des Betrages eines Funktionswertes von £, der
beim Ubergang zu f,., um -+ ¢, gedndert wird.

Zu (1). Sel etwa » gerade, s' das Minimum und S’ das Maxi-
mum von £, auf der Geraden y = y,; beim Ubergang zu £,

”

werden also die Funktionswerte von f, auf dieser Geraden um

”n

——% (s" -+ 8" abgeidndert. Ist s bzw. S das Minimum bzw.

Maximum von f,

7=

; auf der betrachteten Geraden, so gelten
n=17

S—6,, <S8 <S40

s—o,, <s <s +qa

n=17
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also wegen s +.5 = o

1 .
—0,, <5 "+ 5) <o,, und somit
O, S Oy~
Zu (2). Wir beweisen zunichst die Ungleichung
(4) Wenn  o,= 0,4, dann gilt 7,0, <7T,,.

In der Tat: Wir wihlen im vorausgehenden Beweis die Gerade
v =y, derart, daf die Anderung —:— |s" 4+ S"| = 0, maximal

ist und zugleich auf dieser Geraden f, den Betrag 7, erreicht.

Wenn nun ¢, = o, ist, so ist dies nur méglich, wenn

7

entweder G, =0 (Fall I),
oder 6,>0, S5 =S40, und s =s5s+0¢,, (Falll),
oder 6, >0,S5=8—0,; und s’ =s5—0,,; (FallIII)

vorliegt.
Im Falle 1 ist f,_, (x, ¥)-ausgeglichen, so da3 wir in
Q
:ifn l =T, =T = an—l .|
(3) bestitigt finden.

I Falle 11 ist 7, = S" = S -+ 06, mit ctwa S = f,_, (%, ¥p)-
Da auf der Geraden x = x, die Gleichung f, = f,_, +o,_, gilt,

n—1 o
so mufy auf dieser Geraden £, ; neben dem Wert .S auch einen
Wert < — S — 206, ; annchmen, damit bei der y-Symmetri-

sierung von £, ; der Anderungswert o,_; zustande kommt. Nach
Definition von 7, , ist aber —7,_, < —S—20,,, also § <
<71,,—20,; und somitt, <7,_,—0

I n=1"

Nun folgt leicht (2). Wire niamlich ¢, = ¢, ; = ¢ = o flir alle
n > ny, so folgte

1 11 1
an-{-m RaRaeY S Tno S -lfl.’

was fiir hinreichend groe 72 einen Widerspruch darstellte.
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Der Fall 111 erledigt sich analog. Im Falle eines ungeraden
» haben x und » die Rollen zu tauschen.

Zu (3). Da die f, beschrinkt und gleichgradig stetig sind, so
gibt es nach bekannten Sitzen eine konvergente Teilfolge

(5) Jorgs Sags o Sarys -oes

etwa mit dem Limes g. Da nun wegen (1) lim || £, ;01 — fourall
n

= 4 existiert, so folgt mit der Stetigkeit der Symmetrisierung
ge1—gell = & fir £ =0,1,....
Dies ist nach (2) nur mit ¢ = o moglich.
6. Ist f = g+ dy+ by, wo g (x,y)-ausgeglichen ist, und setzt

man f, = g+ a, -+ b, gemdfp der Formeln von 4., so gelten dic
Jfolgenden Beziehungen:

(6) byi1=20,, 4, = d,_, fiir ungerades n;

7) —max 4,(x) < &, (9) < —min 4, (x) fiir alle y,
— max b () < ax) < — min b, (¥) fiir alle x,

und beides fiir gerades n.

In der Tat, es ist z. B. nach den Formeln in 4.

—23:(3) < 5 (maxg (%, %)+ max do(x) + ming (¥, 5)+max do(+))

= max d,(x), andererseits
X

—b, () > % (mfxg(x, ¥) + rrLin do(x) + rrLing(x, v) + min (%))
= min g, (x).
Analog beweist man die tibrigen Ungleichungen.
Insbesondere folgt aus (7)
® 8,51l < M1,ll < N8, fir gerades »

(wobei z.B. ||| = max (|a(x)|:x € X) gesetzt ist).
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7. Der Limes g von (5) ist wegen ¢ = o (x, y)-ausgeglichen;
wir kénnen dabei die Folge (35), eventuell durch Teilfolgenaus-
wahl, so einrichten, daB a,, (x) — d(x) und 4, () — &(¥)
fiir » — 00 streben. Dann ist ¢ = f + @ + &, oder indem wir
/= g -+ dy -+ &, schreiben, gelten die Beziehungen von 6., wobei
dy, -+ by, — 0. Durch eine weitere Teilfolgenauswahl kénnen
wir auch

Ay, = Y, by, — —y fir v — 00

erzwingen. Da 4, nur von x, §, nur von y abhingen, so ist not-
wendig p eine Konstante. (6) und (7) lehren nun, dafl y = o ist,
und die Ungleichungen (8), daf3 allgemein

a,—o und j, — o fur n» — oo.

Damit ist f, — g bewiesen.
Bemerkung. Der hier fiir den Hauptsatz gegebene Beweis ist
auch auf das Matrixproblem der eingangs genannten Note  an-

wendbar, und liefert so einen neuen, kirzeren Beweis fur die
Konvergenz beim diskreten Problem.

8 Minchen Ak. Sb. 1959
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