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1. Problemstellung 

Drei diskrete Erzeugende ex (i = l, 2, 3) einer beliebigen wind- 

schiefen Regelfläche W bestimmen im allgemeinen eine Regel- 

fläche 2. Ordnung, deren Grenzlage für ei —> e1 die Liesche 

Schmiegfläche 2. Ordnung F2 (kurz: Lie-A2)2 von W längs der 

Erzeugenden ex darstellt.3 Die Lie-A2 berührt W längs ex von 

2. Ordnung, hat also in jedem Punkt von ex mit W die Dupinsche 

Indikatrix gemeinsam. Läßt man die Regelfläche W von der Er- 

zeugenden ex überstreichen, so ändert die mitgeführte Lie-A2 im 

allgemeinen Lage, Größe und Gestalt. Es sollen nun alle Regcl- 

flächen 0 bestimmt werden, deren sämtliche Lie-A2 zu einer vor- 

gegebenen Regelfläche 2. Ordnung A0 ähnlich sind.4 Bei dieser 

ähnlichen Beziehung werden den Berührerzeugenden von ver- 

schiedenen Lie-A2 im allgemeinen verschiedene Erzeugende von 

F0 entsprechen. Es ist jedoch auch möglich, daß den Berührer- 

zeugenden von allen Li e-F2 immer dieselbe Erzeugende von F0 

entspricht. Im Hinblick darauf läßt sich die Aufgabe jetzt in 

folgender Weise formulieren : 

Der Flächenstreifen der Lie-A2 von XF längs ex, der ex im Innern 

enthält und der von zwei (beliebigen) Erzeugenden der zu ex ge- 

hörenden Schar begrenzt wird, soll als „Schmiegstreifen 2. Ord- 

nung von W längs ex“ bezeichnet werden. In ihm ist ex also beson- 

ders ausgezeichnet. Es sollen zunächst alle Regelflächen 0 be- 

stimmt werden, bei denen jeder Schmiegstreifen 2. Ordnung zu 

2 Vgl. z. B. Müller [17] Bd. I S. 353, Blaschke [1] Bd. II S. 221-228, 
insbesondere S. 226-228, Müller-Krames [18] Bd. III S. 79 (dort als 
„oskulierendes Hyperboloid“ bezeichnet), Kruppa [11] S. 130 (dort als 
„Schmiegquadrik A2“ bezeichnet). 

3 In diesem Sinne ist die vielfach benützte Ausdrucksweise zu verstehen: 

„Die Lie-A2 ist durch drei benachbarte Erzeugende von XIJ bestimmt.“ 
4 Mit einem in gewissem Sinne verwandten Problem befaßte sich E. Ed- 

linger, „Über Regelflächen, deren sämtliche oskulierenden Hyperboloide 
Drehhyperboloide sind“ [4] ; vgl. S.131. Krames bemerkt in [18] S. 82-83, daß 

die Regelflächen, die längs jeder Erzeugenden von einem hyperbolischen 
Paraboloid oskuliert werden, eine Richtebene besitzen, und daß jede Regel- 
fläche mit einer Richtebene als oskulierende Regelflächen 2. Grades nur (hyper- 
bolische) Paraboloide besitzt. 
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irgendeinem Schmiegstreifen 2. Ordnung von A0 ähnlich ist. 

Sodann sollen die speziellen Regelflächen 0 ermittelt werden, 

bei denen alle Schmiegstreifen 2.Ordnung zu demselben Schmieg- 

streifen 2. Ordnung von FQ ähnlich sind, die also mit anderen 

Worten lauter ähnliche Schmiegstreifen 2. Ordnung haben. 

Auf Grund der Eigenschaft der Regelflächen 0, daß sämtliche 

Lie-A2 zu einer vorgegebenen Regelfläche 2. Ordnung ähnlich 

sind, kann eine einheitliche Konstruktion entwickelt werden, 

nach der man die bei Parallelprojektion von 0 möglicherweise 

auftretenden Spitzen des scheinbaren Umrisses bestimmen kann. 

Seit Ch. Dupin wurde vielfach auf solche Spitzen aufmerksam 

gemacht, insbesondere bei der Behandlung der Umrisse von 

Regelschraubenflächen.5 Abgesehen vom speziellen Fall der 

Wendelfläche wird jedoch nirgends eine Konstruktion dieser 

Spitzen versucht. Bei den Regelschraubenflächen wird die Kon- 

struktion besonders einfach; zum einen Teil hat sie dabei tran- 

szendenten Charakter (die Verschraubung). Der andere Teil ist 

algebraisch vom vierten Grad; es stellt sich jedoch heraus, daß 

die Konstruktion dieses algebraischen Teils sogar mit Zirkel und 

Lineal möglich ist. Außerdem ergibt sich ein Kriterium für das 

Auftreten solcher Umrißspitzen. 

2. Grundlagen: 

Der Begleitkörper. Die Grundinvarianten 

Zunächst sollen als Grundlagen für die späteren Ausführungen 

einige wichtige und bekannte Sachverhalte über Regelflächen in 

geeigneter Weise dargestellt werden. Es wird dabei erstrebt, das 

geometrische Objekt durch sachgemäße, unmittelbare geome- 

trische Betrachtungen zu erfassen. Die Anschaulichkeit soll dabei 

5 Mit den Umrissen von Flächen befaßten sich Monge [15], [16], Dupin 
[3], Hachette [7], delà Gournerie [5], [6], Mannheim [14] in allgemei- 
ner Weise. Burmester [2] und Wiener [26] behandelten die Umrisse von 
beliebigen Schraubenflächen. Die Umrisse von Regelschraubenflächen bei 
Parallelprojektion wurden von Tesar [24], [25], Pelz [20], Prochazka 
[21], Mack [13], Janisch [8], Rohn-Papperitz [22], Schmid [23] in 
mehr oder weniger spezieller Weise behandelt. 
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besondere Pflege finden. Wegen der erwünschten Eindeutigkeit 

müssen Fragen der Orientierung eingehend behandelt werden. 

Die Regelfläche W werde durch stetigeBewegung einer zunächst 

willkürlich gerichteten Geraden e im Raum erzeugt. Es seien e- 

(i = l, 2, 3) die Lagen von e zu den Zeiten t = tit 

(t) ^2 <C ^3 

(Abb. 1). Die Gerade ex läßt sich durch (kürzeste) Schraubung 

um das Gemeinlot zx von ex, e2 in e2 überführen (Drehwinkel Av, 

Vorschub Aa\ der Fall Av = o wird ausgeschlossen). zx sei so 

orientiert, daß die Richtungen ex, e2, zx ein Rechtssystem bilden. 

Die orientierte Gerade zx geht durch (kürzeste) Schraubung um 

e2 in das Gemeinlot z2 von e2, e3 über (Drehwinkel Aw, Vorschub 

Ab), z2 erhält dadurch eine Orientierung. 

Ändert man den (ursprünglich willkürlich festgelegten) Rich- 

tungssinn von e und damit von eit und läßt man im übrigen die 

Geraden ev e2, zv z2 in ihrer Lage, so wird die Orientierung von zx 

und z2 dadurch nicht geändert. Es ist zweckmäßig, die Orientie- 

rung der Geraden e bzw. e{ fortan so zu wählen, daß die Richtun- 

gen zx, z2, e2 ein Rechtssystem bilden (im Fall Aw = 0 kann der 

Richtungssinn von e beliebig sein). 

Die Orientierung des Drehwinkels A v (A v =)= o) der Schraubung 
ei~*e2 soll so festgesetzt werden, daß 

(2) A v > o 
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ist. Der Vorschub A a sei positiv, wenn e1 durch Rechtsschraubung- 

in e3 übergeht, und negativ, wenn dies durch Linksschraubung 

erfolgt. Schneiden sich ev e2, so ist Aa = o. Die Bewegung e1 —> e2 

ist dabei eine reine Drehung, die im folgenden - wie auch die 

reine Schiebung - lediglich als Sonderfall einer Schraubung be- 

trachtet wird. 

Der Drehwinkel A w der Schraubung zx —*■ z2 sei (falls A w =J= o 

ist) so orientiert, daß 

(3) A w > o 

ist. Der Vorschub A b sei positiv oder negativ, je nachdem z1 

durch Rechts- oder Linksschraubung in z2 übergeht. 

Setzt man 

(4) At = t2 — tx, 

so ist die Grenzlage von zx für A t —> o die Zentraltangente von 

W im Kehlpunkt von ev Der bewegliche rechte Winkel, dessen 

einer Schenkel die auf XF bewegte Erzeugende e und dessen an- 

derer Schenkel die zugehörige Zentraltangente z bildet (dessen 

Scheitel also die Striktionslinie von W beschreibt), werde im An- 

schluß an F. Löbell Begleitkörper6 von W genannt. Die Grenzwerte, 

deren Existenz vorausgesetzt wird, 

(5) 

à 

b 

lim 
Al—O 

lim 
At — 0 

A a 
~Ât ' 

Ab 
At ’ 

v = lim 
At-* 0 

A v 
~Ät' 

Aw 
w = lim —r— 

At-0 At 

bestimmen den augenblicklichen Bewegungszustand des Be- 

gleitkörpers im Zeitpunkt t = tx. Ist t = tx variabel (t0 ^ t t„), 
so sind (5) Funktionen von t. Sie werden als die (homogenen) 

6 F. Löbell [12] S. 30-31 (kursiv). 
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Grundinvarianten von XF bezeichnet.7 Die Funktionen â, b sind 

die Komponenten der momentanen Schubgeschwindigkeit b des 

Kehlpunktes in Richtung z bzw. e. Entsprechend sind v, w die 

Komponenten der momentanen Drehgeschwindigkeit u des 

Begleitkörpers in Richtung z bzw. e.6 (In der zu e, z senkrechten 

Richtung [Flächennormale] haben u und b keine Komponenten). 

Der zeitliche Ablauf der Bewegung des Begleitkörpers kann 

durch willkürliche Beschleunigung oder Verzögerung geändert 

werden. Das Verhältnis der Momentangeschwindigkeiten (5) 

wird dabei nicht geändert. Deshalb werden oft auch die drei in- 

homogenen Grundinvarianten 

kx — à : v = lim , 
1 Av-0 Av 

(6) k2 = b : v = lim ~ , av 

k3 = w : v = lim 
3 A^O J" 

verwendet.8 S. Finsterwalder bezeichnete in seinen Vorlesungen 

kx als „Schränkungsradius“ (k71 als „Schränkung“),9 k2 als 

„Verwerfung“, k3 als „Biegung“ der Regelfläche W. Da Av und 

A t immer positiv sind, haben k{ (2 = 1, 2, 3) dieselben Vorzeichen 

wie à, b, w. Insbesondere ist wegen Av^> o, Aw stets 

(7) k3 F o. 

7 Nach einer Bemerkung von Löbell [12] S. 31 und Zindler [28] S. 21 
wurden diese Funktionen von X. Antomari (1894) eingeführt. Im wesent- 
lichen dieselben Funktionen definieren K. Zindler [28] S. 2 ff., S. 17 ff., 
W. Blaschke [1] S. 270, J. Krames [18] S. 103-104, E. Kruppa [11] 
S. 127-129, F. Löbell [12] S. 31-41, u. a. 

8 Solche Tripel von inhomogenen Grundinvarianten lassen sich noch in 
mannigfach anderer Weisebilden; tatsächlich findet man inderLiteraturkeine 
Einheitlichkeit. 

9 Wie F. Löbell bemerkt (vgl. [12] S. 32 kursiv), geht die Bezeichnung 
„Schränkung“ für k~x auf F. Buka (1881) zurück. M. Chasles bezeich- 
nete kx als „Verteilungsparameter“, W. Blaschke als „Drall“ (vgl. [1] Bd. I 
S. 268); diese Benennungen sind jedoch uneinheitlich. 
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Die inhomogenen Grundinvarianten (6) können in die homo- 

genen (5) übergeführt werden, indem man das Quadrupel 

(8) k2, 1, k3) 

bildet. Sind die Größen (5) oder (6) als stetige Funktionen von t 

bzw. v beliebig vorgegeben, so ist die Regelfläche ¥ bis auf eine 

Bewegung im Raum eindeutig bestimmt.10 

Verschiebt man die gerichteten Erzeugenden von ¥ alle parallel 

durch den festen Raumpunkt O, so heißt der von den positiven 

Halbstrahlen gebildete Kegel „Richtkegel“ von ¥ (Abb. 2). 

Sein Schnitt mit der Einheitskugel um O stellt die sphärische 

Indikatrix (/) von ¥ dar, deren Orientierung durch die wachsen- 

den Parameterwerte t gegeben sei. Bei Zylinderflächen ist (/) zu 

einem Punkt ausgeartet. Dieser Fall soll jedoch im folgenden 

ausgeschieden werden. Versteht man unter der Lie-A2 eines 

Zylinders längs e den Drehzylinder, der ihn längs e von 2. Ord- 

nung berührt, so ist das vorgelegte Problem für die Zylinder- 

flächen ohnedies trivial. 

Im folgenden ist es zweckmäßig, anstelle von t die Bogenlänge 

v (a ^ v <1 b) von (/) als Parameter einzuführen. Damit wird 

10 Beweise hierfür findet man (z. T. mit anderen Grundinvarianten) bei 
K. Zindler [28] S. 20-21, F. Löbell [12] S. 33-34 (kursiv), E. Kruppa 

[11] S. 71, J. Krames [18] S. 103-104. 
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gleichzeitig ausgedrückt, daß die geometrischen Betrachtungen 

vom zeitlichen Ablauf unabhängig sind. Der Anschaulichkeit ist 

es jedoch förderlich, sich den Ablauf durchaus zeitlich vorzustel- 

len, etwa so, daß der sphärische Bildpunkt der bewegten Erzeu- 

genden e auf (/) die konstante Bahngeschwindigkeit 1 hat, daß 

also 

(9) v = t 

ist. Dann bedeutet A t zugleich den Bogen zwischen den durch 

v1 = tx und v2 = t2 festgelegten Punkten von (/). Nach (2) be- 

deutet A v die sphärische Sehne dieses Bogens. Daher ist 

(10) lim 
At, A v-~ 0 

A v 
~Ä7 

1. 

Ersetzt man die Sehne A v durch den Bogen v2 — vx, so wird 

der Fehler wegen (10) beliebig klein, sofern Av genügend klein 

ist. Im Hinblick auf den späteren Grenzübergang A v —* o kann 

demnach unter A v auch der Bogen v2 — v1 verstanden werden. 

3. Schmiegstreifen 2. Ordnung einer Regelfläche XF 

Die drei Erzeugenden e{ (i = 1, 2, 3) von lP seien durch die 

Parameterwerte vx, vx -p A v, v1-\-Av-\~A'v bestimmt (Abb. 1 

S. 114). Gemäß (10) ist A v der Winkel von ex, e2 und A'v der 

Winkel von e2, e3. Der kürzeste Abstand von ev e2 sei wieder Aa, 

der kürzeste Abstand von e2, sei A'a. Da e3 aus e2 durch Schrau- 

bung um z2 mit dem Vorschub A'a und dem Drehwinkcl A'v 

hervorgeht, sind die drei Geraden durch die sechs Werte 

(11) Aa, Ab, Av, Aw, A'a, A'v 

bis auf eine Bewegung im Raum festgelegt. Läßt man Av, A'v 

unabhängig voneinander beliebige Nullfolgen durchlaufen, so 

erhält man bei geeigneten Voraussetzungen über die Differenzier- 

barkeit als Grenzlage der durch e{ bestimmten Regclfläche 

2. Ordnung unabhängig von der Art der Nullfolgen die Lie-A2 
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von lP längs ex. Diese Lie-F2 bestimmt zusammen mit der aus- 
gezeichneten Erzeugenden ex den Schmiegstreifen 2. Ordnung 

von W längs ex. 

Durch den Grenzübergang A v —o erhält man aus (11) gemäß 

(6) die Grundinvarianten von lP an der Stelle v = vx 

(12 a) 

(12 b) 

(12 c) 

k\ (zq) = lim 
A v —► 0 

k2 (»1) = lim 
Av—0 

kz (zq) = lim 
AB— 0 

zi a 
~Av ’ 

Ab 
Av ' 

A w 
A v 

Entsprechend erhält man aus (11) für A'v-* o, A v =j= o die 

Grundinvariante kx von W an der Stelle v = vx + A v 

(13) k1(v1 + Av) = lim 
A’ v— 0 n V 

Mit (12 a) und (13) ergibt sich die Dralländerung von P an der 

Stelle v = vx durch den Grenzwert 

(H) 
dkx 

dv I U = i/j k[(vi) = lim 
Av— 0 

+Av) — k1(v1) 
A v 

Durch das Wertequadrupel 

('S) ^lOi)- ^2(^1). ^sOi). K(vi) 

ist der Schmiegstreifen 2. Ordnung längs ex vollständig bestimmt, 

wie folgende Überlegung zeigt. 

Bildet man mit (15) die sechs Werte 

(16) Aa = kxAv, Ab = k„Av, Av, Aw = k3Av, 

A'a = (kx + k' x A v) A'v, A'v, (d v >> o, A' v !> o), 

so weichen diese für genügend kleine Av, A'v von (11) beliebig 

wenig ab. Daher weichen auch die durch (11) und (16) definierten 
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Regelflächen 2. Ordnung beliebig wenig voneinander ab; dar- 

aus folgt, daß ihre Grenzlagen für Av, A'v —> o übereinstimmen. 

Der Schmiegstreifen 2. Ordnung von ¥ längs ex ist demnach 

durch (15) vollständig bestimmt. Zwei Schmiegstreifen mit dem- 

selben Wertequadrupel (15) sind also kongruent. 

Zwei Schmiegstreifen 2. Ordnung mit den Werten (15) und 

(17) c-kx(vx), c-k2(vx), k3(vx), c • k[(v 1) (c = const. 4= o) 

sind gleichsinnig oder ungleichsinnig ähnlich, je nachdem c^> 0 

oder c < o ist; dies sieht man folgendermaßen ein. Der Faktor | c\ 

bewirkt eine Maßstabänderung der Längen Aa, Ab, und A'a, 

während die Winkel Av, Aw, A'v ungeändert bleiben. Da nach 

(2) und (3) alle Winkel positiv genommen werden müssen, be- 

wirkt der Faktor — 1 die Änderung der Richtungen aller Län- 

gen; dies hat wiederum die Änderung sämtlicher Schraubsinne 

zur Folge, was einer Spiegelung an einer Ebene (oder einer 

Spiegelung an einem Punkt des Raumes) gleichkommt. 

4. Notwendige und hinreichende Bedingungen für die Existenz 

von Regelflächen 0 der verlangten Art. Folgerungen 

Alle Größen, die zu der gegebenen Regelfläche 2. Ordnung F0 

gehören, werden mit einem Querstrich bezeichnet, ohne Quer- 

strich dagegen die entsprechenden Größen, die zur Regelfläche 0 

gehören. Soll jeder Schmiegstreifen 2. Ordnung von 0 zu einem 

Schmiegstreifen 2. Ordnung von F0 ähnlich sein, so ist dafür 

wegen (15) und (17) notwendig und hinreichend, daß es zu jedem 

Wert v von 0 (mindestens) einen Wert ~v von F0 gibt, so daß 

k[ (v) : kx (v) = k[ (v) : kxÇv), 

k2 (v) : kx (v) = k2 (v) : kx (v), 

ki (v) = k3 (v) 

(18) 
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gilt. Es muß also eine Funktion 

09) v =/( v) 

geben, so daß (18) erfüllt ist. 

Es gelten nun die folgenden drei Sätze: 

Satz 1. Zu jeder beliebigen reellen, eindeutigen und stetig 

differenzierbaren Funktion F = f (v) gibt es bis auf Ähnlichkeit 

genau eine Regelfläche 0, deren sämtliche Lie-F2 zur gegebenen 

Regelfläche 2. Ordnung F0 ähnlich sind. 

Satz 2. Die nach Satz l (bis auf Ähnlichkeit) bestimmte Regel- 

fläche 0 ist genau dann von 2. Ordnung (und damit notwendig 

zu F0 ähnlich), wenn entweder F0 eine beliebige Regelfläche 

2. Ordnung und in (21) v=v — v0, v0 = const, ist, oder wenn F0 

ein Rotationshyperboloid und v = f{v) eine beliebige Funk- 

tion ist. 

Durch Satz 2 wird gewährleistet, daß die Gesamtheit der 

Regelflächen 0 aus Satz 1 nicht bloß von den Regelflächen 

2. Ordnung gebildet wird. 

Satz 3. Außer dem Rotationshyperboloid gibt es keine Regel- 

fläche, deren sämtliche Lie-F2 zu demselben vorgegebenen 

Rotationshyperboloid F0 ähnlich sind. 

Beweis von Satz 1 

Bei gegebener Fläche F0 sind Ä (F), kx (v) (2 = 1, 2, 3) be- 

kannte analytische Funktionen von v.11 Durch die Substitution 
v ~ f(v) geht (18) über in 

(20) 

k[--k1 = gx (v) 

-kx = i'aW 

£3 = ga (v) 

11 Diese sind S. 13g bis S. 144 ausgerechnet. 



122 Hermann Schaal 

wobei g{(v) eindeutige, reelle und stetig differenzierbare Funk- 

tionen von v sind. Aus der ersten Gleichung ergibt sich durch 

Integration 

J <?i Wdt 

(21) kx (v) = C • ea , C = const. =j= o. 

Aus der zweiten Gleichung folgt damit 

J gi 
(22) kz 0) = C ■ g2 (y) ■ ea 

Damit sind die Funktionen ki (v) bestimmt. Wegen der willkür- 

lichen Konstante C in (21) und (22) ist 0 durch die Funktionen k; 

bis auf Ähnlichkeit eindeutig festgelegt. 

Es sei 

(23) l = « 0) 

die Parameterdarstellung der sphärischen Indikatrix (/) von <I> 

in Abhängigkeit von der Bogenlänge v von (/) (a v ^ b) be- 

zogen auf den Kugelmittelpunkt als Ursprung. Die Parameter- 

darstellung der Striktionslinie von 0 sei 

(24) l = äO)- 

Bedeutet u (c ^ d) die Länge auf den Erzeugenden von 0, 

gemessen von der Striktionslinie in Richtung a, so ist 

(25) £ = i(v) + u ■ a(v) 

die Gleichung von 0 mit den Parametern u, v. Sind (v) ge- 

geben, so kann (25) in folgender Weise bestimmt werden.12 

Nach (23) ist der Einheitsvektor a mit der Erzeugenden e gleich- 

gerichtet (Abb. 3). Der Einheitsvektor 31 sei mit der vom Kehl- 

punkt K ausgehenden Zentraltangente 2 gleichgerichtet. Der 

durch n, 21 bestimmte Begleitkörper von 0 hat nach (5), (6) und 

(9) die Drehgeschwindigkeit 

(26) u = k3 a 21. 

12 Damit wird zugleich bewiesen, daß0 durch die Grundinvarianten k,■ ein- 
deutig bestimmt ist. Der hier eingeschlagene Weg ist von den in Fußnote 10 
S. 117 angegebenen Beweisen teilweise verschieden. 
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Z 

Der Kehlpunkt K hat nach (5) und (6) die Schubgeschwindigkeit 

(27) » = a + kx 21. 

Da sich der Kehlpunkt jedoch längs der Striktionslinie J (et) ver- 

schiebt, ist b = also 

(28) j' = /f2 « + ^1 2t. 

Mittels des Drehvektors u erhält man 

(29) a' = [u a] = [2t 0]. 

Aus (29) folgt, daß die Einheitsvektoren 

(30) a(v), a'(v), 21 (») 

ein rechtwinkliges Dreibein bilden. Für dieses bedeutet u (rij 

den Darbouxschen Drehvektor. Daher ist 

(31) a" =[»«']. 

Mit Rücksicht auf (26) und (30) ergibt sich daraus 

(32) a" =i32 t-a. 

Aus (28) und (29) folgt die bekannte Bedingung für die Kehllinie 

(33) = 

Mittels (28) und (32) lassen sich die in den Vektoren a und $ 

ausdrücken. Man erhält die bekannten Formeln 
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K = ti 21 = Ci'««'). 
(34) = j' a 

/è3 = 3t a" = (a a' a"). 

Die Aufgabe besteht nun darin, die Vektoren a und $ aus den ki 

zu bestimmen : 

Da v Bogenlänge von (7) ist, erhält man aus (32) den Krüm- 

mungsradius Q von (/) mit 

(35) 1 : Q = I 
a" I = + V1

 + • 

Ist k3 = o, dann ist Q = 1. (/) ist dann ein Kugelgroßkreis; dies 

bedeutet, daß 0 eine Richtebene besitzt. Ist k3 = const. =j= o, dann 

ist Q = const. < 1. (/) ist in diesem Fall ein Kugelkleinkreis und 

der Richtkegel von 0 ein Drehkegel. Es ist zweckmäßig, die 

Fälle k3 const, und k3 = const, getrennt zu behandeln. 

k3 4
E const. Dann ist Q' ^ o. Aus der Gleichung für den 

Radius R der Schmiegkugel der sphärischen Indikatrix (/) 

(36) R2 = e2 + e'
2r2 = 1 

ergibt sich der Torsionsradius r von (/) in Abhängigkeit von der 

Bogenlänge v bis auf das Vorzeichen zu 

(37) ±63y- 

Durch Q{V) und r(v) ist (7) bis auf die Lage im Raum bestimmt. 

Die verschiedenen Vorzeichen von r führen zu spiegelbildlichen 

Kurven (7). Da diese durch räumliche Punktspiegelung zu gleich- 

sinnig kongruenten Kurven werden, so legen beide denselben 

Richtkegel fest. Durch diesen ist der Vektor a bis auf ein Vor- 

zeichen bestimmt. Das Vorzeichen von <i ist nun entsprechend der 

Vereinbarung (7) S. 116 so zu wählen, daß k3 = (a 0' a") ^ o ist. 

Der Vektor a ist damit bestimmt. Aus (29) folgt 

(38) 21 = [a«']. 
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Mit den Vektoren 0 und 21 erhält man aus (28) durch Integration 

(39) t = I OM +ki ^0 dt + Jo- 3o = const. 
a 

Die Regelfläche 0 ist damit im Fall k3 4= const, bis auf ihre Lage 

im Raum eindeutig bestimmt. 

k3 = const. In diesem Fall kannte einfacher bestimmt werden, 

da (/) als Kreis bereits bekannt ist. Es sei ~ a der halbe Öff- 

nungswinkel des Richtkegels von 0 (Abb. 4). Dann ist 

(40) a = (cos a cos —-— , cos a sin —-— , sin a| . 
\ cos a cos a / 

Für a = o ist der Richtkegel zu einer Ebene entartet, für die (40) 

ebenfalls gilt. Die Parameterdarstellung der Striktionslinie von 

0 sei 

(41) I = t(v) = (x(v), y (y), z(v)). 

a) x (v), y (u) const. Es sei t der Winkel der Tangenten 

an den Grundriß 

(42) 
9 München Ak. Sb. 1959 

x = x (v), y = y (v) 
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der Striktionslinie gegen die ^-Achse (t 4= const.), r der Krüm- 

mungsradius von (42) und s die Bogenlänge von (42). Dann ist 

(43) 
dx 
ds 

= COS t, dy 
ds 

= sin t, 
ds 
dt 

= r. 

Differenziert man (41) nach v, so erhält man mit (43) 

(44) 
dj 
dv = »' = ( 

r cos t 
dt 
dv 

r sin t ■ 
dt 
dv 

z' (z/) j 

Die Bedingung n'j' = o für die Striktionslinie (vgl. (33) S. 123) 

gibt nach kurzer Rechnung 

(45) 

vgl. Abb. 4. Bildet man mit (40), (44) und (45) die Werte ki an 

Hand von (34), so erhält man 

kx = z' (v) cos a — r(t) tg a, 

(46) /è2 = z' (v) sin a r (t), 

k3= tg et. 

Aus der letzten Gleichung folgt sofort a. Die ersten beiden Glei- 

chungen bilden ein lineares System für z' und r, wobei die Deter- 

minante 

(47) 
cos a — tg a 

sin a 1 
1 

cos a 4= O 

ist. Für a = o wird r = k2, z' = kx, k3 = o. Das Vorzeichen von fl 

kann dabei beliebig genommen werden. 

Es sei noch bemerkt, daß der Grundriß (42) der Striktionslinie 

keine Gerade sein kann, denn aus dem Ansatz 

(d s d s \ 
-^7 c°s G sin t, z' (v)\ , t = const. 

für ihre Richtung folgt zusammen mit (40) und (33) nach kurzer 
d s . 

Rechnung = o; damit folgt aus (48) durch Integration 
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(49) x(v) = const., y{v) = const, 

entgegen der Voraussetzung a). 

b) x (v) = const., y (v) = const., z(v) ^ const. Dieser Fall tritt 

genau dann ein, wenn 

(50) k3— k1k3 = O, k3 = const. 

ist, wie aus folgendem hervorgeht. 

Es sei (50) erfüllt. Dann kann man für a den Ansatz (40) ma- 

chen. Aus (34) folgt mit (40) wieder 

(46') k3 = tg a. 

Aus (38) und (40) erhält man mit t = —^— 

(51) 21 = (—sin a cos t, —sin a sin t, cos a). 

Zerlegt man in (28) mit Hilfe von (40) und (51) in Komponen- 

ten der Richtungen x, y, z, so ergibt sich 

((/§2 cos a — kx sin a) cos t 

(.k2 cos a — kx sin a) sin / 

(k2 sin a -f- kx cos a) 

Aus (50) und (46') folgt 

(53) ko = kx tg a. 

Damit gibt (52) 

(54) h' = (o, o, -A-\ , 

also gerade Fall b). 

Setzt man dagegen (54) voraus, so folgt aus (33), daß die z- 

Komponente von a identisch verschwinden muß, daß also a mit 
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der 2-Achse einen festen Winkel bildet.13 Daher kann man für a 

den Ansatz (40) machen. Durch Vergleich von (52) und 

Damit ist (50) erfüllt, und es gelten die Gleichungen (46) von 

Fall a), wenn dort noch r(f) = o gesetzt wird. 

Durch die Funktionen r(J) und z' (v) ist j eindeutig bis auf 

die Lage im Raum bestimmt. Es ist nämlich 

Aus (40), (44) und (45) folgt außerdem, daß der Grundriß von a 

Tangente an den Grundriß (42) der Striktionslinie ist. Die Strik- 

tionslinie ist also wahrer Umriß von & bei Parallelprojektion 

senkrecht z = o. Es gilt jedoch auch das Umgekehrte: Ist die 

Striktionslinie wahrer Umriß einer Regelfläche XF bei Parallel- 

projektion in Richtung z, so muß die Flächennormale et' = [3t 0] 

(vgl. (29) S. 123) zu z senkrecht stehen. Daher hat a' in Richtung 2 

keine Komponente; daraus folgt, daß a mit der .ä-Achse einen 

festen Winkel bildet.14 

Damit ist nun gezeigt, daß es zu jeder Funktion v =/ (v) nach 

Satz 1 eine Regelfläche 0 gibt, deren sämtliche Lie-A2 zur ge- 

13 Damit ist gleichzeitig folgende Spezialisierung eines Satzes von Bonnet 
bewiesen: Jede Regelfläche mit gerader Striktionslinie (S) hat als Richtkegel 
einen Drehkegel, dessen Achse zu (S) parallel ist, oder sie ist ein gerades Ko- 
noid, vgl. Krames [18] S. 144. 

14 Krames [18] S. 136: Die Striktionslinie einer Regelfläche 0 ist dann 
und nur dann zugleich wahrer Umriß für parallele Projektionsstrahlen /, 
wenn der Richtkegel von 0 ein Drehkegel (mit zu l paralleler Achse) ist oder 
wenn 0 eine (zu l normale) Richtebene besitzt. 

(55) l' = (o, o, z'(vj) 

und mit (46') erhält man 

(56) 

k1 = z' (v) cos a, 

k2 = z' (v) sin a, 

k3 = tg a. 

(57) 
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gebenen Fläche F0 ähnlich sind. Wegen der willkürlichen Kon- 

stante C in (21) und (22) S. 122 ist 0 bis auf Ähnlichkeit bestimmt. 

Beweis von Satz 2 und Satz 3 

Alle Lie-A2 einer Regelfläche 2. Ordnung fallen mit dieser 

selbst zusammen. Soll 0 eine Regelfläche 2. Ordnung sein, so 

muß demnach notwendig 0 zu F0 ähnlich sein. Dann ist 

(58) yèi(z>) = k1 (v) • c, c = const. 4= o. 

Durch Differenzieren nach v erhält man 

k[ (v) = k1 (v) ■ • c. 

k\{v) I, (zi) dv 

kx(v) ki(v) dv 

Durch Vergleich von (59) mit der ersten Zeile von (18) S. 120 folgt 

k\ {v) _ k, (v) ' dv_ 
(-59/ T^v) — Tifi) ' dv ‘ 

Diese Gleichung ist für v(v) identisch erfüllt, wenn 

(a) (v) = o für alle Werte v oder 

(60) (b) l\(v) = o für den Wert v0, wobei die Funktion 

v (v) = v0 = const, ist, oder 

(c) € = 

Im Fall (a) ist k1(v') = const. ; die einzige Regelfläche 2. Ordnung 

mit konstantem Drall ist jedoch das Rotationshyperboloid. Wegen 

der Rotationssymmetrie sind für dieses auch k2(v) und k3(v) je 

konstant. Die Funktionen k{ eines Rotationshyperboloids erhält 

man aus (46) mit z' (v) = O und dem vereinbarten Querstrich 

(61) kx = —rtgä, k2 — r, k3 = tg ä, r — const. 

(5B0 

Damit ist 

(59) 
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Ist F0 als Rotationshyperboloid durch (61) gegeben, und ist 

D — f(y) eine beliebige Funktion, so erhält man die Grundinvari- 

anten ki von 0 aus (20) S. 121 mit 

(62) gi = o, g2 = — ctgä, g3 = tgv.. 

Danach ist 

(63) ky= C, k2 = — C ■ ctg ä, k3 = tg 5, C = const. 

Damit erhält man aus (46) 

(64) oc = ä, z' (v) = o, r (t) = — C • ctg ä. 

Dies bedeutet, daß 0 wieder ein Rotationshyperboloid und damit 

eine Regelfläche 2. Ordnung ist. 

Damit ist gleichzeitig auch Satz 3 bewiesen. 

Im Fall (b) ist die Funktion v = f (v) konstant gleich v0. Daher 

muß nach 4. S. 120 die Rcgelfläche 0 lauter ähnliche Schmieg- 

streifen 2. Ordnung haben. Die einzige Regelfläche 2. Ordnung 

mit dieser Eigenschaft ist das Rotationshyperboloid. Ist 0 speziell 

ein Rotationshyperboloid, dann notwendig auch F0. Dies bedeu- 

tet, daß die Funktion v = f (v) nur dann zu einer Regelfläche 

2. Ordnung 0 führt, wenn F0 ein Rotationshyperboloid ist. Ist 

andererseits F0 ein Rotationshyperboloid, dann auch 0 auf 

Grund von Satz 3. 

Im Fall (c) ist F0 beliebig. Aus (60 c) folgt notwendig 

(65J v = v — v0, v0 = const. 

Da (65) lediglich eine Verschiebung der Bogenlänge der sphäri- 

schen Indikatrix um v0 bedeutet, so leuchtet es geometrisch un- 

mittelbar ein, daß (65) auch hinreichend dafür ist, daß 0 zu F0 

ähnlich und daher eine Rcgelfläche 2. Ordnung ist. 

Der Fall, daß F0 ein Rotationshyperboloid ist, soll zur Ver- 

tiefung noch von einem anderen Standpunkt aus betrachtet wer- 

den, zumal da die Aussage von Satz 3 zunächst sehr überrascht. 
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E. Ed linger [4] untersuchte die Regelflächen, deren sämt- 

liche Lie-i^2 Rotationshyperboloide sind, vgl. Fußnote 4 S. 112, 

und zeigte: Läßt man ein starres gleichseitiges hyperbolisches 
Paraboloid auf einer seiner Mindingschen Biegungsflächen ohne 

Gleiten rollen, so beschreibt die zur Schar der Eingriffslinien ge- 

hörende Scheitelerzeugendc des Paraboloids eine Regelfläche, 

deren sämtliche Lie-E2 Rotationshyperboloide sind. Jede Regel- 

fläche mit dieser Eigenschaft läßt sich auch auf diese Weise er- 

zeugen. Die Eingriffslinien werden von der einen Schar des Para- 

boloids gebildet und sind zugleich die Drehachsen der Rotations- 

hyperboloide, die die Lie-E2 bilden. 

Nach diesem von E. Edlinger gefundenen Sachverhalt folgt 

unmittelbar, daß es außer dem Rotationshyperboloid keine Regel- 

fläche gibt, die lauter ähnliche Rotationshyperboloide als Lie-E2 

hat: Da nämlich die Erzeugenden eines hyperbolischen Para- 

boloids mit der Scheitelerzeugenden dieser Schar lauter ver- 

schiedene Winkel einschließen, so kann die nach E. Edlinger er- 

zeugte Regelfläche nicht lauter ähnliche Rotationshyperboloide 

als Lie-E2 besitzen, es sei denn, die Regelfläche sei selbst ein 

Rotationshyperboloid. Dieses entsteht nach E. Edlinger als Son- 

derfall, wenn an Stelle der Mindingschen BiegungsflächedesPara- 

boloids eine Gerade gesetzt wird, um die man das Paraboloid 

rotieren läßt. 

Im Anschluß an Satz 1 gilt der folgende 

Satz 4. Durch die Funktion v — f (v) sind die Regelflächen 0 
und E0 derart aufeinander bezogen, daß für entsprechende Er- 

zeugende v von 0 und v = /(v) von E0 

a) die logarithmische Ableitung des Dralls nach der Bogen- 

länge der sphärischen Indikatrix, 

b) der Winkel der Striktionslinie mit der Erzeugenden, 

c) die Krümmung der sphärischen Indikatrix 

bei beiden Flächen übereinstimmen. 

k\{v) ' 

kM ' 
-p dv 

L (L> 

T^v) 

Beweis 

a) Es ist 

(66J -d- log kx (v) = 
d v 
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Nach (18) S. 120 gilt also 

(67) loS ^IO) = log kl^ ■ 

b) Ist a(v) der Winkel der Striktionslinie 3 (v) mit der Erzeu- 

genden ö (v), so ist wegen (28) S. 123 

(68) tga(,) = ^-; 

Nach (18) folgt damit 

tg a (v) = 
T2{V) 

(69) a (v) = er (v). 

c) Aus (35) S. 124 und (18) folgt 

(70) 1 : Q(v) = 1 : e<»- 

Es soll nun noch der Ähnlichkeitsmaßstab der Lie-A2 zur 

gegebenen A0 als Funktion von v bestimmt werden. 

Der Drall von 0 längs einer Erzeugenden v ist kx{v)\ der Drall 

von A0 längs der entsprechenden Erzeugenden v = f(v) ist kx(v). 

Damit hat man als Ähnlichkeitsmaßstab m (v) der Lie-A2 von 0 
längs v zur festen Fläche A0 

(71) m{y) = kx{v)\k iO), v=/(v). 

Gibt es Regelflächen 0, deren sämtliche Lie-A2 zu einer gegebe- 

nen Regelfläche 2. Ordnung A0 kongruent sind ? Dann muß m(v) 

= 1 sein. Aus (71) ergeben sich (58) S. 129 mit c — 1, und (59). 

Die Fälle (a) und (c), vgl. (60), führen wie dort zu Flächen 

2. Ordnung. Im Fall (b), also für v = /(v) = v0 = const., sind 

k{(v0), kx(FQ) konstant für alle v. Daher muß 0 in diesem Fall 

notwendig lauter kongruente Schmiegstreifen 2. Ordnung be- 

sitzen, vgl. (17) S. 120 mit c — 1. Dies bedeutet, daß die Grundin- 

varianten k{{v) von 0 Konstante sind. Aus (46) S. 126 folgt 

dann a = const., r (f) = const, und 2' (v) = const., also 

z (v) = const. • v. Dies bedeutet, daß 0 eine (allgemeine oder spe- 

zielle) Regelschraubenfläche (oder im Sonderfall ein Rotations- 
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hyperboloid) sein muß. Umgekehrt hat jede Regelschrauben- 

fläche lauter kongruente Lie-F2, da man sie starr in sich ver- 

schrauben kann. Damit gilt 

Satz 5. Die Regelschraubenflächen sind die einzigen Regel- 

flächen, die lauter kongruente Li e-V2 besitzen und nicht selbst 

von 2. Ordnung sind.15 

5. Eine anschauliche Erzeugung von 0 

Sind die Grundinvarianten ki (v) einer beliebigen Regelfläche 

¥ gegeben, so kann ¥ nach K. Zindler [28] S. 20-2116 dadurch 

erzeugt werden, daß man die Erzeugende e und ihre Zentral- 

tangente z die durch (5) S. 115 definierte Bewegung ausführen läßt. 

Die Fläche ¥ erhält man näherungsweise, wenn man die Bewe- 

gung (5) in endlichen Schritten ausführt, indem man das Inter- 

vall ta ^ t ^ tb in Teilintervalle A t unterteilt und in jedem davon 

die Geschwindigkeiten (5) konstant läßt. 

Ein anderer Weg, zu einer anschaulichen Erzeugungsweise der 

Rcgclfläche ¥ zu gelangen, ist der folgende. 

Durch die beiden Vektorfunktionen <x(v) und $(z/) ist die Regel- 

fläche nach (25) S. 122 bestimmt. Da die Funktion a (v) den Orts- 

vektor der sphärischen Indikatrix (/) von ¥ bedeutet, so ist 

a(v) bekannt, wenn (/) bzw. der Richtkegel K von ¥ bestimmt 

ist. Da 0! (v) der Tangentenvektor von (/) ist, so spannen a(v) 

und a' (v) die Tangentialebene von K auf. Der Normalenvektor 

von K ist daher 31 = [a a']. Der Winkel Aw zwischen 21 (v) und 

21 (v -j- Av) ist demnach auch der Winkel der Tangentialebenen 

von K längs a (v) und a (v A v). Nach (12c) S. 119 erhält man 

in erster Näherung 

(72) Aw ■= k3(v) Av. 

15 Die Lie-/72 einer allgemeinen Regelschraubenfläche werden in 9., S. 155 
bestimmt. 

16 Vgl. auch L. Krames [18] S. 104, F. Löbell [12] S. 29-34 (kursiv), 
E. Kruppa [ 11] S. 128. 
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Der Mantel von K läßt sich nun näherungsweise dadurch her- 

stellen, daß der (radial aufgeschnittene) Einheitskreis zunächst 

in lauter Sektoren mit den (kleinen) Zentriwinkeln A v eingeteilt 

wird. Auf seinem orientierten Umfang sei v = a als Anfangs- 

punkt festgelegt. Biegt man nun die Kreisscheibe derart (Abb. 5), 

daß die Sektoren eben bleiben und daß jeder Sektor mit seinem 

benachbarten den Winkel (72) bildet,17 wobei v durch den 

gemeinsamen Radius der benachbarten Sektoren festgclegt ist, 

so erhält man eine Näherungsfläche für K, die für A v —*■ o den 

Richtkegel K als Grenzlage hat. Der Kreisumfang geht bei der 

Biegung in einen sphärischen Polygonzug über, der eine Nähe- 

rung der Indikatrix (/) von Wdarstellt und für A v —> o die Grenz- 

lage (/) hat. Aus der geometrischen Bedeutung von Av, A zu 

folgt weiter, daß die tangentiale Krümmung von (/) auf der 

Einheitskugel ist; kz wird auch als konische Krümmung von K 

bezeichnet. 

Ist 0 eine Regelfläche, deren sämtliche Lie-A2 zu A0 ähnlich 

sind, so kann ihre sphärische Indikatrix (/) auch in folgender 

Weise erzeugt werden. 

Es sei A0ein einschaliges Hyperboloid.18 

Die einparametrige Schar der Lie-A2 von O läßt sich dadurch 

erzeugen, daß man die gegebene Fläche 2. Ordnung A0 in be- 

stimmter Weise an 0 entlangbewegt und gleichzeitig im Maß- 

17 Durch die sich auf (3) S. 115 und (7) S. 116 beziehenden Vereinbarungen 

ist festgelegt, nach welcher Seite zu biegen ist. 
18 Falls nichts anderes gesagt ist, soll das Rotationshyperboloid im folgen- 

den ausgeschlossen sein. 
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stab m (v) ähnlich deformiert. Der Richtkegel der bewegten und 

ähnlich deformierten Fläche F0 wird dabei gestaltlich nicht ge- 

ändert,19 ebensowenig die sphärische Indikatrix (/) von F0. Die 

Indikatrix (/) gleitet daher - in sich starr - an (7) entlang und 

berührt dabei (/) nach Satz 4, c stets von 2. Ordnung. Die Vek- 

toren 5(F), 21(F) von F0 decken sich in jeder Lage mit den Vek- 

toren a (v), 21 (v) von 0. Der durch a, 21 bestimmte Begleitkörper 

von 0 ist daher auch zugleich Begleitkörper von F0. 

a) Ist v = /(v) const., so ist wegen k3(v) = k3(v) der Dreh- 

vektor 

(73) « = k3a + 21 = 735 + 21» v=f(v) 

des Begleitkörpers gegen 0 und gegen F0 derselbe. Daraus folgt, 

daß u auch der Drehvektor der Bewegung von (/) gegen (/) ist. 

Wegen (29) und (31) S. 123 ist u zu a' und a" und damit zur 

Schmiegebene von (7) senkrecht. Da u vom Kugelmittelpunkt 

ausgeht, ist u demnach die Krümmungsachse von (7) und damit 

auch von (/). Für den Bewegungsablauf von (/) gegen (/) be- 

deutet dies, daß die sphärische Evolute (7t) von (7) die Rastpol- 

bahn, die sphärische Evolute (7?) von (7) die Gangpolbahn der 

Bewegung ist, daher gilt 

Satz 6. Bei der Bewegung der Lie-A2 längs der Regelfläche 0 

rollt die sphärische Evolute von (7) auf der sphärischen Evolute 

von (7) ohne Gleiten. 

Die sphärische Evolute (7?) der Indikatrix (7) eines einschaligen 

Hyperboloids ist nicht zu einem Punkt entartet.18 Läßt man (7?) 

auf einer beliebigen glatten, von einem Großkreis verschiedenen 

sphärischen Kurve (7?) gleitfrei abrollen, so umhüllt (7) eine 

sphärische Evolvente (/') von (7t). Ist v die Bogenlänge von (7'), 

so ist durch die Berührung eine Zuordnung F = f(v) der Punkte 

von (7') und (7) festgelegt. Außerdem haben (7') und (7) im je- 

weiligen Berührpunkt eine gemeinsame Normalebene, die zu- 

19 Von dieser Eigenschaft wird bei der Konstruktion der Spitzen des schein- 
baren Umrisses von 0 bei Parallelprojektion wesentlich Gebrauch gemacht, 
siehe 11. S. 168. 



136 Hermann Schaal 

gleich Tangentialebene der beiden Evoluten (i?) und (2J) in deren 

Berührpunkt ist. Daher haben (/'j und (/) in entsprechenden 

Punkten gleichen Krümmungsradius. Nach (35) S. 124 ist daher 

auch die tangentiale Krümmung k3{v) von (/') gleich der tan- 

gentialen Krümmung k3(v) von F0. Wegen der dritten Gleichung 

(18) S. 120 ist daher (/') die sphärische Indikatrix (/) einer Regel- 

fläche 0, deren sämtliche Lie-F2 zu F0 ähnlich sind. Es gilt also 

die folgende Umkehrung von Satz 6: 

Satz 7. Läßt man die sphärische Evolute der Indikatrix (/) 

von F0 auf einer beliebigen, von einem Großkreis verschiedenen 

sphärischen Kurve gleitfrci abrollen, so umhüllt (/) die sphärische 

Indikatrix (/) einer Regelfläche 0, deren Li e-F2 sämtlich zu F0 

ähnlich sind. 

b) Der Fall v = f (v) = const, verdient besondere Beachtung. 

Der von ä (77), 2J (v) festgelegte Begleitkörper des cinschaligen 

Hyperboloids F0 ist wegen v = const, gegenüber F0 in Ruhe. Da 

außerdem k3(v) = const, folgt, so ist nach (18) S. 120 auch k3(v) 

eine Konstante. Folglich ist (/) ein Kugelkreis. Dieser muß jedoch 

wegen der gemeinsamen Krümmungsachse u der Krümmungs- 

kreis von (/) im Punkt v = const, sein. Die Bewegung von (/) 

gegen (/) erfolgt also dadurch, daß (/) um die feste gemeinsame 

Krümmungsachse u (v) eine reine Drehung ausführt. Dabei wird 

der Krümmungskreis (/) von (/) in sich verschoben. Die Bewe- 

gung von F0 längs 0 unterscheidet sich von der Bewegung im 

Fall a) v = f (v) const, dadurch, daß die Berührerzeugende 

zwar auf 0, nicht dagegen auf F0 ihre Lage ändert. Wegen 

v = const, berührt FQ die Fläche 0 also immer längs derselben 

Erzeugenden von F0. Daher besitzt 0 sogar lauter ähnliche 

Schmiegstreifen 2. Ordnung, wie in 8. S. 151 ausgeführt wird. 

Im Fall a) dagegen ändert die Berührerzeugende während der 

Bewegung von F0 ihre Lage auf beiden Flächen 0 und F0. Daher 

hat 0 zwar lauter ähnliche Lie-T-2, nicht aber lauter ähnliche 

Schmiegstreifen 2. Ordnung. 

Ist die sphärische Indikatrix (/) von 0 wenigstens näherungs- 

weise gegeben, so kann die gesuchte Regelfläche 0 zumindest 

näherungsweise wie folgt bestimmt werden. 
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Die durch die Vektoren n, 2t aufgespannte Ebene § (Abb. 6) 

schneidet die Einheitskugel in der sphärischen Normale n von 

(/). Beim Bewegungsablauf rollt n gleitfrei auf der Evolute (E) 

von (/). Der in der Ebene # liegende und dort feste Vektor a be- 

schreibt dabei die sphärische Indikatrix (/) als Evolvente von (E). 

In der Ebene & = (et, 2t) werde der Einheitsvektor t durch 

(74) a t — cos er 

und 

(75) 2t t = sin er 

festgelegt; dabei sei wie in (68) S. 132 

(68) tg er = kx : ko- 

Dann ist nach (28) S. 123 

(76) 

Bewegt man nun den Richtkegel durch Parallelverschiebung 
in Richtung n mit der Geschwindigkeit 

(77) li'l = Vk* + k2\ 

so beschreibt der Vektor a die Rcgelfläche (I> und der Kugel- 
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mittelpunkt O die Striktionslinie von 0. Die Ebene -0 stellt dabei 

den Begleitkörper von 0 dar. 

Diese Erzeugungsweise hat den Vorzug, daß die Regelfläche <P 

durch eine kontinuierliche Bewegung, also gewissermaßen in 

einem Zuge entsteht. Dies ist auch für die Anschaulichkeit sehr 

förderlich, besonders da die Striktionslinie hierbei als Bahn des 

Punktes O unmittelbar in Erscheinung tritt. 

Es sei F0 ein hyperbolisches Paraboloid. 

Die Bewegung von (/) gegen (/) ist in diesem Fall zu einer 

reinen Drehung ausgeartet, bei der sich der Kugelgroßkreis (/) 

in sich verschiebt und zugleich den Großkreis (7) bildet (Abb. 7). 

Der Bewegungsablauf ist dabei durch die Funktion v = f(v) be- 

stimmt. Der Vektor 0 ist nach (40) S. 125 mit a = o durch 

(78) 0 = (cos v, sin v, o) 

festgelegt. Der Vektor 21 ist der konstante Einheitsvektor der z- 

Richtung. Wegen k3~o und (26) S. 122 ist u = 21. Die Ebene $ 

dreht sich demzufolge um 21. Bewegt man sic gleichzeitig in 

Richtung t (74), (75) mit der Geschwindigkeit (77), so beschreibt 

a wieder die Regelfläche 0 und O die Striktionslinie von 0. Die 

Ebene & repräsentiert ebenfalls wieder den Begleitkörper von 

0. Die Regelfläche 0 wird im vorliegenden Fall als Treppcn- 

z 

Abb. 7 
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fläche bezeichnet, da ihre Erzeugenden alle zu einer (horizontal 

gedachten) Ebene parallel sind. Als Sonderfälle erhält man die 

gerade offene und die gerade geschlossene Regelschraubenfläche. 

Hinsichtlich der Fallunterscheidung a) v = f (v) 4= const., b) 

v = const, gilt das Entsprechende zu den Ausführungen S. 135-136. 

6. Regelflächen 2. Ordnung F0 

Um Beispiele für Regelflächen 0 der verlangten Eigenschaft 

zu finden, werden nun die Grundinvarianten kf(v) und die Ab- 

leitung k1 (jv) für die verschiedenen Regelflächen 2. Ordnung F0 

berechnet. 

a) Das gleichseitige hyperbolische Paraboloid 

(Abb. 8). 

\z" 

i 

Das rechtwinklige xyz-Koordinatensystem werde so gelegt, 

daß die x- und die ^-Achse Scheiteltangentcn sind. Dann ist der 

Ortsvektor der Striktionslinie (S) 
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(79) Ö = (o, O, 2p tgv), p = const. =t= o; 

der Vektor der Erzeugenden ist 

(80) o = (cosw, sin v, o). 

Damit erhält man nach (34) S. 124 

(81) kx = ~~Y-~ , k2 = °, 
7) ’ * 

O , ky 
4 ft sin v 

cos3 v 

Weiter ergibt sich gemäß (18) S. 120 

(82) kl\k1 = 2tgv, k2:k1 = o, kz = O. 

b) Das schiefe hyperbolische Paraboloid (Abb. 9). 

Das rechtwinklige ^^^-Koordinatensystem werde nun so ge- 

legt, daß die x-Achse und die Gerade y = o, z = x tg y die 

Scheitelerzeugenden gx bzw. g2 sind. Die Erzeugenden der einen 

Schar sind dann alle parallel zur xy-Ebene. Der erste wahre Um- 

riß des Paraboloids ist eine Parabel. Diese ist zugleich die Strik- 
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tionslinie (5), vgl. Fußnote 14 S. 128. Der Grundriß von (S) ist 

dann ebenfalls eine Parabel. Sie habe die Gleichung 

(83) 2fiy = x2, p = const. =f= O. 

Es sei wieder v der Winkel, den die waagrechten Erzeugenden 

mit der ;r-Achse bilden. Dann ist 

(84) ^ = ^v- 

Aus (83) und (84) erhält man für den Grundriß der Striktions- 

linie die Parameterdarstellung 

(85) * =p tgv, y = ^ tg2F. 

Die Abszisse des Punktes E von g2 (Abb. 9) ist die Hälfte der 
j) _ 

Abszisse des Punktes K der Striktionslinie, also —tgv. Demnach 

ist die Höhe von E und K gleich ~ tgy tg v. Die Striktionslinie 

(5) hat also die Parameterdarstellung 

(86) i={p tgv, Y tg2 v, Y tg y tg v 

Weiter ist 

(87) a = (cos v, sin v, o). 

Damit erhält man nach (34) S. 124 

(88) 

~r 17— 

ky = — tg V  5-=- , key 
2 ö ' COS*2 V ^ 

P _ 
COS3 V ’ 

p tg y sin v 
cos3 v 

Damit wird gemäß (18) S. 120 

(89) l[:k1=2 tgv, k2:k1= 2
c^

g-y , £3 = 0. 

c) Das Rotationshyperboloid. 

Es wurde zwar der Fall, daß F0 ein Rotationshyperboloid ist, 

ausgenommen, vgl. Fußnote 18 S. 134. Die Grundinvarianten 

eines Rotationshyperboloids sollen jedoch an dieser Stelle zur 

Vollständigkeit angegeben werden. 
10 München Ak. Sb. 1959 
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Nach (61) S. 129 ist 

(61) kx = — r tg 5, k2 — r, k3 = tg ä, r = const. 

Alle drei Grundinvarianten k{ sind also Konstante. 

d) Das einschalige Hyperboloid (Abb. 10). 

\z" 

Zur Berechnung der Grundinvarianten k{ geht man zweck- 

mäßig von der Parametcrdarstellung des einschaligen Hyper- 

boloids 

. v _ a sin t , . - , _ b cos t _ c 
(90) x = a cos t — u —jÿ— , y — 0 sin t -f- u —jp— , z = u -jp 
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aus, in der a, b, c (a =)= b) die Halbachsen und ü die Länge auf 

den Erzeugenden der einen Schar bedeuten. Durch ü = o ist die 

Kehlellipse festgelegt. Ferner ist 

(91) W2 = a2 sin2 ~t -\- b2 cos21 -f- c2 . 

Die Richtung n der Erzeugenden der betrachteten Schar ist 

(92) 

Dabei ist 

(93) 

Setzt man 

a 
a sin t 

W~ 

b cos t 
11/ ’ 

a 2 1. 

(94) N = a2b2 a2c2 cos2 t -f- b2c2 sin2 t, 

so ist der Ortsvektor der Striktionslinie (5) (Abb. 10)20 

(95) 

4   l (P (62 + c2) cos 1 b3 (a2 + r2) sin t r3 («2 — b2) sin 7 cos t \ 
W) — \ JV ’ ~N ’ N Z' 

In (92) und (95) ist noch anstelle von I die Bogenlänge v der 

sphärischen Indikatrix einzuführen. Dazu ergibt sich aus (92) 

(96) v = J dt* . 

0 

In (96) liegt ein elliptisches Integral vor.21 Aus (96) folgt 

(97) t = t (v). 

Vermöge (97) sind a (92) und $ (95) Funktionen von v. Weitere 

Rechnung ergibt 

20 Hinweise zum Gang der Rechnung und Zwischenergebnisse sind (auch 
für die beiden folgenden Abschnitte) in der Originalfassung angegeben, vgl. 

Fußnote S. 111. 
21 Näheres siehe z. B. W. Wunderlich [27] S. 107. 
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(98) 

^i(») 

X(v) 

ko(v) 

Ä3(v) 

(à a n) 
a2 

dFl 

dv 

— abc 

Hermann Schaal 

m 
N \7-TG>' 

labe IV2 («2 — b~) (a2 + c2) (b2 + c2) sin t cos t 

8« 
I « I 

W3 

N2 Y N I 7=7 (v) 

r— ([a262c2 W2 + a^b^ — a^c* cos2 t — b^c^ sin2 t)\ 
N 2 y IV ' I 

(adä)   abclV3 

~wr - YYyw \7=m 

7. Beispiele zu Regelfläclien (p mit lauter ähnlichen Lie-f ‘ 

l. Beispiel. 

Regelflächen <P, die lauter gleichseitige hyperbolische Parabo- 

loide als Lie-A2 haben. 

Mit (82) S. 140 gibt (18) S. 120 

k[(v) ik^v) = 2tg V, 

(99) k2(v) : kx{v) = o 

k3(v) = o 

Wählt man nun v = f (v) beliebig, so ergibt sich damit aus der 

ersten Gleichung (99) Aus den beiden anderen folgt 

k2(v) = o, k3(v) — o. Aus (54) S. 127 und (40) S. 125 erhält man 

damit 

(100) î = |o, o, / kx(t) 

und 

(101) û = (cos v, sin v, o). 

<P ist also ein gerades Konoid. Da umgekehrt jedes gerade Ko- 

noid die Werte k2 = o und k3 = o hat, und da es zu jeder Funk- 
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tion kx(v) eine Funktion v = f(v) gibt, so daß auch die erste 
Gleichung (99) erfüllt ist, so gilt 

Satz 8. Die einzigen Regelflächen mit lauter gleichseitigen 

hyperbolischen Paraboloiden als Lie-i^sind die geraden Konoide. 

2. Beispiel. 

Eine Regelfläche 0, die lauter ähnliche schiefe hyperbolische 

Paraboloide als Lie-A2 hat. 

Wählt man als Funktion v = f (v) 

(102) v = — v, 

so ergibt sich aus (18) S. 120 mit (89) S. 141 

k'i 0) : kx(v) = — 2tgw, 

(103) k1{v)\kx{y) = 2 ctg y : cos w, 

= o. 

Daraus folgt (vgl. Fußnote 20 S. 143) 

(C {2v + sin 2v) \ 

C ( 1 — cos 2 v) J 

C - (2 v + sin iv)] 

und 

(105) a = (coszt, sin v, o). 

Die Striktionslinie (S) ist nach (104) eben. Ihr Grundriß ist 

eine gespitzte Zykloide, vgl. Abb. 11 S. 146. (S) ist also eine zur 

gespitzten Zykloide affine Kurve. Die Erzeugenden von 0 

sind nach (105) alle parallel zur Grundrißebene. Sie bilden im 

GrundrißdieTangentenschardes Grundrisses von (S). Der Winkel 

der Erzeugenden von 0 und der 2r-Achse ist v. Die entsprechen- 

den Erzeugenden von A0 bilden zur 2>Achse den Winkel v = — v. 

Soll nun F0 von seiner Ausgangslage in die oskulierende Lage ge- 
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bracht werden, so ist um den Winkel 2v im positiven Sinn zu 

drehen und dann parallel zu verschieben. Gleichzeitig muß F0 

ähnlich deformiert werden im Maßstab 

(106) m(v) = cos4z/, 

wie aus (71) S. 132 folgt. 

3. Beispiel. 

Eine Differentialgleichung für die allgemeinste Rcgelfläche 0, 

die lauter ähnliche hyperbolische Paraboloide als Lie-F2 hat 

und ihre Lösung in einem speziellen Fall. 
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Für die Gleichung der gesuchten Fläche 0 werde wieder der 

Ansatz (40) und (41) S. 125 mit a = o gemacht. Damit folgt aus 

(46) S. 126 mit t = v 

(107) kx(v) = z'(v), k2(i>) = r(v), k3(v) = o. 

Mit (89) S. 141 und (107) gibt (18) S. 120 

(108) 
2' (v) 

2tg V , 
r {v)   2 ctg y 
z' (V) COS V 

Nun kann z' (v) aber nicht identisch verschwinden, sonst wäre 

z = const, und deshalb 0 eine Ebene. Wenn r(y) identisch ver- 

schwindet, muß y = —• , also F0 ein gleichseitiges hyperbolisches 

Paraboloid sein. Dieser Fall ist im 1. Beispiel S. 144 behandelt 

worden und soll jetzt ausgeschlossen werden. 

Durch Eliminieren von v aus den Gleichungen (108) erhält man 

(109) r2(v) ■ tg2 y = 4 z'2(v) + z"2(v). 

Diese Differentialgleichung stellt eine notwendige und hinrei- 

chende Bedingung dafür dar, daß 0 lauter ähnliche schiefe 

hyperbolische Paraboloide als Lie-A2 hat. 

Bildet man zur Probe die Funktionen r(v), z' (v) und z" (v) für 

das 2. Beispiel auf Grund von (104), so erfüllen diese (109). 

An Hand von (109) sollen als Beispiel die Regelflächen 0 mit 

lauter ähnlichen schiefen hyperbolischen Paraboloiden als Lie-A2 

bestimmt werden, deren Striktionslinien als Grundriß einen Kreis 

haben. 

Setzt man in (109) r(y) = R = const, und z' (v) = p (v), so 

erhält man die separierbare Differentialgleichung 

(110) p'- + 4/2 = A2 tg2 y. 

Diese hat die reguläre Lösung 

, R tg y , , 
P = —COS 2(V—V0), (Ul) 
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wobei ohne Einschränkung der Allgemeinheit v0 — o gesetzt 

werden kann. Dann folgt aus (111) durch Integration 

(112) R ta 
z = sin 2 v 

R tfr y 
sin v cos v. 

Wegen R = const, ist 

(113) x = R sin v, 

y = — R cos v. 

Durch (112) und (113) ist die Striktionslinie (S) von 0 fest- 

gelegt, und es ist tatsächlich 3' a' = o. Setzt man in (112) x und y 

vermöge (113) ein, so erhält man 

(“4) 
t g y 
2 R 

xy. 

Abb. 12 
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Die Striktionslinie (S) ist also der Schnitt des Kreiszylinders 

(113) mit dem gleichseitigen hyperbolischen Paraboloid (114) und 
daher eine Kurve 4. Ordnung l.Art. Die Erzeugenden von 0 
sind parallel zur Ebene z = o und berühren den Zylinder (113) 

in den Punkten der Striktionslinie, vgl. Abb. 12. Die Para- 
meterdarstellung von 0 lautet 

x = R sin v + u cos v, 

( 115) y = — R cos v -(- u sin v, 
Rtgy . 

z =  S-L- sin v cos v. 
2 

0 ist eine algebraische Regelfläche 6. Ordnung. In Abb. 12 

sind die zwischen den Selbstdurchdringungskurven (y = ±x) 

liegenden Flächenstücke dargestellt; außerdem ist 0 durch die 

Parallelebenen zu y = ±x im Abstand 2 R begrenzt.22 

Bildet man mit (115) die Funktionen tix(v) : kx{v) und 

k2(v) : k^v), so erhält man 

(116) k[ (v) : kx (v) — — 2 tg 2 v, 

k2(v) : &i(v) 
2 ctg y 
COS 2 V 

Durch Vergleich mit (89) S. 141 ergibt sich die Funktion v = f(v) 

mit 

(117) v = — 2 v. 

Der Ähnlichkeitsmaßstab m{v) (71) S. 132 ergibt sich mit 

(118) m (v) = — cos3 2 v. 

Die Differentialgleichung (110) hat die singuläre Lösung 

(119) p = - ^y = const. 

22 (Nachtrag). In (115) handelt es sich um eine „Umschwungfläche“ von 
W. Kautny („Über die durch harmonischen Umschwung erzeugbaren 

Strahlflächen“, Monatshefte f. Math., 63. Bd„ 1959, Heft 2 S. 169-188) mit 

a = R, b = o, n = 2, /; — R tg y . Dies ist die einzige offene Umschwung- 
4 

fläche mit lauter ähnlichen Lie-TA 
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Durch Integration erhält man 

(120) z 
ff bxy 

v. 

Aus (120) folgt mit R = const., daß die Striktionslinie (S) in 

diesem Fall eine gewöhnliche Schraubenlinie ist. Demnach ist 0 
eine gerade, offene Regelschraubenflächc, vgl. 9. S. 155. Weiter 

ist 

(121) k[: k1 = o, ko : k1 = 2 ctg y. 

Durch Vergleich mit (89) S. 141 ergibt sich die Funktion v — f(v) 

zu 

(122) v = o = const., vgl. 8. S. 151. 

Das bedeutet, daß A0 stets längs einer seiner Scheitelerzeugen- 

den oskuliert. Der Ähnlichkeitsmaßstab ist dabei konstant. 

4. Beispiel. 

Eine Regelfläche 0, deren sämtliche Lie-A2 zu einem einschali- 

gen Hyperboloid ähnlich sind. 

Die Funktion v = f(v) von (19) S. 121 sei speziell 

(123) v = — v. 

Es zeigt sich, daß sich die Parameterdarstellung von 0> in die- 

sem Fall noch in geschlossener Form ergibt. 

Zunächst ergibt sich, daß wegen (123) 0> denselben Richtkegel 

hat wie A0. Mit t als Parameter ist daher entsprechend zu (92) 

S- M3 

(124) a = 
a sin t 
~~ÏV~ ’ 

b cos t 
W ' 

wobei W wie in (91) S. 143, jedoch ohne Querstriche, gebildet ist. 

Setzt man zur Abkürzung 

(125) «2_£2 = ^2) a2 + c2 = e2> ^2 + ^2==y2) 
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so erhält man nach einem gewissen Aufwand an Rechnung (vgl. 
Fußnote 20 S. 143) 

x = -7 

af* \P-c* . , P 
** L W*~ C0S * + 17 

(126) b = \ y 
be2
 r 

a2c2 l_ 

— cd2 

W2 

Æ2 — r2 

/F2 

21r 2g cos /J j 

)] 
, <?2 / d . 

sin t -f- —jj arc tg ly sin t 

a2 b2 -jpr-sin / COS / + -y arc tg (y tg ?j 

Die als Ähnlichkeitsfaktor eingehende Integrationskonstante ist 

in (126) weggelassen. 

Die Striktionslinie (S) ist nach (126) eine zu den drei Koordi- 

natenachsen symmetrische, endliche und geschlossene Kurve. 

Der Ähnlichkeitsmaßstab der Lie-/72 und F0 ist mit W (91) und 

N (94/ S. 143 

(127) m(v) = N2:a2b2c2W4. 

Weitere Untersuchung ergibt, daß die Funktion m (v) Ex- 

tremwerte bei t = t = n —■, n ganz, besitzt. Ist C eine Konstante, 

so schwankt der Ähnlichkeitsmaßstab zwischen Ca4 und Cb4. 

Läßt man mit b —> a = R das allgemeine einschalige Hyper- 

boloid F0 gegen ein Rotationshyperboloid streben, so geht die 

durch (124) und (126) bestimmte Regelfläche 0 in ein Rotations- 

hyperboloid über, wie es nach Satz 3 S. 121 zu erwarten war. 

8. Regelflächen 0, deren sämtliche Schmiegstreifen 2. Ordnung zu 

einem einzigen Schmiegstreifen 2. Ordnung von F0 ähnlich sind 

Nach 4. S. 120 ist durch die Funktion v = f (y) jedem Schmieg- 

streifen 2. Ordnung von 0 ein Schmiegstreifen 2. Ordnung von 

F0 zugeordnet. Die Regelfläche 0 hat daher zwar lauter ähnliche 

Lie-/72, jedoch im allgemeinen nicht lauter ähnliche Schmieg- 

streifen 2. Ordnung. Es sollen jetzt alle speziellen Regelflächen 0 
bestimmt werden, die auch lauter ähnliche Schmiegstreifen 
2. Ordnung haben. 
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Der Schmiegstreifen 2. Ordnung von F0, zu dem alle Schmieg- 

streifen 2. Ordnung von 0 ähnlich sein sollen, sei durch 

(128) v — F0= const. 

festgelegt. Die Funktion v = f (v) ist also in diesem Fall eine 

Konstante, vgl. Fall b) S. 136. Die Gleichungen (18) S. 120 gehen 

also über in 

k\ (v) : kx(y) = kx (v) : kx(y) = cv cx = const., 

(129) k2(v): kx(y) = k2(v)'- k1(v) — c2, c2 = const., 

k3(y) = ^3(F) — tg a> a = const. 

Daraus erhält man (vgl. Fußnote 20 S. 143) für cx =j= o, 

Cx = const, gemäß (46) S. 126 

(130) z(v) = C1e
c'\ 

Ist cx — o, so folgt in entsprechender Weise 

(131) z (y) = v ■ const. 

Mit v = t cos a erhält man aus (129) mittels (46) S. 126 

(132) r (f) = C2d
l/cos“, C2 = const. 

. d s 
Nach (43) S. 126 ist —JJ = r. Damit gibt (132) für cx =f= o durch 

Integration im Fall C2-i= O 

(133) J = C3 eCl'cosa, C3 = const. 4= o. 

Aus (132) und (133) folgt 

(134) s = r • const. 

Dies ist jedoch die natürliche Gleichung einer logarithmischen 

Spirale.23 Mit (130) ist 

(135) z = s • const. 

Aus (134) und (135) folgt, daß die Striktionslinie (S) von <P 

Loxodrome eines Drehkegels ist, Abb. 13 S. 153. Aus (40), (44) 

23 Siehe z. B. G. Kowalewski [9] S. 11. 
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Abb. 13 

und (45) S. 125-126 folgt, daß die Grundrisse von a und zu- 

sammenfallen, vgl. Fußnote 14 S. 128. Daher berühren die Er- 

zeugenden von 0 den erstprojizierenden Zylinder der Striktions- 

linie und bilden wegen a = const, mit den Mantellinien der 

Berührpunkte stets gleiche Winkel. 

Ist in (132) c1 = o und C2 =J= o, dann ist r = const. =)= o. Der 

Grundriß der Striktionslinie ist dann ein Kreis. Mit (131) folgt 

weiter, daß die Striktionslinie von 0 eine gewöhnliche Schrauben- 

linie ist. Über die Anordnung der Erzeugenden von 0 gilt das- 

selbe wie im Fall cx =j= o und C2 =)= o. Daher ist 0 in diesem Fall 

eine allgemeine Regelschraubenfläche (r =4= o). 
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1st C2 — O, SO folgt 

(136) /è2 — k1k3 = o, /è3 = const., 

wie (50) S. 127. Außerdem folgt r — o. Dies bedeutet gemäß (54) 

S. 127, daß die Striktionslinic (S) die 2-Achse ist. Für =(= o er- 

hält man wieder 

(130) z(v) = C1e‘"’} 

und für c1 = o 

(131) z (v) = v • const. 

In beiden Fällen schneiden die Erzeugenden von 0 die z-Achse 

unter dem konstanten Winkel— a. Das Gesetz ihrer Ver- 
2 

Schraubung ist (130) bzw. (131). Im zweiten Fall ist 0 eine ge- 

schlossene schiefe oder gerade Regelschraubenfläche. In beiden 

Fällen entsteht die gerade Striktionslinie als Grenzlage der Loxo- 

drome im Fall c1 4= o, wenn der Öffnungswinkel des Drehkegels 

bzw. der Radius des Drehzylinders, auf dem sie liegt, gegen Null 

konvergiert. Betrachtet man dies als Sonderfall des allgemeinen 

Falles c 1 =j= o, so gilt also 

Satz 9. Die Regelflächen 0 mit lauter ähnlichen Schmieg- 

streifen 2. Ordnung haben als Striktionslinie eine Loxodrome 

eines Drehkegels oder Drehzylinders. Die Erzeugenden von 0 
berühren den erstprojizierenden Zylinder der Striktionslinie und 

bilden mit dieser konstante Winkel. 

In Satz 9 sind als Sonderfall sämtliche Regelschraubenflächen 

enthalten. Da diese durch Verschraubung in sich verschoben 

werden können, haben die Regelschraubenflächen sogar lauter 

kongruente Schmiegstreifen 2. Ordnung, vgl. Satz 5 S. 133. Da 

die von den Regelschraubenflächen verschiedenen Flächen aus 

Satz 9 durch Drehung um die ^-Achse und Streckung aus 0 in 

sich übergehen, so leuchtet es auch hier unmittelbar geometrisch 

ein, daß diese Flächen lauter ähnliche Schmiegstreifen 2. Ord- 

nung besitzen. 
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Ein weiterer Sonderfall von Satz 9 ist das Rotationshyper- 

boloid, das wir eingangs ausgeschlossen haben. 

Die Flächen von Satz 9 besitzen wegen a = const, für a =f= o 

einen Drchkegel als Richtkegel. Daß diese Flächen (oc =j= o) zu- 

gleich die einzigen sind, die lauter ähnliche Lie-F2 und zugleich 

einen Drehkegel als Richtkegel besitzen, sieht man folgender- 

maßen ein. 

Wenn 0 einen Drehkegel als Richtkegel haben soll, muß 

ks = const, und von Null verschieden sein. Dies trifft nur in zwei 

Fällen zu: a) F0 ist ein Rotationshyperboloid. Dann muß auch 

0 ein solches sein, vgl. Satz 3 S. 121, und ist daher eine Fläche von 

Satz 9. b) F0 ist ein allgemeines einschaliges Hyperboloid und es 

ist v = f(v) = const. Dann ist 0 eine der Flächen von Satz 9. 

Also gilt 

Satz 10. Eine Regelfläche mit lauter ähnlichen Lie-F2 und 

einem Drehkegel als Richtkegel hat lauter ähnliche Schmieg- 

streifen 2. Ordnung. 

Der entsprechende Satz für Flächen mit a == o gilt wegen 

Satz 8, S. 145 nicht, nach dem alle geraden Konoide sowohl lauter 

ähnliche Lie-F2 als auch eine Richtebene besitzen. 

Die Regelflächen von Satz 9 haben noch eine bemerkenswerte 

Eigenschaft. Läßt man die Lie-F2 an einer dieser Regelflächen 

entlanggleiten, so bewegt sich der (starre) Asymptotenkegel der 

Lie-F2 ebenfalls. Da dieser jedoch ständig den festen Richtdreh- 

kegel von 0) oskulieren muß, ist seine Bewegung eine Drehung 

um die Achse des Richtdrehkegels. Von diesem Sachverhalt wird 

in 11. und 12. Gebrauch gemacht. Entsprechendes gilt, wenn 

er. = o ist. 

9. Eine Konstruktion der Lie-F2 bei Regelschraubenflächen 

Die Grundinvarianten der allgemeinen Regelschraubenfläche 

(Abb. 14 S. 1 56) 
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x = r sin t -\- u cos a cos t, r^o, 0^|a|^ — 

(137) y ~ — r cos t + u cos a sin A 

z = kt -f- u sin a, k ]> o 

sind nach (40), (41), (45) und (46) S. 125-126 

k1— k — r tg a. 

(138) k2 = k tg a -f r 

ki = tg a. 
Daraus folgt 

(139) k[ = o. 

Da alle k{, k1 Konstante sind, haben die Regelschraubenflächen 

nicht nur lauter kongruente Lie-A2, sondern auch lauter kon- 

gruente Schmiegstreifen 2. Ordnung. Aus (139) und (81) S. 140 

bzw. (88) S. 141 bzw. (98) S. 144 folgt weiter, daß es sich um den 

Schmiegstreifen einer Scheitelerzeugenden von F0 handelt. Die 

Schmiegstreifen 2. Ordnung einer Regelschraubenfläche be- 

rühren diese also längs einer Scheitelerzeugenden. Dies kann 

man auch geometrisch wie folgt einsehen. 

Ist e die Berührerzeugende von 0 und A0 (Abb. 14), A ihr Kehl- 

punkt und a das Lot von A auf die Schraubachse z, so geht 0 
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bei der Umwendung um a in sich über. Also muß auch A0 bei der 
Umwendung in sich übergehen. Dies bedeutet, daß A0 in A einen 

Scheitel hat, daß e Scheitelerzeugende von F0 ist und daß a eine 

Symmetrieachse von A0 bildet. 

Die Lie-A2 einer allgemeinen Regelschraubenfläche 0 längs 

einer Erzeugenden e läßt sich nach Lage und Größe auf Grund 

der folgenden geometrischen Überlegungen konstruieren.24 

Da F0 und 0 in jedem Punkt der Berührerzeugenden e die 

Dupinsche Indikatrix gemeinsam haben, so besitzen sie in jedem 

Punkt von e auch gemeinsame Haupttangenten. Die von e ver- 

schiedenen Haupttangenten längs e bilden daher die eine Schar 

der Erzeugenden von A0.
25 Die Lie-A2 von 0 längs e soll nun mit 

Hilfe der Elaupttangenten von 0 längs e bestimmt werden.26 

Es ist zweckmäßig, dabei die folgenden Fälle zu unterscheiden. 

I. Schiefe, nichtabwickelbare Regelschraubenfläche 

a) Offene, schiefe, nichtabwickelbare Regelschraubenfläche 

(r=t=o, tg a =)= o und tga=t=-^-J, 

b) Geschlossene schiefe Regelschraubenfläche 

(r = o, tg a =|= o), 

II. Gerade Regelschraubenfläche 

a) Offene gerade Regelschraubenfläche 

(r =}= o, tg a = o), 

b) Geschlossene gerade Regelschraubenfläche 

(r = o, tg a = o), 

III. Abwickelbare Regelschraubenfläche 

(r =t= O, tga ==~y 

2J Da F0 durch ähnliche Deformation und eine Bewegung im Raum in die 
Lie-/72 übergeht, so werde diese gelegentlich ohne Gefahr einer Verwechslung 

ebenfalls mit F0 bezeichnet. 
20 Es wird als bekannt vorausgesetzt, daß die Haupttangenten einer Regel- 

fläche 2. Ordnung ihre Erzeugenden sind. 
26 Die Berührerzeugende e sei jeweils durch t = o festgelegt. Die Grundriß- 

ebene sei z = o, die Aufrißebene sei parallel zu y = o. 
11 München Ak. Sb. 1959 
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Abb. 15 

Fall I (Abb. 15), (r =j= o, tg a =(= O und tg a =f= — oder 

r = O, tg a =(= o). Die Tangentialebene e von 0 im Punkt P von 

e (t = o) wird durch die Erzeugende e und die Tangente t der 

durch P gehenden Schraubenlinie (Achse z) bestimmt. Es seien 

M0 bzw. PQ die Spurpunkte der Parallelen zu e bzw. t durch O0 

(o, O, k). Dann ist O' P'ü = O' P', und M0P0 ist parallel zur Spurr 

der Tangentialebene e, deren Fallinie / sich daher im Grundriß 

senkrecht zu MQP'0 projiziert. Die beiden Dreiecke O' MQPQ 
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und O' M' P' kommen durch Drehung um O durch — zur Dek- 

kung. Daher ist 

''140) O' M' = 0' MQ = k ctg a 

unabhängig von der Lage des Punktes P auf e. Der Grundriß/' 

von / geht also für alle Punkte P auf e durch den festen Punkt 

M' (o, — k ctg a, o). 

Es gilt nun 

Satz 11. Die Fallinie / der Tangentialebene e im Punkt P der 

Regelschraubenfläche 0 und die Schraubtangente t des Punk- 

tes P sind konjugierte Richtungen in bezug auf 0. 

Beweis. Die Regelschraubenfläche 0 wird längs der durch P 
gehenden Schraubenlinie (Achse z) von einer abwickelbaren 

Schraubenfläche berührt. Diese hat mit 0 im Punkt P die Tan- 

gentialebene e gemeinsam. Die Fallinie /von e in P ist daher zu- 

gleich Erzeugende der abwickelbaren Schraubenfläche und des- 

halb zur Tangente t konjugiert.27 

Da in einem hyperbolischen Flächenpunkt P zwei konjugierte 

Richtungen von den Asymptotenrichtungen harmonisch getrennt 

werden, ist die zweite Haupttangente g von P durch die kon- 

jugierten Richtungen/und t, die erste Haupttangente e und das 

Doppelverhältnis 

(HB (Jteg)= — i 

festgelegt. Ebenso gilt für den Grundriß g' von g 

(142) (f?e'g') = -1. 

Zur Konstruktion von g' werde M'E' — A' M' abgetragen 

und durch E' die Parallele zu e' gezogen, vgl. Abb. 15. Ihr 

Schnittpunkt C mit der Parallele zu t' durch M' ist ein weiterer 

Punkt von g\ denn wegen B' M' = M' C und B’ C [| t' gilt (142). 

Weiter stellt das Lot s' von A' auf/' die Spur der Tangential- 

27 Satz von Dupin: Wird eine Fläche <I> längs einer Flächenkurve (C) von 
einer abwickelbaren Fläche berührt, dann sind die Tangenten von (C) und 
die Erzeugenden der abwickelbaren Fläche in den Punkten von (C) konjugiert. 
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ebene e von P im Grundriß dar, da A' Spurpunkt von e ist. Der 

Schnittpunkt D’ von s' und g' ist daher Spurpunkt von g und 

damit ein Punkt des Grundschnittes von F0. Läßt man P auf e 
ins Unendliche rücken, dann gehen B' in A', C in E', g' in die 

Parallele zu e' durch E', s' in die y-Achse und schließlich D' in 

E' über. Da diey-Achse das Lot a von A auf die ^-Achsc bildet, 

ist die y-Achse Symmetrieachse von F0. Daher ist A' E' eine 

Hauptachse und M' der Mittelpunkt von F0. Da tg oc =j= o ist, 

liegt M' nach (140) im Endlichen. Daher ist F0 ein einschaliges 

Hyperboloid (wie auch aus k3(y) = k3(y) = tg oc =j= o folgt), 

und die Ebene y = —k ctg a ist eine Symmetrieebene für F0. 
Wird P = A, so fällt D mit P und A zusammen. Die zweite 

Haupttangente gA von A ist daher in dieser Weise nicht zu be- 

stimmen. 

Im Fall Ia) =j= o, tg a =j= o und tg a =ferhält man die 

zweite Haupttangente gA von A im Aufriß (Abb. 16). Ist 1A 

die Tangente der Kehlschraubenlinie in A, so ist die zu tA 

U" 

Abb. 16 



Über Regelflächen mit ähnlichen Lie-i72 161 

konjugierte Richtung die ^-Richtung, denn der erstprojizierende 

Zylinder der Kehlschraubenlinie berührt längs dieser die Regel- 

schraubenfläche 0, vgl. Fußnote 27 S. 159. Daß tA und z kon- 

jugierte Richtungen haben, kann man auch so einschen: Beim 

Grenzübergang P —* A wird die Tangentialebene e in P vertikal 

aufgerichtet. Ihre Fallinie f wird dabei ebenfalls vertikal. Gemäß 

(141) gilt jetzt im Aufriß 

(P" t"Ae" g"A) = -1. 143; 

Zur Konstruktion von g'A ist in Abb. 16 U" T" = T" Q" || z" 
und g"A = A" U". Im Fall I b (r = o, tg a =)= o) ist gA — z, weil 

die 2-Achse auf 0 liegt und daher Haupttangente von 0 ist. Da y 
= —k ctg a Symmetrieebene von F0 ist, so liegt auch die Gerade 

y = —2 k ctg a, x = o auf F0. Ihr Grundriß ist der Punkt E'. 
Die durch e gehende Geradenschar von F0 geht durch die Gerade 

y = — 2 k ctg a, x = o, weil diese eine Gerade der anderen 

Schar von F0 ist. Also ist der Grundriß der durch e gehenden 

Geradenschar und damit der Grundriß der zweiten Haupt- 

tangenten von 0 längs e ein Geradenbüschel durch den Punkt E' 
(o, — 2 k ctg a., o).28 

Durch die Achse A ' E' und den Punkt D' ist der Schnitt z — o 

von FQ festgelegt. Jeder Schnitt z = const, von F0 ist dadurch 

bestimmt, daß er zum Schnitt z = o ähnlich ist, die Ebene 

y = ■— k ctg x als Symmetrieebene hat und durch die Schnitt- 

punkte der Geraden e und gA mit z = const, geht. Damit ist je- 

doch F0 nach Lage und Größe bestimmt. Es gilt demnach 

Satz 12. Die Lie-A2 von 0 längs e ist im Fall I a und I b ein 

einschaliges Hyperboloid, das bestimmt ist durch die Achse A' E', 
den Punkt D' und die Erzeugenden e und gA. 

Unter dem Richtkegel K0 von F0 werde der Kegel mit der 

Spitze 0 verstanden, dessen Mantellinien zu den Geraden von F0 

parallel sind. Da F0 im Fall Ia und Ib die Symmetrieebene 

y = — k ctg a besitzt, hat auch K0 eine Symmetrieebene, näm- 
lich y = o, Abb. 16. Für den Richtkegel K0 von A0 gilt der 

28 Diesen Sachverhalt hat Wiener [26] S. 560 von de Ia Gournerie [6] 
S. 143 übernommen, der ihn auf dem Weg über die Bestimmung der Tangen- 
ten der Eigenschattengrenze gewonnen hat. 



16 2 Hermann Schaal 

Satz 13. Ein beliebiger Horizontalschnitt (K2) von (z =4= 0) 

besitzt in dem Scheitel, der auf der zu e parallelen Mantellinie 

liegt, einen Scheitelkrümmungskreis, dessen Mittelpunkt auf der 

.s-Achse liegt. 

Beweis von Satz 13 für den Fall la (Abb. 16). 

Die Kehlschraubenlinie von 0 hat die Steigung 

<444) 
tsß = y- 

Der Schnitt (K) der Ebene z = x tg ß mit F0 geht durch die 

Hauptachse A' E' von F0. Daher hat (K) ebenfalls die Haupt- 

achse A'E', also die Halbachse 

(145) A' M' = a — r — k ctg a29 

(Abb. 15 S. 158), die sich in Abb. 16 als O" projiziert. Außerdem 

hat (K) im Scheitel A mit der Kehlschraubenlinie den Krüm- 

mungskreis mit dem Radius 

(146; Qa = COS2 ß 

gemeinsam. Die Länge b der zweiten Halbachse von (K) ist damit 

(H?) b = V a Qa = 
Y ar 

cos ß 

In Abb. 16 ist O" T" = O" T" = b und 

(148) 0"G" = bcosß = Yär- 

Der Krümmungskreis von (K) im Scheitel T ist 

(149) 
Æ2 a2 cos ß 

^ b — jFLr 

29 Dasselbe folgt auch aus (98) S. 144 und (138) S. 156 mit v = o, kx = klt 

kz = kz. Es ergibt sich a=—kl\ki = r — k ctg a. In gleicher Weise lassen sich 
auch die beiden anderen Halbachsen von F0 bestimmen; die folgenden geo- 
metrischen Überlegungen erübrigen dies jedoch. 
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A'o besitzt einen zu (AT) parallelen und kongruenten Schnitt (K^), 
dessen Aufriß (ATjV' die Strecke Q"Q'l ist. Die Projektionen Q" 

und Q" der Scheitel liegen auf den Umrißmantellinien von K0 

im Aufriß, die mit e" bzw. gA zusammenfallen. Dabei ent- 

sprechen sich die Scheitel T von (AT) und Q von (A^), desgleichen 

ihre Krümmungsmittelpunkte K" und AT". Nach dem Satz von 

Meusnier ist der Krümmungsradius Qn des Normalschnittes von 

A"o in Q1 e 

(U») Qn = 
Qi 

sin (a—j?) ' 

Der Krümmungsradius Q des Horizontalschnittes (Af2) in seinem 

Scheite] Q hat den Wert 

(151) Q = Qn sin a. 

Aus (149), (150), (151) folgt 

a2 cos ß sin a 
(152) Q ~ 1für sin (%-ß) ’ 

Nach dem Additionstheorem erhält man 

a2 1 
® Y'är 1 — ctg a tg ß ' 

(144) folgt 

ar 1 a2r 

Var 1— i-ctga V ar (r—^ctga) 

und schließlich mit (145) 

(155) e = J f^ = Z"Q". 

Da Z"Q” = O”G" = (far ist, liegt der Krümmungsmittel- 

punkt Z von Q auf der z-Achse, und dies gilt wegen der Ähnlich- 

keit bezüglich O für alle Horizontalschnitte (AT2) mit z =Y o. 

Da y — o Symmetrieebene von AT0 und damit auch von (Af2) 

ist, so ist die Schnittgerade der Ebene y — o und der Ebene 

von (AT2) Hauptachse QR des Kegelschnittes (AT2). Aus dem Aufriß 

(Abb. 16) ist ersichtlich, daß der Scheitel Q wegen tg oc =j= o 

im Endlichen liegt. Der Scheitel R liegt im Endlichen, wenn gA 

nicht parallel zur .r-Achse ist, wenn also tg a =(= 2-^-ist. Dann ist 

(153) 

Mit tg ß = 
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(7T2) e'n Mittelpunktskegelschnitt. Es können dabei die in Abb. 17 
angegebenen Fälle 1, 3, 5, 7 auftreten. Ist tg a = 2 y-, so 

wirdgA nach Abb. 17, Fall 6 waagrecht; daher wird R uneigent- 

lich. (AT2) ist in diesem Fall eine Parabel. 

Abb. 17 
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Beweis von Satz 13 für den Fall Ib (Abb. 17, Fall 8, 10) 

Läßt man bei festem a =)= o r —» O streben, so geht F0 stetig in 

die Grenzlage für r — o über. Dasselbe gilt für K0. Daher gilt 

Satz 13 auch für r = o. Da gA = z ist, liegt der Scheitel R von 

(/ü2) auf der ^-Achse. Es ist daher R' = O'. 

Fall II (r ^ o, tga = o). 

Wegen tg a = o ist nach (129) S. 152 k3(v) k3(v) o. 

Daher ist R0 ein hyperbolisches Paraboloid, wie auch aus Fuß- 

note 4 S. 112 hervorgeht. Die beiden Geradenscharen von R0 sind 

je zu einer die Symmetrieachse y enthaltenden Ebene parallel. 

Die eine Ebene ist z = o (Richtebene von &). Die andere Ebene 

ist bestimmt durch die y-Achse und die Gerade gA, die man für 

r =j= o wie im Fall I a nach Abb. 16 erhält, und die für r = O wie 

im Fall Ib die ^-Achse ist. Ihre Gleichung lautet r z — ikx — O. 

Ist y der Winkel der beiden Scheiteltangenten, so ist also für 

r =j= o 

(156) tgy = 

Damit ist das hyperbolische Paraboloid F0 im Fall IIa bis auf 

Ähnlichkeit bestimmt. Der Maßstabsfaktor p in (83) S. 141 ergibt 

sich durch Vergleich der Grundinvarianten von F0 und 0. Nach 

(138) S. 156 ist nämlich 

(157) k1 = k. 

Da kx = kx und v = o ist, ergibt sich aus (88) S. 141 und (157) 

(158; p = — r tg 

2k 

Aus (156) und (158) folgt 

(159) p = r. 

Ist r — o, dann ist y = —, und F0 ist ein gleichseitiges hyper- 

bolisches Paraboloid. Aus (81) S.140 und (157) folgt mit kx — kx 

und v = o 

k 
(160) P = 
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Damit ist F0 im Fall IIa und b vollständig bestimmt. Der Richt- 

kegel von F0 artet im Fall II zum Ebenenpaar 

(161) z (r z— 2 k x) = o 

aus. Ein Horizontalschnitt (K^) von K0 (z 4= o) besteht demnach 

aus einer zur y-Achse parallelen Geraden und aus der uneigent- 

lichen Geraden der Ebene z = const. (Abb. 17, Fall 2, 9). 

Fall III (r 4= o, tga = -£). 

Die Regelschraubenfläche 0 ist in diesem Fall abwickelbar, 

weil ihre Erzeugenden zugleich Tangenten der innersten Schrau- 

benlinie sind. Dieser Fall werde nur der Vollständigkeit halber 

angeführt. Unter F0 soll jetzt der Drehkegel verstanden werden, 

dessen Spitze auf der Gratlinie von 0 liegt, dessen Achse parallel 

zur Schraubachse z ist und für den die Erzeugende e eine 

Mantellinie bildet. Dieser Kegel heißt Krümmungskegel von 0 

längs e30 und oskuliert 0 längs e, weil er als Grenzlage einer 

durch drei Erzeugende ei bestimmten Regelfläche 2. Ordnung 

entstehen kann. Der Richtkcgel K0 des Krümmungskegels F0 

entsteht im vorliegenden Fall durch Parallelverschiebung von F0. 

Da die Mantellinien von F0 bzw. K0 alle dieselbe Neigung haben, 

ist K0 zugleich Richtkegel der Torse 0. Die Horizontalschnitte 

(F2) von K0 (z =j= o) sind Kreise, deren Mittelpunkte auf der 

.s-Achse liegen, Abb. 17 Fall 4. Satz 11 S. 162 ist demnach auch im 

Fall III gültig. 

10. Umrißspitzen 

Bei der (schiefen oder senkrechten) Parallelprojektion einer 

Fläche A31 auf eine Ebene hat man die Aufgabe, den wahren 

Umriß von F (in dessen Punkten die Fläche F von den Projek- 

30 Vgl. Müller-Krames [ 18] S. 86. 
31 Sofern nicht anders bemerkt wird, soll F mit der Gleichung J = %(i/} v) 

in allen Punkten eines Bereiches (ua u £1 va 2 v 5= z/3) eine eindeutige 
Normale und entweder durchweg endliche positive oder durchweg endliche 
negative Gaußsche Krümmung besitzen. 
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tionsstrahlen berührt wird) und seine Projektion, den scheinbaren 

Umriß von A, zu konstruieren. Dieser Aufgabe kommt die andere 

gleich, bei Parallelbeleuchtung einer Fläche A die Eigenschatten- 

grenze und ihre Projektion, die Schlagschattengrenze, zu kon- 

struieren. 

Nach einem bekannten Satz von Dupin gilt (Fußnote 27 S. 159) : 

Wird eine Fläche F längs einer Flächenkurve (C) von einer ab- 

wickelbaren Fläche berührt, dann sind die Tangenten von (C) 

und die Erzeugenden der abwickelbaren Fläche in den Punkten 

von (C) konjugiert. 

Ist die abwickelbare Fläche ein zur Projektionsrichtung l 

paralleler Zylinder, dann ist (C) der wahre Umriß von A für die 

Projektionsrichtung /. Die Projektion von (£T) ist dann der 

scheinbare Umriß von A bei Parallelprojektion in Richtung l. 

Die Projektion einer regulären Raumkurve32 hat genau dann 

eine Spitze, wenn ein Projektionsstrahl Tangente der Raumkurve 

ist. Setzt man den wahren Umriß (C) von A als regulär voraus, 

dann folgt, daß der scheinbare Umriß einer Fläche genau dann 

eine Spitze hat, wenn ein Projektionsstrahl mit einer Tangente 

des wahren Umrisses zusammenfällt. Da der Projektionsstrahl 

und die Tangente an (C) jedoch konjugierte Richtungen auf der 

Fläche A bilden, so liegen zwei zusammenfallende konjugierte 

Richtungen vor. Daraus folgt, daß es sich um eine Asymptoten- 

richtung handelt. Der Projektionsstrahl einer Umrißspitze ist 

also Haupttangente der Fläche und umgekehrt: Ist ein Projek- 

tionsstrahl Haupttangente der Fläche, dann bestimmt er eine 

Umrißspitze (von singulären Fällen abgesehen). Da nur Flächen- 

stücke mit negativem Krümmungsmaß (hyperbolisch gekrümmte 

Flächenstücke) reelle Asymptotcnlinien haben, können (reelle) 

Umrißspitzen nur bei der Projektion von Flächenstücken mit 

negativem Krümmungsmaß auftreten.33 

Wegen dieses Zusammenhanges lassen sich die Asymptoten- 

richtungen in einem (hyperbolischen) Punkt P einer Fläche an- 

schaulich aufzeigen. Dazu muß die durch ein Modell dargestellte 

32 Eine Raumkurve 1) = 1) ( t) heiße regulär im Intervall ta t ^ , wenn 
sie im ganzen Intervall von Null verschiedene endliche Krümmung und Torsion 
besitzt. 

33 Dupin [3] S. 51, Hachette [7] S. 298, Mannheim [14] S. 309. 
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Fläche zum Auge des Betrachters derart liegen, daß P auf dem 

Umriß liegt. Dann geht die Tangentialebene des Punktes P der 

Fläche durch das Auge des Betrachters. Wird nun die Fläche 

um die festgehaltene Flächennormale des Punktes P gedreht, so 

geht die Tangentialebene in P fortwährend durch das Auge, so 

daß P immerzu als ein Punkt des sich dabei ändernden schein- 

baren Umrisses beobachtet wird. Sobald der scheinbare Umriß 

im Punkt P dem Betrachter eine Spitze darbietet, ist nach den 

oberen Ausführungen der Sehstrahl eine Haupttangente der 

Fläche im Punkt P. 

11. Konstruktion der bei Parallelprojektion von 0 möglicherweise 

auftretenden Spitzen des scheinbaren Umrisses 

Die Bestimmung der Spitzen des scheinbaren Umrisses einer 

Fläche bei Parallelprojektion ist nach 10. gleichwertig mit der Er- 

mittlung der Haupttangenten dieser Fläche parallel zu einer vor- 

gegebenen Richtung. Bei den Regelflächen 0, deren sämtliche 

Lieschen Schmiegflächen 2. Ordnung zu einer vorgegebenen 

Regelfläche 2. Ordnung ähnlich sind, kann dies in folgender 

Weise besonders einfach und übersichtlich geschehen. 

Im einfachsten Fall ist der Projektionsstrahl / eine Erzeugende 

e der Regelfläche. Der scheinbare Umriß der Regelfläche verhält 

sich in der Geraden-Umgebung des Spurpunktes S von e wie der 

scheinbare Umriß der Lie-A2 längs e. Für diesen ist der Spur- 

punkt S' von e jedoch ein isolierter Punkt (abwickelbare Regel- 

flächen seien wieder ausgeschlossen). Daher ist S auch ein 

isolierter Punkt des scheinbaren Umrisses der Regelfläche. 

Ist A0 ein einschaliges Plyperboloid, so besitzt F0 eine zu e 
parallele Erzeugende gE. Diese gehört zur Schar der Plaupt- 

tangenten von 0 längs e und bildet die Grenzlage dieser 

Haupttangenten, wenn der Schnittpunkt auf e ins Unendliche 

rückt. Die Projektion E von gE ist daher im allgemeinen eine 

Spitze des scheinbaren Umrisses der Fläche 0. 

Es sei nun l zu keiner Erzeugenden der Regelfläche parallel. 

Ist O die Spitze des Richtkegels der Rcgelfläche und /„ || l durch 
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0, so ist /0 keine Mantellinie des Richtkegels. Die Haupttangen- 

ten der Regelfläche längs einer Erzeugenden e bilden eine Ge- 
radenschar der Lie-A2 der Regelfläche längs e. Verschiebt man 

diese Haupttangenten alle parallel durch O, so bilden sie einen 

Kegel, der „Haupttangentenkegel von e“ heißen soll. Er ist zu- 

gleich der Richtkegcl K0 der Lie-A2 und daher kongruent zum 

Asymptotenkegel der Lie-A2; er geht in diesen durch Parallel- 

verschiebung über. Jede Erzeugende von A bestimmt einen sol- 

chen Haupttangentenkegel. 

Es muß nun festgestellt werden, ob l0 Mantellinie auf einem 

dieser Haupttangentenkegel ist. Trifft dies zu, dann gibt es auf 

der zu diesem Kegel gehörenden Erzeugenden e der Regelfläche 

einen Punkt S mit einer zu /0 parallelen Haupttangente l. Die 

Projektion A von A ist eine Spitze des scheinbaren Umrisses der 

Regelfläche. Haben mehrere Erzeugende e einen Haupttangenten- 

kegel, auf dem /„ Mantellinie ist, so gilt das Gesagte für jede von 

ihnen. Ist dagegen /0 auf keinem dieser Kegel eine Mantellinie, 

so hat der scheinbare Umriß der Regelfläche keine Spitze. 

Die Regelflächen 0 mit lauter ähnlichen Lie-A2 haben lauter 

kongruente Haupttangentenkegel. Wenn die Lie-A2 alle Lagen 

auf 0 durchläuft, dann führt der (starre) Haupttangentenkegel 

eine sphärische Bewegung um den Punkt O aus, während /0 fest 

bleibt. In einem mit dem bewegten Haupttangentenkegel mit- 

geführten System beschreibt /0 einen allgemeinen Kegel mit der- 

selben Spitze O. Haben diese beiden Kegel eine gemeinsame 

Mantelb’nie, dann hat der scheinbare Umriß der Regelfläche eine 

Spitze, andernfalls dagegen nicht. Die Ermittlung der Umriß- 

spitzen bei Regelflächen mit lauter ähnlichen Lie-A2 ist damit 

zurückgeführt auf die Bestimmung der gemeinsamen Mantel- 

linien eines allgemeinen Kegels und eines Kegels 2. Ordnung mit 

der gemeinsamen Spitze O. 

Bei den in 8. S. 151 behandelten Regelflächen mit lauter ähn- 

lichen Schmiegstreifen 2. Ordnung ist die Bewegung des Haupt- 

tangentenkegels eine Drehung um die s'-Achse, vgl. S. 155- Läßt 

man nun - anstatt den Haupttangentenkegel bei festgehaltenem 

Strahl /0 zu bewegen - den Haupttangentenkegel fest und bewegt 

den Strahl /0, so beschreibt dieser als Umkehrbewegung einen 

Drehkegel mit der Achse z. Schneiden sich dieser Drehkegel und 
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der Haupttangentenkegel in einer Mantellinie m, so hat der 

scheinbare Umriß der Regelfläche eineSpitze,die folgendermaßen 

bestimmt werden kann. 

Man dreht den bewegten Strahl l0 aus der Lage m wieder in 

die alte Lage zurück und nimmt dabei den Haupttangentenkegcl 

mit, der jetzt die Bewegung ausführt, die dem Wandern der 

Lie-F2 längs der Regelfläche entspricht. Der Drehwinkel (auch 

vermehrt oder vermindert um Vielfache von 2ii) legt eine Er- 

zeugende e der Regelfläche 0 fest. Mit Hilfe der Lie-F2 von 0> 

längs e läßt sich auf e der Punkt S bestimmen, der eine zu /0 paral- 

lele Haupttangente l hat. 

12. Eine Konstruktion der beim scheinbaren Umriß von Regel- 

schraubenflächen möglicherweise auftretenden Spitzen 

Im Sonderfall der Regelschraubenflächen erfährt die Kon- 

struktion der Spitzen des scheinbaren Umrisses eine weitere Ver- 

einfachung. 

Der wahre Umriß (U) von 0 sei im Intervall ta 'ALt‘zLtb (vgl. 

(137) S. 156) regulär und habe im Punkt V eine zu l parallele 

Tangente ls. Nach 10. ist dann ls Haupttangente von 0, und die 

Projektion V von N ist eine Spitze des scheinbaren Umrisses (ü) 

von 0. Es sei es die Erzeugende von 0 durch S, Ks der Haupt- 

tangentenkegel von es und endlich ms die zu ls parallele Mantel- 

linie von Ks. Dann ist ms = l0. Bringt man es durch Verschrau- 

bung mit der Erzeugenden e durch A (u = o, t = o) zur Dek- 

kung, so geht dabei Ks in den in Abb. 16 S. 160 dargestellten 

Richtkegel K0 von F0 und die Mantellinie vis in eine gemeinsame 

Mantellinie m von K0 und dem Drehkegel Kt über, der durch /0 

und die Drehachse z bestimmt wird. 

Der Horizontalschnitt (W2) von K0 hat nach Satz 13 S. 162 einen 

Scheitelkrümmungskreis, dessen Mittelpunkt auf der ^-Achse 

liegt. Derselbe Plorizontalschnitt mit Kl ist ein Kreis (K;), dessen 

Mittelpunkt ebenfalls auf der 2-Achse liegt. Die Mantellinien m, 

die K0 und Kb gemeinsam sind, ergeben sich daher aus den 

Schnittpunkten der Kurve 2. Ordnung (K2) mit dem Kreis (A-/), 
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der zu einem Scheitelkrümmungskreis von (ZT2) konzentrisch ist. 

Diese Aufgabe 4. Ordnung läßt sich wie folgt mit Zirkel und 

Lineal lösen. 

Bei den in Abb. 17 S. 164 angegebenen Fällen 2 und 9 handelt 

es sich lediglich um den Schnitt eines Kreises mit einer Geraden. 

Im Fall 4 (Abb. 17) ist 0 eine Torse. (ZT2) und (Kj) haben ent- 

weder keinen gemeinsamen Punkt oder sie fallen zusammen. Im 

letzteren Fall gibt es zu jeder Mantellinie von Kt parallele Pro- 

jektionsstrahlen, die Tangenten an die Gratlinie von 0 sind. Die 

Gratlinie wird dabei als eine zur gespitzten Zykloide im allgemei- 

nen affine Kurve34 projiziert, die zugleich den scheinbaren Umriß 

(U) von 0 darstellt. Dessen Spitzen sind also die Spitzen der 

Projektion der Gratlinie von 0. 

In allen anderen Fällen werden zur Konstruktion der Schnitt- 

punkte von (K2) und (-ÄT/) Hilfsflächen 2. Ordnung verwendet. 

Dadurch wird diese Konstruktion außerordentlich einfach. 

34 Die schiefe Parallelprojektion der Gratlinie von (I> in Richtung einer 

Tangente auf die Ebene z — o ist eine gespitzte Zykloide, vgl. Mülle r- 
Kruppa [19] S. 195-196. 
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Im Fall l, 3, 8, 10 liegt (iT2) im Innern, im Fall 5, 6, 7 im 

Äußern des Scheitelkrümmungskreises mit Mittelpunkt O, vgl. 

Abb. 17. Die Fälle 1, 3, 8, 10 einerseits und 5, 6, 7 andererseits 

werden zweckmäßig gesondert behandelt. 

Im Fall 1, 3, 8, 10 sei die eine Hilfsfläche die Kugel A, deren 

Äquator der Krümmungskreis von(K2)' in Q' ist (Mittelpunkt 0) 
(Abb. 18). Die andere Hilfsfläche sei der vertikale Zylinder B 
durch (_/T2). Die Schnittlinie von A und B zerfällt in zwei Kreise, 

deren gemeinsamer Grundriß (K2)' ist; dies sieht man wie folgt 

ein. Jeder Kugelkreis, der den (horizontalen) Äquator in Q be- 

rührt, hat als Grundriß eine Ellipse, deren Krümmungskreis 

in Q' nach dem Satz von Meusnier mit dem Kugelumriß A' 
übereinstimmt. Zu jeder dieser Grundrißellipsen gehören wegen 

der Symmetrie zur Äquatorialebene zwei Kugelkreise. Ihr Aufriß 

ist ein zu Q" O" symmetrisches Geradenpaar. Der Aufriß der 

beiden Breitenkreise, deren Grundriß (Kj)' ist, besteht aus einem 

zu Q" O" parallelen Geradenpaar. Von den vier reellen Schnitt- 

punkten der beiden Geradenpaare im Aufriß führen in Abb. 18 

zwei zu den gesuchten reellen Schnittpunkten A[, A'2 von 

und (Kj) im Grundriß; die anderen beiden sind sogenannte para- 

sitische Punkte,33 die als zusammenfallende Bilder von je einem 

Paar konjugiert komplexer Punkte der Schnittlinie von A und B 
anzusehen sind.30 Damit hat man die 

Konstruktion des Schnittes (K2) x (K,) im Fall 1, 3, 8, 10 

(In Abb. 19 ist die obere Hälfte als Aufriß, die untere Hälfte 

als Grundriß aufzufassen). 

Das Lot auf Q'R' in R' schneidet den zu (Ä))' konzentrischen 

Kreis durch Q' in A„. Die vertikalen Tangenten von (K,)' 
schneiden diesen konzentrischen Kreis in C’0' und C['. Die Hori- 

zontale C'o C" schneidet Q" AQ in A". Das Lot auf Q' R' 
in A" schneidet (Ä))' im gesuchten Punkt A[ und dem bezüg- 

lich Q' R' symmetrischen Punkt. 

3ä Siehe z. B. Krames [10] S. 94. 
36 Siehe z. B. Krames [10] S. 95, Wiener [26] S. 257 ff. 
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Abb. 19 

Im Fall 5, 6, 7 lassen sich die Schnittpunkte A; (i = 1, 2, 3, 4) 

von (AT2) und (7F;) - soweit sie reell sind - in ebenso einfachen 

Konstruktionsschritten bestimmen. Die Hilfsflächen A und B 

sind dabei etwas anders zu legen als im angegebenen Fall 1, 3, 

8, io, vgl. Fußnote S. 111. 

Sind alle Schnittpunkte A{ von (7F2) und (ß-i) imaginär, so 

haben die Kegel 7T0 und Kl keine gemeinsame reelle Mantellinie. 

Das bedeutet, daß 0 keine zur Projektionsrichtung parallele 

Haupttangente besitzt, und daß daher auch der scheinbare Um- 

riß (£7) von 0 keine (reelle) Spitze haben kann. 

Der Fall, daß sich (iT2) und (Kt) berühren, bedarf einer be- 

sonderen Untersuchung. Zunächst werde Q als Berührpunkt an- 

genommen (a), danach R (b). 

a) (ira) und (Kj) berühren sich in Q. Dann ist l || e (t =0). 

Bei einer schiefen offenen oder geschlossenen, nicht abwickel- 

baren Regelschraubenfläche (Fall I, tg a =)= O, tg oc =j= ist die 

Lie-F'2 längs e ein einschaliges Hyperboloid. Die Schar der 

Haupttangenten längs e enthält eine zu e parallele Erzeugende 

gE. Die Projektion von gE ist ein Punkt, in dem (IT) eine Spitze E 
2 München Alt. Sb. 1959 
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bildet (Abb. 20, Abb. 21b). Die Sichtbarkeit der Regelfläche 

bei Projektion || e veranschaulicht Abb. 20, wobei ein die Strik- 

tionslinie enthaltendes Band eingezeichnet ist. 

In Abb. 21 S. 175 ist die (schiefe) Parallelprojektion einer 

schiefen, offenen Regelschraubenfläche auf die Ebene 2 = k 

für drei verschiedene Projektionsrichtungen la, lb, lc dargestellt 

(die Erzeugenden sind durchgezogen, sofern sie nicht durch das 

dargestellte Flächenstück bzw. die ^r-Achse überdeckt sind. Aus 

Gründen der Übersichtlichkeit sind die drei Projektionen in 

Richtung l'a usw. verschoben). Bei a) ist la flacher als e, bei b) 

ist lb = e und bei c) ist lc steiler als e. Läßt man la gegen e stre- 

ben, so ziehen sich die beiden Umrißspitzen 51, S2 von Abb. 21 a 

zu der einen Umrißspitze von Abb. 21b zusammen. Der schein- 

bare Umriß (U) geht dabei in eine gemeine Zykloide über. 

Beachtet man noch die (einfacheren) Fälle II und III, dann 

läßt sich aussagen, daß bei Projektion l \ \ e genau dann nicht aus- 

geartete Umrißspitzen auftreten, wenn Q ein eigentlicher Punkt 

ist. 

b) (_/T2) und (Kj) berühren sich in R. Dann ist 11|gA, vgl. 

Abb. 17. 

Im Fall r = o ist gA die ^-Achse. Als Projektion von 0 erhält 

man ein Geradenbüschel durch O = z. Der scheinbare Umriß von 

0 ist daher zu einem Punkt ausgeartet. 

Im Fall r =}= o kann das Verhalten von (LP) im Punkt Ä mittels 

Grenzübergang / —>- gA untersucht werden. Die Krümmung von 





Hermann Schaal 1 76 

(£/) konvergiert dabei gegen null, vgl. Fußnote S. tu. In Abb. 22 

ist eine gerade, offene Regelschraubenfläche in (schiefer) Pa- 

-y 

~y 

-y 

Abb. 22 
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rallelprojektion auf die Ebene z = o für verschiedene Neigun- 

gen von l dargestellt. In Abb. 22a ist l = la flacher als gA, in b) 
jst l = lb parallel gA und in c) ist l = lc steiler als gA. Man er- 

kennt dabei, wie sich die Umrißspitzen Sx, S2 von a) zum Punkt A 

zusammenziehen, wenn l —* gA strebt. Dann hat (£/) einen Schei- 

tel mit dem Krümmungsradius Null. Das Verhalten des schein- 

baren Umrisses (£/) in der Umgebung des Punktes Ä kann dabei 

verglichen werden mit dem des inneren Umrisses eines Krümmers 

bei kontinuierlicher Änderung der Neigung von /. 

Die von Q und R verschiedenen reellen Schnittpunkte A{ von 

(K2) und (K/) treten aus Symmetriegründen nur paarweise auf 
und führen wie folgt zu nicht ausgearteten Umrißspitzen. Als 

Kriterium für die Existenz von nicht ausgearteten Umrißspitzen 

bei der Projektion einer Regelschraubenfläche gilt daher 

Satz 14. Der scheinbare Umriß einer Regelschraubenfläche 

bei Parallelprojektion besitzt genau dann reelle, nicht ausgeartete 

I 

'o 

Abb. 23 
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Spitzen, wenn die Kurven 2. Ordnung (W2) und (7T;) mindestens 

zwei gemeinsame reelle Punkte At- besitzen oder sich im eigent- 

lichen Punkt Q = A{ berühren. 

Als letzter Konstruktionsschritt müssen aus den Punkten A{ 

(At- =4= Q, 7?) die Umrißspitzen 5 ermittelt werden. Dies geschieht 

in folgender Weise: 

Fall 1, 3, 5, 6, 7, 8, 10 (Fall I), Abb. 23. 

(Der Punkt A\ in Abb. 23 ist nach der Methode von Fall 7 

konstruiert, vgl. Fußnote S. 111.) 

Es sei S0 der Punkt von e (t = o), der nach Verschraubung und 

Projektion parallel l eine Spitze S' von (V) liefert. Dann ist die 

den beiden Kegeln /F0und Kt gemeinsame Mantellinie m = OA{ 

parallel zu der von e verschiedenen Haupttangente g0 in SQ. Die 

von OAfWgg und OQ \\e aufgespannte Ebene ist also parallel 

zur Tangentialebene von (I> in S0 und hat die Spur QA{. Der 

Grundriß f der Fallinie / dieser Tangentialebene im Punkt S0 

geht nach Abb. 15 S. 158 durch M'. Da außerdem f J_ Q!A\ ist, 

hat man folgende einfache 

Konstruktion von S'0 im Fall I (Abb. 23). 

Das Lot/' von M’ auf Q'A[ schneidet e' in S'0. 

Fall 2 (Fall IIa), Abb. 24. 

« 

Abb. 24 Abb. 25 
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Da e in der Grundrißebene liegt, ist die Fallinie/der Tangen- 

tialebene von 0 in 50 senkrecht zu e. Daher ist/' parallel zu R'A't. 

Weiter ist g'0 || 0' A'{ und e' || O' R'. Ist ts die Tangente der 

Bahnschraubenlinie von ,S0, so ist t[ J_ S'0O'. Für die Richtungen 

von/, ts, e,g0 gilt nach (141) S. 159 (ftseg0) = — 1. 

Ist F' der Spiegelpunkt zu R' bezüglich 0', so folgt daraus 

F'A'f II t's. S'o liegt daher auf dem Lot von O' auf F' A\. Man hat 
damit die 

Konstruktion von S'0 im Fall lia (Abb. 24). 

Das Lot von O' auf F‘ A\ schneidet e' in S'0. 

Fall 9 (Fall IIb), Abb. 25. 

In diesem Fall wurde eine Konstruktion von S von J. L. Kra- 

mes [10] S. 141 angegeben. Diese Konstruktion ergibt sich aus 

den bisherigen Überlegungen so: Wegen OA-= m J_ e und /_L e 

fallen die Richtungen von /, g0, ts zusammen. Sie sind senkrecht 

zu e und haben dieselbe Neigung wie /. Wird diese mit tg <p be- 

zeichnet, so folgt aus dem Richtungskegel der Schraubenlinie 

mit derselben Neigung tg cp, daß O1 S'0 = k ctg cp ist. Die 

Konstruktion von S'0 im Fall 11b (Abb. 25) 

besteht lediglich in der Angabe des Punktes (— k ctg cp, o, o)37. 

Fall 4 (Fall III). 

In diesem Fall ist 0 eine Torse. Der scheinbare Umriß (U) be- 

sitzt nur für tg cp = dr tg oc eine Spitze S, die sich als Spitze der 

Projektion der Gratlinie ergibt. Der Fall III werde nun wieder 

ausgenommen. 

Schließlich muß noch angegeben werden, wie sich die Spitzen N 

des scheinbaren Umrisses aus den Punkten S'0 ermitteln lassen. 

Dies kann für alle Fälle in einheitlicher Weise wie folgt geschehen. 

Konstruktion von S aus den Punkten S0. 

Die Spitzen S von (£/) (Abb. 26 S. 180) ergeben sich aus den 

Punkten SQ durch Vor- bzw. Zurückschrauben um den Winkel 

37 Es kann auch der Punkt (k ctg <p, o, o) gewählt werden. 
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Abb. 26 
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/ = Q1 2 3 4 0' A\ -j- 2 7i n (n ganz) und anschließender Projek- 

tion. Beim Verschrauben wird OA • und damit g0 parallel zu /, 

und der mitverschraubte Punkt A0 projiziert sich als Spitze S. 

Die mitverschraubte Tangentialebene von S0 ist parallel zu / und 

projiziert sich wie verlangt als eine Gerade; diese bildet die 

Spitzentangente von 5. Man erhält sie am einfachsten als Pro- 

jektion ês der mitverschraubten Erzeugenden e. Dazu wird zweck- 

mäßig der Richtkegel von 0 und dessen Projektion benützt. 

In Abb. 26 ist die Projektion des Richtkegels im Fall einer 

schiefen, offenen Regelschraubenfläche in Richtung l auf die 

Ebene rc (z = k) zusammen mit dem Grundriß eingezeichnet. 

Der Kegelgrundkreis projiziert sich dabei in den Kreis um O' 

mit dem Radius O'Q'. Die Kegelspitze hat die Projektion L'. 

Es ist damit eine Aufgabe der Darstellenden Geometrie gelöst, 

auf die zwar verschiedentlich hingewiesen wurde, von der jedoch 

eine Lösung bisher nicht bekannt war. 

Die Konstruktion der Spitzen des scheinbaren Umrisses einer 

allgemeinen Regelschraubenfläche bei Parallelprojektion ist in 

Abb. 26 vollständig durchgeführt. Als Beispiel dient dabei 

eine schiefe, offene Regelschraubenfläche von Fall 3 S. 164 

ir =j= o, o < tg a. <j . Die Projektionsebene n (z = k) ist dort 

aus Gründen der Übersichtlichkeit seitlich abgerückt. Die Pro- 

jektion der Kehlschraubenlinie wurde als Radlinie konstruiert, 

vgl. z. B. Müller-Kruppa [19] S. 195-196. 
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