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Fastautomorphe Funktionen

Von Wilhelm Maak in Goéttingen

Vorgelegt von Herrn Georg Aumann am 10. Juli 19359

Im nachfolgenden werden solche analytischen Funktionen
behandelt, die zu den Modulfunktionen im gleichen Verhiltnis
stehen wie die analytischen fastperiodischen Funktionen (von
H.Bohr [1]) zu den analytischen periodischen Funktionen.
Wir wollen die Funktionen dieser neuen Funktionenklasse fast-
automorph nennen. Ein wesentlicher Unterschied der Theorie
fastautomorpher TIFunktionen zu derjenigen der analytischen
fastperiodischen Funktionen besteht darin, dall man notwendig
Singularititen mit in die Betrachtungen einbeziechen mufB3. Es
ergibt sich ndmlich, daB beschrinkte fastautomorphe Funktio-
nen konstant sind (§ 5 Satz 3), wihrend fastperiodische Funktio-
nen in den Streifen der komplexen Zahlenebene, in denen man
sie betrachtet, im allgemeinen beschrinkt vorausgesetzt werden
konnen. Der eigentliche Reiz der Theorie fastautomorpher
Funktionen besteht gerade in der Untersuchung dieser Singu-
larititen, bei der die H. Bohrschen Resultate Uber analytische
fastperiodische Funktionen und ihre Dirichletentwicklungen eine
ausschlaggebende Rolle spielen.

Ein interessanter wesentlicher Satz {ber fastautomorphe
Funktionen besagt, daBl ihr Mittelwert (erstreckt tiber die Modul-
gruppe) eine Modulfunktion ist (§ 4 Satz 2). Eine solche besitzt,
gemessen in den Ortsvariablen, nur héchstens Pole als Singulari-
titen. Wiirde man fiir fastautomorphe Funktionen ganz will-
kiirliche Singularititen zulassen, so lieBe sich nicht erzwingen,
daf} ihr Mittelwert nur Pole besitzt. Man mul} daher verlangen,
daf die Singularititen einer fastautomorphen Funktion ,pol-
artig”* sind. Es ist naheliegend, diesen Begriff zu fixieren, indem
man verlangt, daf3 dic Funktionswerte nahe einer solchen Stelle
gegen co streben. Es lieBe sich dann sogar zeigen, dafl eine fast-
automorphe Funktion f(7) auch in ihren Singularititen (genau
Manchen Ak.Sb. 1959
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wie in allen iibrigen Punkten) gegeniiber der Modulgruppe
fastperiodisches Verhalten zeigt (d.h. es ist dort 1//(7) fast
periodisch bzgl. I"). Leider l1al3t sich dann nicht beweisen, daf
mit zwei Funktionen auch ihre Summe wieder nur polartige
Singularititen besitzen. An dieser Tatsache sind schon friiher
Versuche gescheitert, auf verniinftige Weise doppeltfastperio-
dische analytische Funktionen zu erkliren. Die Forderung ist zu
scharf.

Es erweist sich aber als moglich, die polartigen Singularititen
dadurch zu charakterisieren, da3 man verlangt, das Wachstum
der betr. Funktion in der Nihe einer solchen Stelle soll beschrinkt
sein, wobei dieses Wachstum mit einer geeigneten Variablen
gemessen wird. Es ist dadurch allerdings nicht ausgeschlossen,
dal3 nahe einer solchen Stelle die Funktion noch jedem Wert
beliebig nahe kommt. Auch von fastperiodischem Verhalten
der Funktion nahe einer in diesem Sinne polartigen Stelle kann
im allgemeinen nicht mehr die Rede sein. Wenn man aber eine
solche Funktion {iber alle Modulsubstitutionen mittelt, so ver-
wandelt sich die betreffende Singularitit in einen Pol im Sinne
der Theorie der Modulfunktionen.

In Anbetracht dieser skizzierten Schwierigkeiten durfte es
von Interesse sein, daf3 eine Theorie fastautomorpher IFunktionen
mit im eben genannten Sinne polartigen Singularitdten tatsich-
lich durchfithrbar ist. Der Hauptsatz der Theorie (§ 5 Satz2)
weist nach, dal} eine genaue Kenntnis der (beschrinkten) Dar-
stellungen der Modulgruppe es gestattet, die fastautomorphen
Funktionen zu beherrschen. In einer weiteren Abhandlung wird
gezeigt werden, daB umgekehrt die Kenntnis der fastauto-
morphen Funktionen die Beherrschung der beschrinkten Dar-
stellungen erméglicht. Programmatisch gehaltene Ausfiihrungen
hierliber findet man in [3].

§ 1. Definition der fastautomorphen Funktionen
Die Gesamtheit der Punkte 7 = x -- 7y mit y > o, erginzt

durch die rationalen Punkte 7 = ax mit rationalem a und den
Punkt 7 co, wird die obere 7-Halbebene genannt. Wir machen
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sic zu einem topologischen Raum, indem wir als Umgebungen
der Punkte 7 = x 4 7y mit ¥ > o kleine Kreisscheiben mit = im
Innern betrachten. Die Umgebungen des Punktes 7 co sind die
Halbebenen y > # fiir jedes 5 >> o, als Umgebungen rationaler
Punkte 7 = x fuhren wir kleine Kreisscheiben in der oberen
r-Halbebene ein, welche die reelle Achse in T bertiihren.

Die obere -Halbebene wird durch die Substitutionen Z = (?2’)
mit ganz rationalen a, 4, ¢, d und ad — bc = 1 vermoge

ar+b_
ct +d

T— LT =

in sich iibergefiihrt. Diese sogenannten Modulsubstitutionen
bilden in ihrer Gesamtheit die Modulgruppe I'. Die Punkte 7 mit

>zt > [r—1] >

erfiillen ein Gebiet. Figen wir diesem alle Randpunkte t mit
Rea 7 < 0 sowie den Punkt 700 hinzu, so erhalten wir den Fun-
damentalbereich 2 der Modulgruppe. Zu jedem 7’ der oberen
r-Halbebene existiert ein und nur ein & £ und ein (und im
wesentlichen nur ein) Z & I, so daf3

T = L.
Es heiBt 7 die Spur von 7’ (in ), in Zeichen
T=>SpT.

Punkte mit gleicher Spur heiflen dquivalent.

Wir betrachten in der oberen 7-Halbebene erklérte eindeutige
analytische Funktionen f(7). Ist /(1) in der (punktierten) Um-
gebung cines Punktes 7, beschrinkt, so sagen wir, f (1) zeige
im Punkt ty regulires Verhalten. Wenn Sp 7, 5= 7 00 ist, so ist
reguldres Verhalten gleichbedeutend mit Regularitit im Punkte
7,. Wenn f(7) in der Umgebung eines Punktes 7, nicht be-
schrinkt ist, so sagen wir, f(7) zeige im Punkte 7, singuldres
Verhalten.

Ist Sp 1, 7= 700, so wird die untere Grenze A aller nicht-
negativen reellen Zahlen £, fir die

(1) lim (r—1,)f f(z) = o
T—+Tg
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gilt, die Wachstumsordnung von f im Punkte 7, genannt. [st
Sp 1, = 7 00 und gilt etwa

100 = L1,

so wird die untere Grenze aller nichtnegativen reellen Zahlen 2,
fur die
(2> Tll,”} p2mikLe f(‘L’) — O:
richtig ist, die Wachstumsordnung von f im Punkte 7, genannt.
Die Wachstumsordnung in einem beliebigen Punkte 7, kann
sowohl den Wert o wie auch co annchmen. Z. B. ist in Punkten
reguliren Verhaltens die Wachstumsordnung stets 0. Wenn kein
% existiert, welches (1) bzw. (2) erfllt, so ist die Wachstumsord-
nung = o0 zu setzen. Ist Sp 7, #= 700 und ist f(7) in 7, wesent-
lich singulir, so ist f(r) in 7, von der Wachstumsordnung co.
Wenn die Wachstumsordnung in einem solchen Punkte endlich,
aber > o ist, so handelt es sich offenbar um einen Pol, Allge-
mein sprechen wir bei cinem (beliebigen) Punkte 7, von einer
polartigen Stelle, wenn f(7) in 7y singulires Verhalten zeigt,
jedoch die Wachstumsordnung endlich ist. Es ist aber denkbar,
daB die Wachstumsordnung in einer polartigen Stelle o ist und
daB, obwohl die Wachstumsordnung > o nicht lim f(1) = o0
gilt. o

Wir erkliren, daf3 eine Funktion f(7) meromorphes Verhalten
zeigt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1l Alle Punkte singuliren Verhaltens sind polartige Stellen.
Die Wachstumsordnung ist (gleichgradig bzgl. =) beschrankt.

2. Als Spuren der polartigen Stellen treten héchstens endlich
viel Punkte 7,, ..., 7, & 2 auf, die wir kurz (aber nicht ganz
sachgemiB) Polspuren nennen. (Nur die 7, == 700 sind wirklich
Spuren von Polen.)}

3. In jedem abgeschlossenen Gebiet D, welches keine zu pol-
artigen Stellen dquivalente Punkte enthilt, giltl

1 Wenn f(7) fiir irgendein 7, mit Sp 7, = 700 nicht erklirt ist, so setze man
(vorliufig) f (r,) = o. Siehe aber die Bemerkung in § 2 nach Satz 3.
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3) Iflp = sup |f(L7)] <oo.
Lel, €D

Es sei nun f(t) irgendeine eindeutige analytische Funktion
der Punkte 7 der oberen 7-Halbebene und U irgendeine Punkt-
menge in der oberen 7-Halbebene. Wir setzen entsprechend?!
wie bei (3)

fllg = sup [f(LD)].
LEr, 1¢U
Erkliart man
Lf = Lf(@) = f(L7),

so gilt offenbar
LAy =/llo-

Es heiBt f (1) fastperiodisch in U, wenn | f|, < co und wenn
zu jedem & > o eine Uberdeckung

r=y
=1

von I" durch Teilmengen ¥; C I' existiert, so daf} fir beliebige
7==1, ..., 7 und beliebige L, L, & U, gilt

WS —Lofllo e

Wir nennen f(1) fastperiodisch im Punkte 15, wenn eine Um-
gebung U, von 7, existiert, innerhalb derer f(7) fastperiodisch
im eben genannten Sinne ist.

Definition: Eine Funktion f(7), erklirt in der oberen 7-Halb-
ebene, heilt fastautomorph, wenn f(r) meromorphes Verhalten
zeigt und in wenigstens einem Punkte 7, fastperiodisch ist.

Wir zeigen, daf} die reelle Achse cine natiirliche Grenze des
Definitionsbereiches eciner nichtkonstanten fastautomorphen
Funktion f (7) ist. Dazu werden einige Hilfssitze bendtigt. Eine
elementare SchluBweise ([2] § 35 Satz 4) zeigt, daB die Defini-
tion von ,,fastperiodisch etwas anders gefaft werden kann:

Satz 1: Eine (eindeutige analytische) Funktion f (1) ist dann
und nur dann fastperiodisch in U, wenn [/ f[{;, < oo und wenn
2u jedem & > o eine Uberdeckung

! Siehe FuBlnote Seite 292.
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n

r=1J
1=1

von [ existiert, so daf fiir beliebiges 7 = 1, . . ., 7, fiir beliebige

Ly, L, & A, und beliebige L & I' gilt
VLLyf—LLoflly<e.

Indem man jedem A, einen Reprisentanten L, entnimmt, fin-
det man unter Benutzung von Satz 1

Satz 2: Ist f(r) fastperiodisch in U, so existieren zu jedem
e¢>o0 Elemente Z,, ..., L, & I' derart, daB fiir beliebige
L,L" & I' und geeignetes von L, L' abhingiges v =1,.. . »
gilt
@ sup | f(LL,L't)—f()] Se.

3%

Es sei nun 1y € U ein fester Punkt mit Sp 7, == 700, L' werde
stets = 1 gesetzt. Ferner scien 7 = 2 ein willktrlicher rationaler
Punkt und # > o eine beliebig kleine Zahl. Dann kann man L
stets so wihlen, daB fir alle Z,, . . ., L, des Satzes 2 gilt

| o
| LL;tg—x| <7 ==y i, B

Ist nun f (1) in x regulir, so kann man 7 >> 0 so klein wihlen,
dal fiir geeignetes v = 1, ..., %

Vf@—fGol £ 1fE)—fLLv)| + [FLL,w)—f (1)
< 2¢

wird, Da e>o0 und 7y & U beliebig waren, ist notwendig
f(7) in U konstant = # (x). Daraus folgt

Satz 3. Ist f(7) fastautomorph und nicht konstant, so ist die
reelle Achse natiirliche Grenze des Definitionsbereiches.

Besonders einfache Beispiele fastautomorpher Funktionen
sind die gewdhnlichen Modulfunktionen; denn sie sind trivialer-
weise fastperiodisch, weil £ (L) als Funktion von Z konstant ist.
Ferner zeigen sie meromorphes Verhalten, wie unmittelbar aus
ihrer Definition folgt. Man erkennt aber auch leicht, dal} alle
Modulfunktionen héherer Stufe fastautomorph sind. Was zu-
nichst das meromorphe Verhalten betrifft, so folgt es wiederum
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unmittelbar aus der Definition dieser Funktionen. Ist nun U C I’
eine Untergruppe von I' mit endlichem Index, also etwa

7

eine Aufspaltung von I"in Rechtsnebengruppen von U, und ist
£ (7) invariant gegeniiber

Lf=FL)=f@)=f Len,

so ist fir jedes 7, welches mit keiner polartigen Stelle von f
iquivalent ist, (L) eine fastperiodische Funktion von Z, und
zwar ist (3) eine Uberdeckung von I'im Sinne der Definition
von fastperiodisch, welche fiir jedes & > o brauchbar ist. Deshalb
ist /(7) in jedem Punkt, der nicht mit einer polartigen Stelle
iquivalent ist, fastperiodisch. Somit haben wir bewiesen

Satz 4. Jede Modulfunktion beliebiger Stufe ist fastautomorph.

Man kann den Begriff fastautomorph in genau derselben
Weise wie oben auch dann einfithren, wenn man an Stelle von I’
irgendeine Untergruppe U C I" von I' zugrunde legt, welche wie
I' einen Fundamentalbereich besitzt. Es gentigt z. B., I/l < o0
anzunchmen. Wir wollen dann gegebenenfalls von bzgl. U
fastautomorphen Funktionen sprechen; fastautomorph ohne
Zusatz bedeutet soviel wie bzgl. I' fastautomorph. Es gilt:

Satz 5. Ist U C I' Untergruppe von I' von endlichem Index,
so ist eine Funktion dann und nur dann fastautomorph, wenn
sic bzgl. It fastautomorph ist.

Wir verzichten auf einen Beweis, da wir diesen Satz nicht
benétigen.

§ 2. Das fastperiodische Verhalten fastautomorpher

Funktionen

Ist /(1) eine fastautomorphe Funktion, so existiert nach De-
finition ein Punkt 7,, in dem f (1) fastperiodisch ist, d. h. es exi-
stiert eine Umgebung U von 7y mit || /], < oo und zu jedem
£ > 0 existiert eine Uberdeckung
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”

(1) r=y %,

i=1
so dafi
(2) W Zof — Loflly <&
fiir beliebiges 7 = 1, ..., # und beliebiges Z,, L, & ¥U,. Ist

irgendeine Punktmenge mit || /||, <C co, und ist (1) eine Uber-
deckung von I, welche (2) erfiillt, so fithren wir fiir diese Uber-
deckung das Symbol

T{f(0), U, €}

ein. Man kann also unter Benutzung dieses Zeichens sagen:
Eine Funktion f(z) ist dann und nur dann fastperiodisch in
U, wenn zu jedem ¢>>o0 ecine Uberdeckung T {/(7), U, ¢} exi-
stiert.

Wenn nun aufler f(z) und U noch eine weitere Funktion
£ (1) und eine weitere Punktmenge V7 gegeben sind, so wollen
wir sagen, es sei g () in V gleichartig fastperiodisch wie f (1)
in U, wenn zu jedem & >>0 ein d > 0 existiert, so daB3 jede Uber-
deckung @{f (%), U, 6} eine Uberdeckung X {g (7), 7, &} ist. Ferner
erklaren wir, dall g (7) in 7, gleichartig fastperiodisch wie f (1)
in 7, heilen soll, wenn Umgebungen U, und V7, so existieren,
daB g (7) in V, gleichartig fastperiodisch ist wie f(7) in U,,.

Es leuchtet ein, daB3 diese Begriffe sich aufdringen werden,
wenn man die Fastperiodizitit gewisser Funktionen aus der Fast-
periodizitit anderer Funktionen herleiten will. Uber bloBe Fast-
periodizitdt hinaus wird aber auch von einer Gleichartigkeit der
Fastperiodizitit gesprochen, welche, wenn sie wirklich nachge-
wiesen werden kann, mit sich bringt, daB die Fourierreihen der
gleichartig fastperiodischen Funktionen gleichartige Eigen-
schaften, besonders bzgl. Summierbarkeit, haben. Letzteres ist
flir § 5 von entscheidender Bedeutung.

Satz 1. Es sei f(7) fastautomorph. Ist dann f(7) in 7, fast-
periodisch und ist Sp 7; &= 700 und nicht Polspur, so ist /(1)
in 7, gleichartig fastperiodisch wie in 7.

Beweis: Man darf annehmen, da3 Sp 7, == 700 und nicht
rational ist. Ist nimlich z. B. 7, = 700, so ersetze man 7, durch
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einen Punkt == 7co aus der Umgebung von 7, innerhalb derer
/(z) fastperiodisch ist. Es sei D cin (offenes) Gebiet in der oberen
r-Halbebene, das folgende Bedingungen erfllt:

1. Die abgeschlossene Hiille D von D enthilt keine Punkte,
welche mit Polspuren von f(7) dquivalent sind.

2. D enthilt 7, und 7,.

Dann existiert offenbar eine Umgebung U, von 7, deren abge-
schlossene Hiille (d. 1. eine abgeschlossene Kreisscheibe) ganz
in D liegt. Ferner existiert eine Umgebung U, von 1, welche
ganz in D liegt und innerhalb derer £ (7) fastperiodisch ist.

Nun werde die Menge M aller (offenbar in D erklirten) Funk-
tionen

S M) —f (M) e D M, M;& T

betrachtet. Fir alle diese Funktionen gilt in 2 nach Definition
des meromorphen Verhaltens

|/ (M) —F M) | < 2| f] 5 < co.

Simtliche Funktionen aus M sind also gleichgradig beschrinkt.
Ist nun ¢ > o irgendwie gegeben, so gibt es ein 6 > 0, so daf aus

sup | f(My7) —f(My7) | < 0

7€ Up
folgt

sup | f(My7) —f(M37) | < e.

TEl
Wire dies namlich nicht richtig, so wiirde ein ¢,> o0 und Ele-
mentfolgen M, M) existieren mit
sup | f(MP ) — f(MP )| < 1/n

T€U,s

sup | f (M 0) ~f(MP D) | = .
TelU;

Entgegen der Aussage des Satzes von Vitali kénnte man aus der
Folge der Funktionen

S D) — f (M 7)
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keine Teilfolge auswihlen, die in einem U, und U; umfassenden
abgeschlossenen und beschrinkten Gebiet gleichmiBig konver.
giert.

Somit gibt es also zu jedem ¢ >> 0 ein d > o, so daB aus

sup | f(Ly L1)—f(LaLn)| < 6 Ly, L,

te€lUy LCT

n

r

folgt
sup [ f(Ly L) —f(LoLD)| < &,

TeU,LET
D. h. es gibt zu jedem &> 0 ein 6 >0, so daB cine Uberdeckung
T{f (%), Uy, 6} stets auch eine Uberdeckung X} /(7), Uy, ¢} ist.
Damit ist unser Satz bewiesen. Am Ende des Paragraphen
(Satz 5) wird gezeigt, dal die Annahme Sp 7, == 7 0o entbehr-
lich ist.

Aus unserem Satz 1 kann man entnehmen, dal} eine fast-
automorphe Funktion in simtlichen Punkten einer vollen Um-
gebung von 7 0o mit evtl. Ausnahme von 7 co selber fastperiodisch
bzgl. I' sein muB3; denn die polartigen Stellen von £(r) kénnen
sich nicht in 7co hiufen. Die Transformationen

T—>7T-+n nw=o0,41, =2, ...

b Ry

bilden eine Untergruppe 3 von I Fir alle 7 = x 47y mit

¥ > einem geeigneten x > o sind also die Funktionen
FE+n) = o)

fastperiodische Funktionen von #. Da f (7) fir Ima v > 4 regu-

lir ist, folgt hieraus leicht, daB3 /(7) = /(x +- 7%) eine analytische
fastperiodische Tunktion im Sinne H. Bohr's der Variablen

s = —d7 ist. Nach H. Bohr ([1] §4) kann man eine solche
Funktion in eine Fourierreihe entwickeln
J@) ~ 2 A, A, reell
v

und man beweist, daB f(7) dann und nur dann in 7 co regulires
Verhalten zeigt, wenn alle Fourierexponenten A, > o sind
([1] Satz 19, 20). Ferner ergibt sich, daf} 7 0o dann und nur dann
polartiges Verhalten zeigt, wenn es negative Fourierexponenten
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gibt, diese aber nach unten beschrinkt sind ([1] Satz 26). Zeigt
f(x) in 7 co reguldres Verhalten und ist 4, der Fourierkoeffizient
um Exponenten A, = o, so gilt ([1] Satz 18)

li = 4,.

i 7(8) = o

Wenn 7 = x ein rationaler Punkt mit
7100 = Lx

ist, und wenn die fastautomorphe Funktion f(7) nahe diesem
Punkt x betrachtet werden soll, so bilde man die Funktion

g = f(L7"7)

und untersuche diese nahe 700. Da auch g(7) wieder fastauto-
morph ist, gilt nach Obigem

gy ~2 4,877,
"
d. h.
S D)~ 3 A,
v
oder
f(T> NZ /1" e?:u'A‘,Lr'
>
Unsere Ergebnisse lassen sich wie folgt zusammenfassen (vgl.
o \ "
[ §4):
Satz 2. Ist f(r) fastautomorph und gilt fir geeignetes L & I
7100 = LT,
so besitzt £(7) in einer Umgebung von 1, eine Fourierentwicklung
: /o N7 ‘AN A
3) [ ~2 A)q",
A

wobel

6,‘.Z:tx'L T

q =
und (mit hinreichend groBem ¥)

+7
Ay = Jim o [ fL D ety

27

20 Minchen Ak, Sb. 1959



300 Wilhelm Maak

gesetzt ist. Es ist 4 (1) == o nur fiir hochstens abzahlbar viele 4,
die sogenannten Fourierexponenten Ay, A;, ... Die entsprechen-
den A (d4,) = A, heilen diec Fourierkoeffizienten. Statt (3)
schreiben wir auch

S~ At

Dann und nur dann zeigt f(7) in 7, regulires Verhalten, wenn
alle A, = o sind, und es gilt dann

@ Jim £ () = 4 (o)

Wenn 74 eine polartige Stelle ist, so existieren negative Fourier-
exponenten, die aber eine endliche untere Schranke nicht uater-
schreiten.

Vorstehender Satz ist ein Ersatz fur die Potenzreihenentwick-
lung einer Modulfunktion nach der Ortsvariablen ¢. Bei Stellen
T mit Sp 7, = 7 00 gilt statt dessen die Laurentreihenentwicklung

oo
SO = 2 a(—r1).
v

= e
Ist & < 0, so ist f(7) in 74 regulir, im anderen Fall ist A die
Wachstumsordnung von f (1) in 7, und gleichzeitig die Ordnung
des Pols in ;. Wir bezeichnen der Kiirze halber zukiinftig sowohl

f@~3 A,0"

in Punkten 7, mit Sp 7, == 7 00, als auch

oo

fm) =2 a@—7)
ve= —A
in den ubrigen Punkten als die Potenzreihenentwicklung von
7 (1) im Punkte 7,. Setzt man auch im letzteren Fall v — 7, = ¢,
so darf stets geschrieben werden

f(l') NZ ‘Av QAV‘
¥

Satz 3. Ein Punkt 7, ist dann und nur dann polartige Stelle
einer fastautomorphen Funktion f (), wenn die Potenzreihen-
entwicklung von f (1) in 7, negative Exponenten besitzt. Die
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untere Grenze dieser Exponenten ist dann stets eine endliche
Zahl — A* und A* = K ist gleich der Wachstumsordnung von
f(z) in 75 Es zeigt also f(7) in 75 dann und nur dann regulires
Verhalten, wenn die Wachstumsordnung in 7, verschwindet.

Beweis: Wenn Sp 147700 ist, so ist unser Satz klar,
Wenn 7y = 700, so folgt er aus den Erérterungen H. Bohrs
in [1] §8. Durch Ubertragung dieser Uberlegungen auf den
Fall 7y = L7 ' 7co wird dann der Satz allgemein bewiesen.

Da die Punkte 7 der oberen 7-Halbebene mit Sp 7 = 7co zum
Rand des Definitionsberciches der fastautomorphen Funktionen
f(z) gehéren, ist nicht unmittelbar klar, ob und wie sich in
diesen Punkten auf verniinftige Weise ein Funktionswert er-
kliren lit. Unsere obigen Ergebnisse jedoch zeigen, dafl man
widerspruchslos fur alle 7,

Sty = lim f(1)
T—PTD

setzen darf, auch dann, wenn Sp 7y = ¢ 00, jedoch nur, wenn
dort f regulires Verhalten zeigt oder wenigstens einen kleinsten
Fourierexponenten besitzt (siche [1] Satz 26). Im letzteren Falle
ist f(1y) = co. Die wichtige Aussage (4) des Satzes 2 140t sich
dann als Verallgemeinerung des Satzes vom arithmetischen Mit-
tel auffassen, dessen Giiltigkeit natiirlich fir regulire Stellen 7,
mit Sp 7, == 7 0 auller Frage steht. Fir Stellen 7, mit Sp 7y =
=700 sei er wegen seiner besonderen Bedeutung nochmals
formuliert.

Satz 4 vom arithmetischen Mittel. Es zeige die fastautomorphe
Funktion f (1) in 74 mit Sp 7y = 7 00 regulires Verhalten und es
gelte etwa 7y = L7co. Dann ist

47

N . 1 .

f@g = lim — [ f(Ln)dx t==zx+4iy
7— 2

fur alle hinreichend grofien y.

Um den Satz 1 auch ftr den Punkt 7, = 7 co zu beweisen, neh-
men wir an, daB keine polartige Stelle die Spur 7co besitze. Dann
liBt sich eine Zahl v; > 1 finden, so daB keine polartige Stelle

20"
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eine Spur mit einem Imaginirteil > y; besitzt. Ferner sei
y2 >y, beliebig. Den Bereich

—tzEx 12 Sy Sy

der oberen z-Halbebene bezeichnen wir mit D. Die Funktion
S (%) sel nun etwa in 7, mit Sp 7, == Z 00 fastperiodisch. Dann
ist (1) auch in einer Umgebung U, von 7, fastperiodisch. Wegen
Satz 1 darf angenommen werden, dall v, & U, C D. Offenbar
gilt

£l < oo

Also hat man fiir alle Funktionen f (M 7)—f(M,7) mit
beliebigen M, M, & I'

e | f (M) —f ()| = 20/ p-

Ist nun ¢ > o irgendwie vorgegeben, so gibt es ein d > 0, so dal}
aus

sup lf(M17> “f(ﬂ[?."-')l <9

TeU,
folgt

sup | £(My7) — FM,7) | < ef2

TeD

(siche Beweis zu Satz 1). Aus

(5)  sup |f(LyL7¥)—f(L,L7)| <& L, Lybelicbig &T

el Ll

folgt also
sup | f(L L) —f (L, LT)| < ¢/2.

€D, Lerl

Wird mit S der volle Streifen

e <
=y =2
bezeichnet, so kann man offenbar aus (5) auch folgern

(6) sup |f(LyLr)— Ly, L1)| < ¢/2,

Tt¢S,Lerlr
weil ndmlich I' simtliche Substitutionen 7 — 7 4%, = ganz-
rational, enthilt. Aus Satz 4 folgt fiir 7, = 700, wenn (5) erfiillt
ist,
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|f(LyLry) —f(LyLv) | < gf2.

Aus Satz 2 (4) entnehmen wir die Existenz eines y; > 0, so dal
fur alle T =« + 4y mit y >y, gilt

(7 fULyLr)y—f(LyL7)| < e

Die Menge aller 7 = x + 7¥ mit v = v, werde U genannt. Wir
haben offenbar bewiesen, daB jede Uberdeckung Z{f (1), U,, 6}
stets auch eine Uberdeckung T{f (), U, e} ist. Es ist also
/(1) in 7y = Zco gleichartig fastperiodisch wie in 7, Damit
ist auch die entsprechende Aussage fir jeden Punkt 7; mit
Sp 71 = 7 o0 bewiesen,

Der Satz 1 ist also verscharft zu

Satz 5. Es sci f(7) fastautomorph und fastperiodisch in 7, Ist
dann Sp 1, keine Polspur, so ist f(7) in 7, gleichartig fast-
periodisch wie in 7.

Die SchluBweise, welche zum Beweise dieses Satzes fiihrte,
ist auch in spdteren Paragraphen niitzlich anzuwenden. Wir for-
mulieren ihren wichtigsten Bestandteil deshalb als

Satz 6. Es sei M eine Menge fastautomorpher Funktionen
f(1)und D sei ein Gebiet der oberen r-Halbebene. Ferner exi-
stiere eine Konstante G >> o derart, daf fiir alle f & I

Ifip= sup [fULD]|<C
Lerlrzch
ist. Sind dann 7y, 7, & D und ist U, Umgebung von 7, und Uy
eine hinreichend kleine Umgebung von 7, so existiert zu jedem
e>0ein 0 >0, so dab fir alle f & M

aus | fliy,<<d  folgt  [[f]l,, <e.

§ 3. Die endlichen unitiren Darstellungen von I’

Die fastautomorphen Funktionen bilden einen Ring mit dem
Kérper der komplexen Zahlen als Operatorenbereich. Wirde man
den Begriff ,,fastautomorph‘‘ noch weiter dadurch einschrinken,
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daBl man zusitzliche Annahmen Uber das Verschwinden der
Funktionen macht, so kénnte man auch die Kérpereigenschaft
erzwingen. Dadurch wiirde die Anwendbarkeit dieser Funktio-
nen flir unsere Zwecke nicht betroffen. Der Einfachheit halber
aber verzichten wir auf Untersuchungen in dieser Richtung,
Um die Ringeigenschaften nachzuweisen, beweisen wir

Satz 1. Mit f(7) und g(7) sind auch f(z) + ¢(z) und /(7).
- g (v) fastautomorphe Funktionen.

Beweis: Mit f und g zeigen in der Tat auch f 4 gund /. ¢
meromorphes Verhalten. Ist ferner 7, ein Punkt der oberen
7-Halbebene, dessen Spur Sp 7, weder fur f noch fiir ¢ Polspur
ist, so sind f und g in 7, fastperiodisch (§2 Satz ), also auch
ftgundf-g.

Der Raum der fastautomorphen Funktionen ist auch gegen-
tiber Grenzwertbildung in gewissem Sinne abgeschlossen. Doch
gehen wir darauf erst im nichsten Paragraphen ein, da wir
zundchst nur endlichdimensionale Teilrdume fastautomorpher
Funktionen betrachten, in denen die Abgeschlossenheit keine
Rolle spielt (bzw. trivial ist).

Vermoge

J@ = Lj(@ = f(L7)

ist jeder Modulsubstitution Z im Raume der fastautomorphen
Funktionen ecine lineare Substitution zugeordnet. Es sei M cin
endlichdimensionaler Teilmodul der Menge aller fastautomorphen
Funktionen, der gegeniiber diesen Transformationen invariant
ist, d. h.

wenn f& M L& I soauch Lf& M.

Es existiert dann in M eine endliche Basis 7, (7), ..., /.(7),
so daB fiir jedes f & M gilt (mit komplexen )

Man erkennt, daB3 nur endlich viele Punkte als Polspuren von
Funktionen aus 9 auftreten kénnen. Es gibt also ein 7,, sogar
eine volle Umgebung U, von 7, wo alle f & M fastperiodisch
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sind. Wir diirfen auch annehmen, dall Sp 7, == 7co ist, dann
ist U, eine Kreisscheibe, deren Flicheninhalt etwa = | Uy | ge-
setzt werde.

Wir bilden fiir beliebige f, ¢ & M
p(L) = If(Lr)g(Lr) dxdy T=x-+17y.
s

Es ist dann fir beliebige L, L,, & I'
(L M) — (L M) | <

< [\ f(Ly M7 gL MT) —f(Ly MT) g (Ly M7T)| dx dy

Us
é l Uo: : ::Llf_L‘.’f'{L’o : :lg:L'., + [Uot 3 [flg_[fzgi:z'o S .L’o'

Hieraus entnimmt man, da f/ und g fastperiodisch in Uy sind,
dal} auch ¢ fastperiodische Funktion auf ["ist. Man kann des-
halb ¢ tiber I' mitteln. Wir setzen

&)y = M, | | F1L7) g(L7) dx dy.

Uy

Dieses Skalarprodukt in M hat die Ublichen Eigenschaften,
Auberdem ist fur alle L & I’

® (LS L&)e, = (T &),
Vermége

‘[’.fd:‘S_:1 Dea<L>]‘;, g =1,...,795

wird nun jeder Modulsubstitution L & I’ cine linearc Trans-
formation mit der Matrix D (L) = {D,, (L)} zugcordnet.
Offenbar ist D (L) eine Darstellung von I', wegen (1) ist sie
punitir dquivalent’, d. h. wahlt man die Basis f, ..., /. ortho-
gonalnormiert, so sind simtliche Matrizen 0 (L) unitir. Be-
kanntlich ist eine Darstellung D (L) dann und nur dann einer
unitiren dquivalent, wenn sic beschrinkt ist (siehe z. B. [2]
Paragraphen 4 und 30). Deshalb haben wir

Satz 2. Spannen die fastautomorphen Funktionen £, (7), ..., /. (1)
einen s-dimensionalen Raum M auf, der gegeniiber I' invariant
ist, so bilden die durch
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[’fa= nga(‘L)f 0 =1,..,5

0

erklirten Matrizen D (L) ={D,, (L)} eine beschrinkte Dar-

stellung von I
Der soeben bewiesene Satz 1Bt folgende Umkehrung zu.

Satz 3. Esseien f, (1), ..., /. (7) eindeutige analytische Funk-
tionen in der oberen t-Halbebene, welche im Fundamental-
bereich 2 von I" héchstens endlichviele polartige Stellen besitzen.
Der durch diese Funktionen aufgespannte s-dimensionale Raum
M sei gegentiber I"invariant und die durch

(2) Lfc,:gDM(L)fQ G=1,...5

erklirten Matrizen D (L) = {D,, (L)} seien beschrinkt. Dann
sind die simtlichen Funktionen in M fastautomorph.

Beweis: Die Schranke von 2 (L) seit etwa mit & bezeichnet

(3) DW=+ X 1D, D)*<C.

0o=1
Fir jedes 7 bilden wir den Vektor
f@ ={n@ ... A0}
Offenbar ist dann
L= 1§() = (L)

zu setzen. Wir haben wegen (2)
@ Lf = D(D)F.
Bedeutet [f| die iibliche Vektorlinge

HES 2 TAR
so gilt wegen (3) und (4)

LE = G

Daraus folgt, dafi alle Stellen singularen Verhaltens polartig
sind, genau wie die entsprechenden Spuren in Q. Ferner mul
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jede dieser polartigen Stellen eine Spur besitzen, welche eine der
endlichvielen in £ zugelassenen polartigen Stellen ist, und die
Wachstumsordnung ist offensichtlich beschrinkt. Ist sodann D
ein abgeschlossenes Gebiet, welches keine zu polartigen Stellen
iquivalente Punkte enthilt und ist D' C 2 die Menge aller
Spuren Sp T mit T & D, so gilt

sup [f(L7)| = sup |§f(L7)|
LeT t€D Ler o
<G-sup|F@)].
t€ D!

Nach Annahme {ber D ist nun aber sicher |f(7) | in D’ be-
schriankt, also
sup [f(L1)] << oo.
Lel,teD
Entsprechendes mul} dann auch fur jede Komponente von f
gelten, d. h. :
1Aty << oo fir p=1,...,s.

Damit ist nachgewiesen, daB alle f,, ¢ = 1, ..., s meromorphes
Verhalten zeigen.
Nun sei 7y ein Punkt, der mit keiner polartigen Stelle einer

der Funktionen f, ..., f, dquivalent ist. Dann existiert eine
Umgebung U, von 7,, deren abgeschlossene Hiille ebenfalls
keinen Punkt enthilt, dessen Spur eine Polspur der 74, .. ., £, ist.

Nach Obigem ist

sup 1F(Z7)] = [y, < oo.

Lel,t¢U,
Deshalb haben wir fur alle * & U, und beliebige £, L,, L & I"
) L) —F(Le L) | = [ (D (L) — D (L) F(LT) ]
SIDUY—DLy|-flle,

Da D (L) und damit alle D,,(L) beschrinkt sind, existiert zu
jedem & > o eine Uberdeckung
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von I', so daB fur beliebiges 7 = 1, ..., # und beliebige
Ly, L, € ¥, gilt

| DLy —D(Ly)| < _Ie—(o—
Daraus folgt dann wegen (5)

sup |F(L LD —F(LoL)| <&  LyL, €Y,
Lel,1€Us
Natiirlich gilt die entsprechende Ungleichung fiir jede Kompo-
nente f, von f. Also sind alle £, (z) in 7, fastperiodisch, sie sind
damit fastautomorph. —

Wir wollen eine fastautomorphe Funktion dann regulir
nennen, wenn sie keine Stellen singuliren Verhaltens besitzt,
Definitionsgemil ist eine fastautomorphe Funktion dann und
nur dann (tberall) regulir, wenn sie beschrinkt ist. Wir denken
uns einen endlichdimensionalen Modul M, der nur aus reguliren
fastautomorphen Funktionen besteht und der gegeniiber No-
dulsubstitutionen invariant ist. Wahlt man eine Basis /;, .. ., f,
von M, so ist durch

Lfs= _‘; Dy, (L) 1,

eine Darstellung D (L) = {D,, (L)} gegeben, die nach Satz 2
beschrinkt, also unitir-dquivalent ist, d. h. wir diirfen annchmen,
daB von vornherein die Basis so gewihlt wurde, dall D (L)
unitir ist.

Wir fassen wieder, wie im Beweis zu Satz 3 die Basisfunktio-

nen zu einem Vektor zusammen

f@) ={A@, ..., L)
Wegen
L = D(L)f

und weil D (L) unitir ist, mul} die Linge von {
Ifl = Vs IAl®
e

eine gegeniiber Modulsubstitutionen invariante Funktion von 7
sein
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| £f] = |fl-
Ich behaupte nun, daB |[f| in keinem Punkte 7, der oberen
7-Halbebene ein Maximum annehmen kann. Sei zunichst

Sp 74 = 700. Es gilt dann
fo@ =2 a®(r—1,).

y=0

Wenn man nun den Integralmittelwert von |f,(7) |? entlang
eines Kreises vom Radius 7 um 7, berechnet, so ergibt sich

2n
» o0
| ot re P dp =3 a2

1_
277 E) =
und folglich
e.z s o0
[ s et ap = 3 3 a0,
e

0

wihrend im Punkte 7, gilt
S (
1¢£7 2 7 2
flro) |2 = 2" & [*.
e=1

Wenn daher [f(7) | im Punkte 7, ein Maximum besitzt, so kann
l N 0 )
dies nur sein, wenn alle & mit » 4= o verschwinden, alle f, (1)

also konstant sind.
Nun betrachten wir den Punkt 7, = 7c0. Es sei dort gemil
§2 Satz 2
- 1,
fo(@) ~ 20 AP g™
v

Da alle £, (1) in 700 regulidres Verhalten zeigen, sind alle /1, > 0.

Wir bezeichnen den Exponenten o mit A,. Dann ist

fg (ZOO) = ‘4 E)Q)’

also
flioo| = X7 | P2,
e=1
Aus der Parsevalschen Gleichung fiir analytische fastperiodische

Funktionen ergibt sich
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+T
fim 27 [ fo@rds = 3 A9 10w oaisy
£ v

(vgl. H. Bohr [1] Satz 12) und somit

3 .
lim x| @R dr =3 T |4PPR o r=agy,

—T e=1 v

Es muf} also irgendwo auf jeder Parallelen 3 = const zur reellen
Achse |f(7)| einmal > |{(z00) | sein, wenn nicht alle 4@ mit
v == 0 verschwinden sollen. D.h. auch im Punkte 74, = 700 kann
| f| kein Maximum besitzen, ohne daB alle f,(7) konstant sind.
Entsprechende Uberlegungen kann man in rationalen Punkten
anwenden.

Nach diesen Vorbercitungen sind wir in der Lage, den folgen-
den Satz zu beweisen.

Satz 4. Wenn ein endlich-dimensionaler Modul regulirer
fastautomorpher Funktionen durch simtliche Modulsubstitutio-
nen in sich transformiert wird, so sind die Funktionen dicses
Moduls konstant.

Beweis: Wir gehen von der Annahme aus, daf3 die Funktio-
nen des Moduls nicht konstant seien. Durch geeignete Wahl der
Basis fi(7), ..., f.(r) des Moduls kann man, wie wir ge-

schen haben, erreichen, dall die Linge des Vektors f (1) =
= |/, ..., /,(¥)} gegeniiber Modulsubstitutionen invariant ist

| Zf] = [f].

Wir fragen uns nun, an welcher Stelle in 2 die reelle Funktion
| f| ihr Maximum annimmt. Im Innern von 2 kann dies nicht
geschehen, da es in der Umgebung eines jeden 1, Punkte gibt,
in denen |f | groBer als in 7, ist. Also liegt das Maximum auf
dem Rande von £. Es kann dies nicht der Randpunkt 700 von 2
sein. Denn sicher nimmt |f
groBere Werte an als in 700. Sei dies etwa im Punkte 7, der Fall,
sei also

auf jeder Horizontalen irgendwo

[f) | > [fEo0) ],
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dann existiert sicher eine ganze Zahl #», so daf
7, + e L.

Weil 7y — 7y + » eine Modulsubstitution ist, folgt
@ +m| > [f@e)],

und dies kann nicht sein, wenn [f(700) | das Maximum von |f|
in 2 sein soll.

Das gesuchte Maximum liegt also auf dem Rand von £, nicht
aber im Punkte 7co. Wir nehmen an, das Maximum von |f |
werde in 7, angenommen. Um 7, herum werde ein kleiner Kreis
geschlagen, Auf ihm, natiirlich auBerhalb 2, muB ein Punkt 7,
liegen, so dab

RECHYRIE ECVAR

Zu 7, existiert ein L & I', so dal3 Lt; im Innern von £ liegt.
Es gilt

f(Lw) | = [Li(x) | = [T | > [f @) [,

d. h. es gibt im Innern von £ einen Punkt, in dem |f | gréBer
ist als in jedem Randpunkt von £. Dies ist ein Widerspruch,
der Satz 4 ist also bewiesen.

§ 4. Mittelwerte fastautomorpher Funktionen

Der Mittelwert M, {f (L)} fastautomorpher Funktionen f(7)
ist Grenzwert von Folgen von Niherungsmittelwerten, die selber
wicder fastautomorph sind. Wir sehen uns deshalb genétigt,
Folgen fastautomorpher Funktionen beziiglich Konvergenz zu
untersuchen. Es ist nicht ganz selbstverstindlich, welches der
vernlinftigste und allgemeinste Konvergenzbegriff fiir Folgen
fastautomorpher Funktionen ist, beziiglich dessen der Raum aller
fastautomorphen Funktionen sich als abgeschlossen erweist.
Wenn man jedoch nur die Durchfiihrung der Mittelwerttheorie
als Ziel vor Augen hat, bietet sich folgende Definition als brauch-
bar an.

Definition: FEine Folge f, (1) fastautomorpher Funktionen
heiBt konwvergent, wenn gilt:
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1. Es gibt endlich viel Punkte 7y, . . ., 7, derart, dal} jede Pol-
spur einer jeden Funktion f, (7) der Folge gleich einem 7, ist
(=1 oder ... oder 7).

2. Die Wachstumsordnungen sind beschrinkte Funktionen
von 7 und 7, kurz gleichgradig beschriinkt.

3. Ist D ein beliebiges abgeschlossenes Gebiet, welches kein ¢
mit Spt = 1; (¢ =1 oder ... oder #) enthilt, so ist

[ fullp = sup [/, (LD)]
L ¢ D

€ P, TC
eine beschrinkte Zahlenfolge.

4. Es gibt wenigstens einen Punkt 7, mit Sp 7, =7, .. ., 7,,
in dem die Folge £, (1) gleichmiBig konvergiert, d. h. es existiert
eine Umgebung U, von 73 und zu jedem &> 0 ein NV, so dab
aus 7z, 72 > IV folgt

‘ll m II:E[YD < €.

Satz 1. Eine konvergente Folge fastautomorpher Funktio-
nen f, (v) konvergiert gleichmiBig in allen Punkten, die nicht
mit polartigen Stellen der Funktionen der Folge dquivalent sind.
Die wohlbestimmte Funktion

J@ = lim £, (%)
ist fastautomorph.

Beweis: Wegen Forderung 4. (in der Definition) gibt es
einen Punkt 7, in dessen Nihe die Folge gleichmifig konver-
giert. Es sei 7' ein weiterer Punkt, der zu keiner polartigen Stelle
irgendeiner der Funktionen f, () dquivalent ist. Wir wihlen
dann ein Gebiet D, das folgende Bedingungen erfiillt.

o) Ty & D T & D.

) Die abgeschlossene Hiille 2 von D enthilt keinen Punkt 7,
welcher mit einer polartigen Stelle einer der Funktionen der
Folge dquivalent ist.

Es gilt dann flir geeignetes G wegen 3.

W, < G
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und aus § 2 Satz 6 folgt die gleichmiBige Konvergenz der Folge
nahe 7.

Sicht man zundchst ab von denjenigen Punkten 7, welche mit
polartigen Stellen der f, (7) dquivalent sind, so ist /() offenbar
in allen anderen Punkten wohlbestimmt und als Grenzfunktion
einer im kleinen gleichmiBig konvergenten Folge regulirer
Funktionen ebenfalls regulir bzw. von regulirem Verhalten.
Aus Forderung 3. der Definition der Konvergenz entnehmen
wir auch, dabl fir jedes abgeschlossene Gebiet D, welches keinen
der zundchst aus der Betrachtung ausgeschlossenen Punkte =

(mit Sprt =1, ..., 7,) enthilt, gilt
1Fllp = sup [f(Z7)] < co.
Lenl'te D
Es sei nun 7; ein Punkt mit Sp v, =7, (¢ =1,...,7) und es

sei £, < K < oo flir alle \Vachstumsordnungcn ,é der f, r)
in 7. (Forderung 2). Ist Sp 7, ==7co, so konvcrgxert f,(r)
jedem Punkt der Peripherie eines kleinen Kreises um glelch-
mibig, also konvergiert die Folge auf der gesamten Kreis-
peripherie gleichmiBig. Dassclbe gilt dann offenbar auch fiir
dic Funktionenfolge (v — 7,)¥ £, (7). Da diese Funktionen aber
simtlich im Innern des Kreises gleichgradig beschrinkt sind,
konvergieren sie im gesamten Kreis gleichmiBig, und zwar gilt
offenbar

lim (r—1)% 7,() = =" f(%).

700

Da
lim (t—7)" f,(x) = o,

T—’T
folgt
lim (r—1)% £(x) = 0.
T—'Tz‘
Die Wachstumsordnung von £ in 7} ist also < K.

Wenn 7; = 700, so folgt leicht aus §2 Satz 6, daB f, (¢) in
jedem Streifen y; < Ima v £ ¥, gleichmiiBlig konvergiert, in
dem und oberhalb dessen kein 7y, . . ., 7, liegt. Demnach ist £ (1)
oberhalb der Graden Ima 7 = y; im Bohr'schen Sinne fast-
periodische Funktion von x. Sind

[ (@) ~ 2 A, q" F@) ~ 23 A ¢!
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die Fourierreihen der Funktionen f, (v), f (), so gilt wegen der
gleichméBigen Konvergenz

lim A, (A) = 4 (A).

71— 0Q

Da samtliche 4, (A4) mit A4 < — K verschwinden (fiir gecignetes
K, Forderung 2), gilt auch

A =o fir 4 < —XK.
Die Funktion

7" f (@

besitzt offenbar nur positive Fourierexponenten, und es gilt
sormnit

lim g% f(7) =

T—>3 00

Deshalb ist die Wachstumsordnung von f in 700 wiederum < K.
In Punkten 7, mit Sp 7, = 700, welche von 7co verschieden
sind, schlieBt man entsprechend.

Wir haben also gezeigt, dal f(r) meromorphes Verhalten
zeigt. Ist nun 7 ein beliebiger PunktmitSprt =7, (Z =1,...,7),
so gibt es eine Umgebung U von 7, in der alle f, (z) fastperio-
disch sind und in der die Folge im Sinne der Norm || /||,- konver-
giert. Daraus folgt sofort, daf3 die Grenzfunktion in 7 faqtp(‘rxo-
disch, insgesamt, also fastautomorph ist. —

Es sei nun f(7) irgendeine fastautomorphe Funktion. Sic sei
fastperiodisch in 7, Dann gibt es eine Umgebung U von 1, in
der alle Funktionen

¢ (L) = f(L7) TC

gleichgradig fastperiodische Funktionen von L sind ([2] § 10).
Die Theorie fastperiodischer Funktionen auf Gruppen lehrt nun
([2] Paragraphen ¢ und 10), daB dann eine in 7 (v € ) gleich-
miBig konvergente Folge von Funktionen

N
- 2N = F, (@)
* i=1

angegeben werden kann, deren Grenzwert auf U der Mittelwert
M | f(L7)} ist. Man erkennt Jeicht, daB auch die Folge 7, (4/7)
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fir M & I' gleichmiBig in A7 und 7 gegen denselben Mittelwert
konvergiert. Sind 7y, . . ., 7, die Polspuren von 7(7), so sind dies
auch diejenigen Punkte, welche als Polspuren der F (1) in
Frage kommen. Sind die Wachstumsordnungen in polartigen
Stellen von f (7) etwa <C X, so gilt Entsprechendes natiirlich auch
von den Funktionen /F, (7). Ist ferner D ein beliebiges abge-
schlossenes Gebiet, welches kein 7 mit Spr =1, (=1, ..., 7)
enthilt, so ist

1F, £ 2 sup |f(LP L) =f11».

Lel

Somit ist erkannt, daf3 die # (7) eine im Sinne der Definition
dieses Paragraphen konvergente Folge fastautomorpher Funktio-
nen bilden. Nach Satz 1 ist der Grenzwert

Mf) = M{f (LD} = lim F,(2)

eine fastautomorphe Funktion. Da A7, |/ (L1)} invariant ist ge-
gentiber I, so ist dieser Mittelwert sogar Modulfunktion,

Satz 2. Der Mittelwert einer fastautomorphen Funktion f(7)
ist eine Modulfunktion. Er ist enthalten in dem von f(7) auf-
gespannten gegeniiber I' invarianten abgeschlossenen Modul
fastautomorpher Funktionen.

Es bereitet keine Schwierigkeiten, den Satz 2 wie folgt zu ver-
allgemeinern.

Satz 3. Die Faltung
¢ X f(x) = M {o (L) f(L7 o)

einer komplexwertigen fastperiodischen Funktion ¢ (Z) auf I’
mit ciner fastautomorphen Funktion f(r) ist fastautomorph.
Die Funktion ¢ X # ist in dem von f aufgespannten invarianten
abgeschlossenen Modul fastautomorpher Funktionen enthalten.
In den Sitzen 2 und 3 tritt der Begriff ,,von f erzeugter abge-
schlossener invarianter Modul* auf. Zur Definition ist nichts
weiter zu bemerken. Jedoch ist folgender Satz von Bedeutung,
wf dessen Beweis nicht eingegangen werden braucht.
2t Minchen Ak. Sb. 1959
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Satz 4. Ist f(7) fastautomorphe Funktion mit den Polspuren
7y, - .., T, und sind die Wachstumsordnungen sidmtlich < K
so enthiilt der von f erzeugte abgeschlossene invariante Modul
nur Funktionen, deren Polspuren wieder unter den Punkten
Ty, ..., T, zu finden sind, und bei denen die Wachstumsordnun.
gen in polaxtlgcn Stellen < K sind.

§ 5. Der Hauptsatz iiber fastautomorphe Funktionen

Es bedeute DY (L) = {DY) (L)} ein volistindiges System
irreduzibler indquivalenter unitdrer Darstellungen von I (siche
[2] Seite 121). Thr Grad werde mit s* bezeichnet. Ist dann f(7)
eine fastautomorphe Funktion, so werde

(1) AL (x) = DY) x f(x)

der zu D(’ (L) gchorige Fourierkoeffizient von f genannt,
Ferner schrc1bcn wir

fLr) ~ 2 s 3 A8 (D) DY (L)
v 0,0

und sprechen von der Fowurierentwicklung von f. Fir jedes
feste 7 ist die Retihe rechts nichts anderes als die Fourierreihe
der Funktion f(L7) = ¢,(L) von L im Sinne der Theorie
fastperiodischer Funktionen auf I.! Wir suchen nun, diese ver-
schiedenen Fourierreihen durch ein fiir alle 7 einheitlich giiltiges
Verfahren zu summieren

Weil f (1) fastautomorph ist, gibt es cinen Punkt 7, und eine
Umgebung U, von 74, in der f(z) fastperiodisch ist. Wir bilden

A(Lyy Ly) = sup [ LLyf— LLy [y,
rer

Ferner setzen wir

1—n2u wenn u =~ 1

F, (1) =

n
[n

e
—
wenn 2 _z_

1 Die Fourierreihen des gegenwiirtigen Paragraphen diirfen nicht mit den-
jenigen des § 2 verwechselt werden. Dic letzteren bezeichnet man besser alé
Potenzreihen.
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und
R 21 C IOV
&) = E AT )

Diese Funktion ist eine sogenannte Gewichtsfunktion ([2]
Seite 138) mit der Fourierreihe

£,(L) = 2 sV 2 DEN(L)
¥ o

(vgl. [2] § 33 Satz 4). Die Fourierreihen gefalteter Funktionen

konvergieren gleichmiBig ([2] Seite 142). Deshalb gilt

2) g, X f(L) = Z ® ,')Z Agy () DJY(L)

gleichmaBig fur alle 7& U, und alle Z & I Aus der Kon-
struktion der g, folgt, dal3

1f(LD) =g, X f(LD) |y, S 1/n.

Ist 2 ein beliebiges abgeschlossenes Gebiet, welches kein zu
ciner polartigen Stelle dquivalentes 7 enthilt, so ist nach [2] § 33
Satz 2

E’gu Xf(LT) ”D .—<: ”f”D

Berficksichtigt man noch die Sétze 3 und 4 des vorangegangenen
Paragraphen, so erkennt man, da3 die fastautomorphen Funk-
tionen (2) im Sinne der Definition des § 4 gegen f (L) konver-
gieren. Insbesondere konvergieren die Funktionen

2yl 2 AR
v 3
gegen f (7). Wir haben also bewiesen

Satz 1. Besitzt die fastautomorphe Funktion £ () die Fourier-
rethe
f@) ~ sM \ﬁ A(i)(.,:)
0
mit
AR @) = DO X (@),

21
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so existieren Zahlen %7, so daB die durch die konvergenten
Reihen

2 sy 2T AN @)
v )

erklarten fastautomorphen Funktionen mit # — 0o gegen f(7)
konvergieren.

Anmerkung: Die Zahlen 9 sind nur fiir abzihlbar viele »
ungleich Null. Existiert fiir ein » ein 7, mit & == o, so gilt

g

lim y®=1

7= 0

(siehe [2] § 33 Satz 4).
Aus (1) folgt leicht

A (Lx) = 2 DO(L) A7, (),

d. h. jedes AY) (7) gehért dem irreduziblen s*-dimensionalen
Darstellungsmodul von D® (L) an, welcher von den s fast-
automorphen Funktionen A% (z), ..., 4%, (¥) aufgespannt
wird. Diese Moduln sind nach § 4 Satz 3 simtlich in dem von

7 () aufgespannten Modul enthalten. Hieraus ergibt sich lcicht
der

Satz 2 (Hauptsatz): Jeder abgeschlossene gegeniiber Modul-
substitutionen invariante Modul M fastautomorpher TIunk-
tionen ist der kleinste abgeschlossene (invariante) Modul, welcher
alle irreduziblen (und folglich endlich-dimensionalen) Moduln
umfaft, die in M enthalten sind.

Um die Anwendbarkeit dieses Satzes zu demonstrieren, be-
weisen wir

Satz 3. Jede regulire fastautomorphe Funktion ist konstant.

Beweis: Die (uberall) reguliren fastautomorphen Funktio-
nen bilden einen abgeschlossenen invarianten Modul M. Die in M
enthaltenen endlich-dimensionalen Moduln bestehen natiirlich
nur aus reguliren fastautomorphen Funktionen, die nach §3
Satz 4 samtlich konstant sind. Also besteht wegen Satz 2 auch M
nur aus Konstanten,
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