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322 Peter Mittelstaedt

I. Einleitung und Problemstellung

Um die Fragestellung der vorliegenden Untersuchung zu ver-
deutlichen, ist es zweckmiBig, kurz auf die Entwicklung des
Problems der Quantenlogik einzugehen. Im Anschluf3 an die
durch J. v. Neumann [1] angegebene Formulierung der Quan-
tenmechanik (vgl. Anh. I) wurde im Jahre 1936 von Birkhoff
und v. Neumann [2] eine Theorie der abgeschlossenen Lincar-
mannigfaltigkeiten des Hilbertraumes entwickelt, welche von
einem algebraisch-verbandstheoretischen Gesichtspunkt her ge-
sehen (vgl. Anh. I1) in vieler Hinsicht eine gewisse Ahnlichkeit
mit der sog. ,klassischen'’ Logik besitzt. Aus diesem Grunde,
und wegen der physikalischen Deutung, welche abgeschlossene
Linearmannigfaltigkeiten im Rahmen der Quantentheorie er-
fahren [1], identifizierten Birkhoffund v. Neumann diese Un-
terriume mit Eigenschaften (qualities) eines physikalischen Sy-
stems, so daf3 der oben erwihnte Formalismus, die sog. Quanten-
logik, als eine Logik quantenmechanischer Eigenschaften cines
Systems interpretiert werden konnte. Die Abweichungen die-
ser Quantenlogik von der klassischen Logik sind derart, dab
sich in ihnen alle wesentlichen, im Vergleich mit der klassi-
schen Physik urspriinglich als paradox empfundenen Eigen-
schaften der Quantenmechanik in einer sehr allgemeinen Form
darstellen lassen, woraus sich die grundlegende Bedeutung der
Quantenlogik fiir alle Interpretationsfragen der Quantentheorie
erklart.

Im Rahmen der von Hilbert u.a. [3], [4] ausgearbeiteten
axiomatischen Auffassung der Logik lieB sich diese Quanten-
logik verstehen als eine kontingente Theorie, die fiir einen gewis-
sen Typus von Aussagen, eben die quantentheoretischen Eigen-
schaften, Gililtigkeit besitzt und daher die fur diesen Gegen-
standsbereich zutreffende Logik darstellt.

Wihrend sich so die Quantenlogik in die von der axiomatischen
Methode bestimmte Vorstellung tiber das Wesen der Logik wider-
standslos einordnen 1aBt, ist dies bei Beriicksichtigung der neue-
ren Entwicklung der Logik nicht mehr der Fall. Die im Anschiuf
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an Skolem [s5], Curry [6], insbesondere von Lorenzen [7], [8],
[9] entwickelte operative Auffassung der Logik begreift die Ge-
setze der Logik nicht mehr als willkiirlich gewihlte, lediglich dem
jeweiligen Sachgebiet angepalite Behauptungen, sondern als
Regeln, deren Evidenz sich jetzt aus einer Reflexion iiber die
Méoglichkeiten des schematischen Operierens mit Figuren nach
gewissen Regeln ergibt (vgl. Anh. I1I). Ein solches System von
Regeln zum Operieren mit Figuren wird dabei als ein Kalkiil
bezeichnet. Dadurch verliert der logische Formalismus jeg-
liche Willktir, da von jedem behaupteten logischen Satz jetzt
zu zeigen ist, wie er sich operativ begriinden 1iBt. An Stelle
der erwdhnten Kontingenz der logischen Sitze tritt somit eine
durch Reflexion tber das Operieren in Kalkulen gewonnene
Evidenz dieser Behauptungen, gleichzeitig jedoch wird klar,
daB diese operative Logik entsprechend ihrer Begriindung zu-
nichst nur auf Kalklile anwendbar ist. Jedoch ist damit die
Verwendung der operativen Logik in der gesamten Mathematik
legitimiert.!

Von hier aus wird die Problemstellung der vorliegenden Arbeit
sichtbar. Es erhebt sich ndmlich zunichst die Frage, ob der von
Birkhoff und v. Neumann entwickelte Formalismus in diesem
oder einem verallgemeinerten operativen Sinne als eine Logik
bezeichnet werden kann. Die Behauptung, dafl in dem von der
Quantentheorie beschriebenen Bereich der physikalischen Wirk-
lichkeit eine andere Logik, die Quantenlogik, gilt, wird aber
dadurch etwas problematisch, daB die Quantenmechanik eine
mathematisch streng formulierbare Theorie ist, fir die, als
mathematischen Formalismus, die operative Logik giltig sein
soll. Es stellt sich somit die weitere Frage, wieso die Logik der
quantentheoretischen Aussagen, falls sie sich als eine Logik im
operativen Sinne auffassen ldft, in einigen wesentlichen Punk-
ten von der operativen Logik der Kalkiile verschieden ist.

Um diese Fragen zu entscheiden, werden wir umgekehrt vor-
gehen und zunichst das Problem untersuchen, inwieweit Aus-

! Die operative Logik (Anh. III) umfaBt die effektive Logik, nicht hingegen
das tertium non datur, das nur fiir spezielle Kalkiile als zulassig nachgewiesen
werden kann.

22*
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sagen! Uber die physikalische Wirklichkeit den Gesetzen der
Logik gehorchen. Unter Logik wollen wir dabei stets die effektive
bzw. die daraus durch Hinzunahme des tertium non datur ent-
stehende fiktive oder klassische Logik verstchen. Unser Wissen
tber die Wirklichkeit ist, jedenfalls fiir einen sehr weiten Bereich
physikalischer Phinomene, in der Quantentheorie und der dazu
gehorigen Theorie des MeB3prozesses [10] zusammengefal3t. Wir
werden daher die Frage zu untersuchen haben, ob die durch
diese Theorien charakterisierten Aussagen {iber die Natur
sich auf konstruierbare Figuren (Aussagen) eines Kalkils zu-
riickfiihren lassen. Wir werden sehen, dafl3 dies nicht allge-
mein der Fall ist. Vielmehr werden die operativen Moglichkei-
ten, die sonst in Kalkiilen bestehen, durch den Bezug der Aus-
sagen auf die physikalische Wirklichkeit einigen wesentlichen
Einschrinkungen unterworfen, so daB einige der Gesetze, die
in der effektiven Logik giltig sind, flir den Bereich physikali-
scher Aussagen nicht mehr allgemein zutreffen. Diese so be-
griindete Logik werden wir als operative oder effektive Quanten-
logik bezeichnen.

Es gibt allerdings eine bestimmte Klasse von physikalischen
Aussagen, bei denen die Reduktion auf die Theorie der Kalkiile
doch durchgefiihrt werden kann, die im Kap. II behandelten
kommensurablen Eigenschaften, deren Logik daher auch mit
der klassischen Logik genau ubereinstimmt. Dieser Spezialfall
ist deshalb von grofler Bedeutung, weil sich die gesamte ma-
kroskopische Physik auf die Theorie der kommensurablen
Eigenschaften zuriickfithren 148t, so dall die im Kap. Il durch-
gefithrte Diskussion u. a. zeigt, daB3 in der klassischen Physik
stets die klassische Logik gilt. Gleichzeitig soll Kap. IT dazu
dienen, die Begriffsbildungen der Quanteniogik und der opera-
tiven Logik an einem besonders einfachen Spezialfall einzu-
fliihren.

Zieht man tber die operative Quantenlogik hinaus noch die
fiir quantenmechanische Aussagen stets bekannte explizite Ge-

! Was dabeli im einzelnen unter ,, Aussage‘‘ zu verstehen ist, soll weiter unten
genauer prizisiert werden. Wir wollen uns hier auf die vorlaufige Formulie-
rung beschrinken, dafB ,,Aussagen sich auf die Ergebnisse irgendwelcher
physikalischer Experimente beziehen sollen.
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stalt dieser Aussagen in Betracht, so lassen sich zunichst einige
weitere Sitze beweisen, wodurch wir zur eigentlichen Quanten-
logik gefiihrt werden. Das tertium non datur ist von dieser Art.
Von hier aus ist es dann auch moglich, den Zusammenhang
quantenmechanischer Aussagen mit den von Birkhoff und
v. Neumann [2] verwendeten abgeschlossenen Linearmannig-
faltickeiten herzustellen. Es wird sich zeigen, dal man auf
diesem Wege exakt die von Birkhoff und v. Neumann an-
gegebene Quantenlogik erhilt. Insbesondere ist bemerkenswert,
daf3 die in dieser Theorie zundchst auf Grund rein mathema-
tischer Uberlegungen an den abgeschlossenen Linearmannig-
faltigkeiten eingefihrten logischen Begriffe ,,und®, ,,oder*" und
wnicht'* genau den in der operativen Logik eingefiihrten Sinn
haben. Man wird daher die Quantenlogik als eine Logik im
operativen Sinne des Wortes anschen diirfen, wobei allerdings
der Unterschied zur klassischen Logik dadurch entsteht, daf
die operativen Moglichkeiten gewissen, durch den Bezug auf die
physikalische Wirklichkeit bedingten Einschriankungen unter-
worfen sind. In diesem Sinne wird man die vorliegende Unter-
suchung als eine operative Begriindung der Quantenlogik auf-
fassen durfen.

In einem abschlielenden Kapitel (Kap. IV) soll, ausgehend
von der in Kap. I, IIT untersuchten Quantenlogik, eine auf die-
ser fiir das inhaltliche Verstindnis etwas sehr abstrakten Objekt-
sprache aufgebaute Metasprache eingefiithrt werden, die wohl am
chesten derjenigen Sprache entspricht, in der {iblicherweise die
Phinomene der Quantentheorie beschrieben werden. Auf diese
schr wesentliche Eigenschaft der Metasprache hat insbesondere
v. Weizsicker hingewiesen [11], {12]. Die Einfibhrung des fiir
die Quantentheorie entscheidenden Begriffes der Moglichkeit
in die Metasprache fiihrt dann zwangsldufig zu einem auf der
Ouantenlogik aufbauenden Modalkalkiil.!

1 Die mit der mehrwertigen Logik [13], [14], [15] zusammenhingenden
I'ragen werden in einer spiteren Arbeit behandeit. (Erscheint im Archiv fiir
mathematische Logik und Grundlagenforschung).
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II1. Die Logik der kommensurablen Eigenschaften

I1. 1 Problemstellung

In dem vorliegenden Kapitel soll die Logik derjenigen Aus-
sagen 4, B, C untersucht werden, die besagen, dal} ein im Zustand
| /> befindliches quantenmechanisches System S bestimmte
Eigenschaften £, £,, £, besitzt, wobel angenommen werden
soll, daf3 das Vorliegen dieser Eigenschaften gleichzeitig an dem
betreffenden System durch eine Messung nachgewiesen werden
kann. Unter einer Aussage 4 soll daher (vgl. Anhang I) die Be-
hauptung verstanden werden, daB3 der Zustand | /) des betrach-
teten Systems in einer abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeit
M, des Hilbertraumes liegt. Ist 7, der Projektionsoperator, der
auf M , projiziert, so werde also A durch

Ad=Py =15

definiert. (Das Symbol = verwenden wir stets flir Definitionen).

Die Logik dieser 4, B, C soll im folgenden kurz als die Logik
der kommensurablen Eigenschaften bezeichnet werden. Ebenso
werden wir der Einfachheit halber meist von den ,,Eigenschaf-
ten'* 4, B, C sprechen, soweit es keine Verwechslungsmoglich-
keiten mit den oben definierten £, geben wird.

Die Messung einer beliebigen Eigenschaft £, an einem Sy-
stem S verwandelt im allgemeinen dessen Zustand | f) in einen
prinzipiell nicht niher bestimmten Eigenzustand |A4,) von 7.
Der statistische Operator P = | f) {f| von .S geht namlich durch
die Wechselwirkung des Systems mit dem MeBgerit in den Ope-
rator D) | A, (A;| |{A;|f)|? eines Gemenges iiber[10]. Es ist
daher nicht méglich, das Vorliegen mehrerer allgemeiner Eigen-
schaften £, £, £, gleichzeitig an einem Zustand | f) durch
eine Messung nachzuweisen. Die hier vorgenommene Beschrin-
kung auf kommensurable Eigenschaften bedeutet, daf3 die Mes-
sung dieser GroBen den Zustand | /) nicht verandert, so daf3 meh-
rere solche Eigenschaften simultan an S gemessen werden kon-
nen. Mathematisch heif3t das, daf} die entsprechenden Projektions-
operatoren unter sich und mit 2 paarweise vertauschbar sind.
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Der Grund dafiir, da3 hier zunichst der Spezialfall der kom-
mensurablen Eigenschaften besprochen werden soll, ist, daf sehr
viele der fur die eigentliche Quantenlogik wichtigen Begriffs-
bildungen bereits an diesem Ubersichtlichen Fall diskutiert wer-
den konnen.

Da alle Projektionsoperatoren P, P, ... mit P vertauschbar
sind, folgt zunichst, daB das Vorliegen einer Eigenschaft £, an
einem System genau dann experimentell verifiziert werden kann,
wenn P, | /) = | f) gilt. Die in der Quantentheorie ableitbaren
Aussagen P, | /) = | f) geben daher eine vollstindige Informa-
tion tber den Ausgang von Experimenten, die zur Fest-
stellung kommensurabler Eigenschaften dienen. Die oben de-
finierten Aussagen A4, B, C entsprechen also eindeutig den
ableitbaren Aussagen des quantentheoretischen Kalkiils. Die
Logik dieser 4, B, C wird somit die Logik der Aussagen eines
beliebigen Kalkiils sein, d. h. die effektive Logik. Wir kénnen
daher den systematischen Aufbau der Logik kommensurabler
Eigenschaften dazu verwenden, die Methoden und Begriffs-
bildungen der operativen Logik an einem fiir uns besonders in-
teressanten Beispiel zu demonstrieren. Aus diesem Grunde soll
der hier vorgenommene Aufbau dieser Logik auch etwas aus-
fuhrlicher erfolgen, als dies der Sache nach unbedingt erforder-
lich wire.

Zur Untersuchung der algebraischen Struktur der im folgenden
diskutierten logischen Systeme werden wir uns weitgehend ver-
bandstheoretischer Mittel bedienen (vgl. Anh.II). Da der in
diesem Kapitel untersuchte Kalkil auch in dieser Hinsicht einen
besonders einfachen Spezialfall darstellt, sollen die in dem folgen-
den Kapitel benutzten verbandstheoretischen Begriffe an diesem
Beispiele genauer erklart werden.

Der so hergeleitete Kalkiil der kommensurablen Eigenschaften
wird genau mit der effektiven Logik irgendwelcher Kalkiilaus-
sagen Ubereinstimmen. Dariliber hinaus lassen sich jedoch noch
einige zusitzliche Regeln beweisen, da man hier auBlerdem die
explizite Form der Aussagen kennt. Das tertium non datur, das
effektiv nicht beweisbar ist, gehort zu diesen Regeln. Es sollen
jedoch zuerst die effektiv beweisbaren Sitze angegeben werden,
und die explizite Gestalt der Aussagen nur zum Beweis der zu-
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sitzlichen Regeln verwendet werden. Lediglich in einigen Fil.
len, in denen die Beweise der effektiv giltigen Gesetze durch Be-
nutzung der expliziten Gestalt der Aussagen besonders durch-
sichtig werden, sollen zusitzlich auch noch diese Regeln an-
gegeben werden.

Unter Benutzung der expliziten Gestalt wird es weiter moglich
sein, die mit den logischen Partikeln zusammengesetzten Aus-
sagen A A B, Av B, A— B explizit anzugeben. Es wird namlich
moglich sein, mit Hilfe der Operatoren £, und 7, sehr einfache
zusammengesetzte Operatoren zu definieren, die den zusammen-
gesetzten Aussagen entsprechen. Von hier aus wird man dann
einen einfachen Zugang zu der Méglichkeit finden, zusammen-
gesetzten Aussagen gewisse abgeschlossene Linearmannigfaltig-
keiten des Hilbertraumes zuzuordnen, ein Verfahren, von dem
insbesondere bei der Behandlung der eigentlichen Quantenlogik
in Kap. IIT ausfihrlich Gebrauch gemacht werden soll, da man
auf diese Weise einen unmittelbaren Zugang zu der Logik von
Birkhoff und v. Neumann [2] gewinnt.

Um die aus den verschiedenen als glltig erwiesenen logischen
Regeln sich ergebende algebraische Struktur besser charakteri-
sieren zu konnen, werden wir uns, ebenso wie bei der effektiven
Logik (Anh. I1I) verbandstheoretischer Begriffe bedienen. Es sei
jedoch betont, daf3 die Verbandstheorie auch hier immer nur zur
Dlustration der gewonnenen Zusammenhinge verwendet wird,
niemals aber zu deren Begriindung.

IL 2 Die logischen Begriffe

a) Die Halbordnung

Wir gehen aus von Aussagen der Form
(1L 1) A=P, | fy=1[/>

Zwischen diesen Aussagen moge eine Relation 4 — B definiert
werden, die genau den in Anh. III eingefGihrten operativen Sinn
hat. In bezug auf die physikalische Bedeutung von 4 und A heilit
»—"", daBl wenn eine Messung A ergeben hat, dann auch 7 bei
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einer geeigneten Messung als zutreffend vorgefunden wird. Be-
ziiglich der Relation 4 — B gelten dann die Regeln

(11, 2) A—~B
11,3) A—B, B—->C=A4A-C

Zum Beweis hat man zu zeigen, daf} die Benutzung dieser Regeln
aus jeder Ableitung eliminiert werden kann (vgl. Anh. III1). Wir
wollen hierauf nicht ndher eingehen. Benutzt man die explizite
Form (II, 1) der Aussagen, so ist (vgl. AI) 4 — B notwendig
und hinreichend dafir, dal3

(11, 4) Py=DPy Py=Py P,

gilt. Unter Benutzung von (11, 4) 148t sich (II, 2, 3) sehr einfach
beweisen: (I, 2): P, = P%; (11, 3): P,= P, Py, Py =
=P, P, also P, =P, P, P.= P, P..

Beziiglich der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten ist
(11, 4) dquivalent zu
i1, 5) M, < M,
Vom verbandstheoretischen Gesichtspunkt bilden die Aussagen
4, B, € beziglich der Relation ,, —** wegen (11, 2, 3) eine Halb-
ordnung.

b) Die Konjunktion

Sind A, B Aussagen im obigen Sinne, so fihren wir die Kon-
junktion durch die Regel
(11, 6) A, B —~ AANB

ein. In dem Kalktl der Aussagen 4, B, der nicht das Zeichen A
enthilt, ist dann (II, 6) relativ zulissig. Durch Inversion gewinnt
man die weiteren Regeln

:II)8> J‘IAB—>B
(II19> C—>A, C—>B:>C—>AAB
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Umgangssprachlich wiirde man A4 A B mit ,,4 und B* {iberset-
zen. Unabhingig von (1I, 6) kénnen wir (11, 7,8, 9) als Definition
der Aussage A A B auffassen. Unter Verwendung der expliziten
Form (II, 1) folgt aus (11, 7, 8, 9)

(11, 7a) Piwpg =P, Pyug

(I1, 8a) Piwp = Py Plup

(11, 9a) PyPe= Pe, PgbPe= Pec= Pyplc= P
Andererseits gilt fiir den Operator P, Py

(11, 7b) PyPg= Py (PyPp)

(11, 8b) P, Py= P, (P, Py

(11, 9b) PyPe= Pe, PgPe= Pe = P PyPc= P
so daf3 aus (II, 9a, gb)

(11, 10) Pawg= P4 Pp

folgt. Nach Anh.I projiziert 2, P, auf den Durchschnitt
M, ~ Mgder zu P, und P, gehorigen Unterrdume M, und M.
Vom verbandstheoretischen Gesichtspunkt gesehen bilden die
Aussagen bezgl. A einen Halbverband wegen (11, 7, 8, 9).

c) Die Disjunktion

Durch die Regeln
(11, 11) A—AvEB
(11, 12) B—AvE

werden die Aussagen AV B eingefiithrt. (I, 11, 12) sind relativ
zulissig in einem Kalkiil, der nicht das Zeichen Vv enthalt. Durch
Inversion gewinnt man die Regel:

(11, 13) A—C B—C= AVB—C

Umgangssprachlich wiirde man A v B mit ,,4 oder B* {iberset-
zen. (11, 11, 12, 13) kann jetzt wieder als Definition der Aussage
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Av B aufgefat werden, denn unter Benutzung der expliziten
Form (I1, 1) der Aussagen folgt, dal

(II,11a) Py=P4y Payp

(11, 12a) Pp="Py Pyyp

(II,13a) Py=PyPe, Pa=PpPr= P,y ,z=2PF,,,

gilt. Weiterhin gilt, dal3

(I,11b) Py =P, (P,+ Py— P, Py

(I,12b)  Pp= Py (Py+ Pg— 2L, Pp)

11,13b) Py=P, P, Pg=PyP.= P, + Py— P, Py=
=P+ Pg—P,Pg) P

so daB aus (I], 13a, 13b) folgt, dal3

(IL, 14) Pog=P 4+ Pg—P, Py

gilt. P4, g ist damit eindeutig festgelegt.

Aus Anh. I folgt weiter, daB3 £, 5 auf den von A/, und M,
aufgespannten Teilraum M, \ M, projiziert. Vom verbands-
theoretischen Gesichtspunkt bilden die Aussagen A4, B, C ...
bzgl. A und v einen Verband, oder bzgl. — eine Halbordnung,
in der fiir je zwei Elemente 4 und B eine obere Grenze AV B
und eine untere Grenze A4 A B existiert.

d) Die Implikation

Fiir die oben behandelte Implikation ,,—** gelten auBer (11, 2, 3)
in der operativen Logik noch die beiden weiteren Relationen

(11, 13) ARA—B>B

(I1, 16) ANC—>B = C*>A4—~B

Beide Gesetze kénnen wiederum dadurch als giiltig bewiesen
werden, daB sich ihre Benutzung in jeder Ableitung eliminieren
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1aBt. Man kann (II,15, 16) aber auch als Definition einer neuen
Aussage B — A auffassen, wenn man > wie bisher als Halb-
ordnung deutet und statt 4 — B jetzt wie in der Verbands-
theorie tiblich B — A schreibt. (11, 16) besagt dann, dall B — 4
die obere Grenze derjenigen Aussagen C ist, die A A C > B er-
fillen (vgl. A I1).

Unter Benutzung der expliziten Form (II, 1) der Aussagen
folgt, dal

(11, 15a) Pylp,a=2Ly Ly Py,

(11, 16a) PyPo=P PPp= Po=P.Py_,

und da weiterhin

(I, 15b) Py(1 =P+ Py Pp) =Py Py(1— P+ P Py
(1,16b) PP =P P Py = P. =P (1—P,+ P, P
(so gilt wegen (I, 16a, 16D)

(11, 17) Ppps=1— P+ PP,

Es ist interessant, an Hand von (11,17) den Zusammenhang mit
der frither als Halbordnung eingefiihrten Relation ,,—‘* zu unter-
suchen. Man sieht nimlich leicht, daf§

(I1, 18) Py=P Py o Py =1

gilt. Py _ 4 ist also der Einheitsoperator, wenn 4 — 7 giiltig
ist. Es liegt nahe, diesen Sachverhalt im Rahmen einer ,,Meta-
logik® so zu interpretieren, daBl B — A4 dann ,,wahr ist, wenn
zwischen 4 und B die Relation 4 — B besteht. B — A ist ja
jetzt nicht mehr als eine Relation, sondern als eine Aussage auf-
zufassen [16].

Verbandstheoretisch bedeutet das, dall 4 — B eine Halbord-
nungsrelation darstellt, 5 — A4 dagegen ein Verbandselement,
das zu B relative Pseudokomplement von A. Die Existenz eines
relativen Pseudokomplements fiir alle Aussagen hat u. a. die
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Distributivitidt des betreffenden Verbandes zur Folge. Die Be-
zehung (11, 18) heifit in verbandstheoretischer Schreibweise, dal3

fII,l_Q) A—->FB<s V-8B 4

wobeil I das Einheitselement des Verbandes ist, das man in re-
lativ-pseudokomplementiren Verbinden stets durch V= 4 — 4
definieren kann.

Der Zusammenhang mit der Theorie der linearen Unterraume
des Hilbertraumes ist hier der, dal

(11, 20) Py 4=1—P,+ P, Py

aul den Unterraum M, o (H — M )) projiziert, also auf alle
Teilrdume, die aus Linearkombinationen der Elemente von M,
und von A — M , bestehen. Wir werden hierauf im Zusammen-
hang mit der Negation noch einmal zurtickkommen.

e) Die Negation

Zur Definition der Negation nehmen wir an, dal3 der Kalkiil
eme A-Aussage enthilt, also eine Aussage, die fiir alle Aussagen
A4 die Relation A — A4 erfullt. In den hier untersuchten Kal-
kiilen wird stets eine A-Aussage existieren. Zur Einfithrung der
Negation verwenden wir dann die intuitionistische Definition

11, 21) A =d4d—A

Auf Grund dieser Definition gelten dann die beiden Sitze:
(11, 22) AN—Ad— A

(IT, 23) ANC—> /N = C— — A

woraus der Spezialfall

(11, 24) 4d———4

folgt,
Die explizite Form der Aussage — A4 ist auf Grund der De-
finition leicht zu finden. Zunichst ist fur alle 4: Py=P, P,
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also P, = o. Nach (II, 21) ist weiter — 4 = A — A4, so daf
wegen (11, 20) folgt:

(11, 25) P

—> A

=1—21,

P __ , projiziert also auf den zu A/, totalsenkrechten Unterraum
H—M, . Auf Grund von (11, 25) lassen sich weitere wichtige
Sétze Uber die Negation beweisen, die also iiber die effektive Lo-
gik hinausgehen. Zunichst gilt, dafl tber (II,24) hinaus alle
Aussagen stabil sind, also

(II,Z@) —~—A A
da Po_ ,=1—0—P) =P,
Das tertium non datur

(11, 27) V> Av— A

ist also fiir alle Aussagen relativ zuldssig. Dariiber hinaus kann
man (I, 27) hier wegen (II, 14) und (11, 24) auch direkt beweisen,
denn es gilt £, = 1 und

Pivoa=Py+ P ,—P, P =1

Die wichtige verbandstheoretische Bedeutung dieser Bezichung
soll im folgenden Abschnitt besprochen werden.

IL. 3 Der Logikkalkiil

Wir fassen noch einmal die im vorangegangenen Abschnitt ge-
wonnenen Darstellungen der logischen Begriffe zusammen.

A Py M,

— A4 1 — P, H— M,

ANEB P, Py, M, ~ My
AvE P,+Py—=PrP, P, Moo My
4—B 1—Pp+ P, Py My (H—My)

A—B P, =P, P, M, < M,
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Fur diese Begriffe wurden zunichst im Rahmen der effektiven
Logik die folgenden Sitze bewiesen

(11, 28) (1) A -4
(2) A—-BB—-C=4—-C
(3) ANB — 4
(4) ANB — B
(5) C—-H4, C—>B=>C—AAP
(6) A—>ArB
(7N B—>AARB
(8) A—->C,B->C=ArsB—-C
(9) Arnd - B> B
(10) ANC—>B=(C">4—-C
(11) AN— A4 — A
(12) ANC—>N=(C—— 4

Unter Benutzung der expliziten Form der Aussagen konnte dar-
iber hinaus gezeigt werden, daB alle Aussagen stabil sind:

(11, 29) A —— A4
und das tertium non datur

(11, 30) V—sAv— 4

gilt. Auf Grund der expliziten Form der Aussagen 148t sich auch
leicht eine Bezichung zwischen — und Vv herleiten. Es ist nim-

lich

(1L, 31) B—A < —AvVE

da

Ppy=( =P+ P P =P 4 Py—P_ Py=P_ .,

Es soll hier noch etwas auf die verbandstheoretische Struktur
des durch (II, 28,29,30) charakterisierten Kalkiils eingegangen
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werden. Bezliglich der Relation — bilden die Aussagen eine
Halbordnung (11, 28,1,2), die zu je zwei Elementen 4 und B
wegen (11, 28,3,4,5) eine untere Grenze A A B besitzt (Halb.
verband) und wegen (I, 28,6,7,8) cine obere Grenze AV B, so
dal} die untersuchte Struktur ein Verband ist. Wie stets in Ver-
binden gelten daher die zueinander dualen Beziehungen

(11, 32) (ANB)V(AANC) — AAN(BAC)
(11, 33) AV(BAC) — (AVB)A(AVC()

Die Beziehungen (11, 28,9, 10) besagen, dal} der betrachtete Ver-
band relativ-pseudokomplementir ist, dafl also zu je zwei Ele-
menten A und B ein Element B — A, das zu B relative Pseudo-
komplement von 4, existiert. Es existiert daher zunichst ein Eins-
element " = 4 — A. Weiterhin gilt der wichtige Satz, da} rela-
tiv-pseudokomplementire Verbinde distributiv sind, dal also
auch die Umkehrungen von (I1, 32,33)

(I1, 32a) ANBYC) — (ArNB)V(AAC)
(11, 33a) (AVB)A(ANC) — AV(BAC)

gelten. Auf den Beweis dieses wichtigen Satzes werden wir in
Satz 111,1 ausfiihrlich eingehen.

Die fur (11, 28,11, 12) wichtige Annahme, dal3 eine A-Aussage
existiert, bedeutet, dal3 der betreffende Verband ein Nullelement
besitzt. Da der Verband weiter relativ-pseudokomplementir ist,
existiert also insbesondere das Pseudokomplement — A zu A,
das wir oben als Negation bezeichnet haben. Die Beziehungen
(11, 28,11, 12) gelten hier wie stets flir Pseudokomplemente.

Dariiber hinaus gilt hier aber auch noch (II, 30), weshalb — 4
sogar ein Komplement ist. Da in distributiven Verbinden die
Komplementbildung weiterhin eindeutig ist, ist — A also das
einzige Komplement zu A.

Wir haben daher einen relativ-pseudokomplementéren Ver-
band mit o- und 1-Element, der aullerdem (11, 30) erfiillt, also
einen komplementiren, distributiven Verband, oder auch eine
Boolsche Algebra. Die Logik der kommensurablen Eigenschaf-
ten ist daher vollkommen idquivalent zur klassischen oder fikti-
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ven Logik. Es soll hier noch ganz kurz darauf eingegangen wer-
den, wie sich im AnschluB3 an die bisherigen Betrachtungen auch
dic Quantoren J und V einfithren lassen. Wir werden jedoch
in den folgenden Kapiteln von den Quantoren keinen weiteren
Gebrauch machen.

Wenn in einer Formel eine Aussageform A (x) vorkommt,
deren Variable x man nicht spezialisieren darf, da sonst die be-
treffende Formel ungiiltig wiirde, so wollen wir sagen, daB die
Variable x in A4(x) gebunden ist, und A(x) dafur schreiben.

xist dann keine freie Variable mehr und darf nicht mehr spezia-
lisiert werden. Wir definieren dann die Generalisation A durch

(11, 34) NAGE) = 4@
Weiterhin fithren wir durch die relativ zuldssige Regel
(11, 35) A(x) - V A(x)

die Partikularisation V ein. Man kann dann im Rahmen der
x

effektiven Logik zeigen, daB (auf die Beweise wollen wir hier
nicht eingehen, vgl. Lorenzen [g])

(11, 36) AAY B(x) < V A B(x)
(I1, 37) AvVA B(xy <= N AVB(x
A 37) A ) A (%)

gilt, und weiterhin

(11, 38) VA — — A A(x)
(11, 30) Ao A@) o=V A()

Mit dem hier giiltigen tertium non datur 148t sich dar{iber hinaus
auch noch

(11, 40) — A A(x) =V — Ax)

beweisen. Die Beziehungen (11, 36,37) stellen eine Verallgemei-
nerung von (11, 32,33) fiir unendlich viele Aussagen dar. Ver-
bandstheoretisch entspricht dem die Tatsache, daB die Unter-
mengen des Hilbertraumes zunichst einen vollstindigen Verband

23 Miinchen Ak. Sb. 1959
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bilden, so daf3 auch fiir jede unendliche Folge von Teilmengen
eine obere und eine untere Grenze existiert. Somit gilt:

(11, 41) AVN B(x) — ) (AVB(x)
(11, 42) V(AAB(x)) — AAY B(x)

und die dazu duale Aussage. Da der Verband aber weiterhin
relativ pseudokomplementir ist, gelten auch die unendlichen
Distributivgesetze (11, 36, 37). Dem entspricht die Tatsache, daf3
wir uns hier auf die orthogonalen Teilriume beschrankt haben,
Fiir den Verband beliebiger Teilrdume gelten, wie im folgenden
Kapitel untersucht werden soll, namlich statt der Distributiv-
gesetze (11, 36, 37) nur noch die stets in vollstindigen Verbinden
giltigen Beziehungen (11, 41, 42).

III. Die Logik der inkommensurablen Eigenschaften

II1. 1 Physik und Logik

Die im vorangegangenen Kapitel behandelte Logik der kom-
mensurablen Eigenschaften ist eine Logik, die fiir alle Aussagen
gilt, die simultan an einem physikalischen System gemessen wer-
den kénnen. Man konnte daher versucht sein zu meinen, dafl
damit das Problem der Logik in der Quantentheorie abgeschlos-
sen werden kénne, da man sich fir alle weiteren Aussagen, die
ja nach Voraussetzung nicht mehr gleichzeitig meBbar sind, gar
nicht zu interessieren brauchte. Gegen diese Auffassung ist je-
doch der Einwand zu erheben, daf3 es eben eine der bemerkens-
werten Eigenschaften der Quantenmechanik ist, dal man an
einem gegebenen System jede beliebige Eigenschaft messen kann,
wobei man allerdings im aligemeinen die Resultate der voran-
gegangenen Messung ganz oder teilweise zerstort.

Unter diesen Umstinden liegt es nahe, sich nicht auf die
Untersuchung einer bestimmten Klasse kommensurabler Eigen-
schaften zu beschrinken, sondern diese zur Klasse aller mef-
baren Eigenschaften zu erweitern. Auch wird es oft gar nicht
bekannt sein, ob zwei Eigenschaften % , und £, kommensurabel
sind oder nicht, so daf} es sinnvoll ist, von vornherein beliebige
Eigenschaften in Betracht zu ziechen. Es soll daher in diesem
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Kapitel die Frage untersucht werden, ob sich die fur die kommen-
surablen Eigenschaften gefundenen logischen Regeln ganz oder
wenigstens teilweise auf die Klasse beliebiger Eigenschaften
iibertragen lassen, was dann zu einer ,,Logik‘ allgemein in-
kommensurabler Eigenschaften fiihren wiirde.

Dabei erhebt sich natiirlich zunichst die Frage, in welcher
Hinsicht ein System solcher Regeln als eine Logik im bisher ver-
wendeten Sinne des Wortes betrachtet werden kann, und mit
welchen Methoden sich diese Regeln begriinden lassen, bzw. was
hier Gberhaupt unter Begrindung zu verstehen ist. Um diese
Frage zu diskutieren, ist es niitzlich, sich noch einmal zu ver-
gegenwartigen, wie der Aufbau der Logik der kommensurablen
Eigenschaften durchgefithrt wurde.

Geht man aus von der Definition 4 = P, |f) = | /) einer
Aussage und 1Bt nur kommensurable 4 zu, fir die die Projek-
tionsoperatoren vertauschbar sind, so zeigt die Quantentheorie,
daB zwischen einer solchen Theorie und der physikalischen Rea-
litait sehr einfache Beziehungen bestehen. Der Formalismus @
der Quantenmechanik ist ndmlich eineindeutig abbildbar auf
die Vorgédnge in einem physikalischen System. Die Ergebnisse
eines MeBprozesses sind dabei ebenfalls eineindeutig zugeordnet
den im Kalkiil der Quantenmechanik ableitbaren Aussagen, da
hier nur kommensurable Eigenschaften diskutiert werden. Dem
nMessen'* einer Eigenschaft £, an § entspricht daher einein-
deutig das ,,Nachsehen' in dem Kalkul @, ob A4 unter den ab-
leitbaren Aussagen ist.! Diese Zusammenhinge kénnen wir durch
das folgende Schema verdeutlichen:

Quantentheoretischer = N Physikalisches
Kalkil Q System .S
J’ ,,Nach sehen“l l ,,Mes|sen‘* i
Y b 4 Y

Ableitbare Aussagen MeBergebnisse
A, B8,C A, B, C

! Den Kalkiil Q denken wir uns aufgebaut aus ecinigen experimentell ge-
wonnenen Aussagen iiber den Zustand | ¢ > des untersuchten Systems, die
als Anfangsaussagen auftreten, und simtlichen im Hilbertraum giltigen
Bezichungen 4 — £, die die Regeln des Kalkiils darstellen.

23"
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Die Frage, ob fur die MeBergebnisse 4, B, C die effektive Lo-
gik gilt oder nicht, ist durch diese Zuordnung auf das Problem
zuriickgefithrt, ob die effektive Logik fiir die Aussagen eines
Kalkiils gilt. DaB dies der Fall ist, kann aber in der operativen
Begriindung der Logik durch protologische Methoden gezeigt
werden. Die Glltigkeit des tertium non datur muf3 allerdings
jeweils an dem speziell vorliegenden Kalkiil nachgewiesen wer-
den.

Die gleichen Verhiltnisse wie bei kommensurablen Eigenschaf-
ten liegen auch in der gesamten klassischen Physik vor, worauf
wir jedoch hier nicht niher eingehen wollen. Sowohl in der klas-
sischen Physik als auch in der Physik der kommensurablen
Eigenschaften hat daher die Existenz der im obigen Schema an-
gegebenen Abbildung zur Folge, daB fir die physikalischen Aus-
sagen die klassische Logik giiltig ist. Inwieweit eine Abbildung
existiert, mul} jeweils von der Physik nachgepriift werden. Es
besteht jedenfalls keinerlei Grund, a priori anzunehmen, daf
die Aussagen irgendeines Erfahrungsbereiches eo ipso den Ge-
setzen der klassischen Logik gehorchen miiiten. Wie wir schen
werden, ist dies auch nicht immer der Fall.

In der Quantenmechanik allgemein inkommensurabler Eigen-
schaften versagt das obige Schema. Zwar ist es moglich, dem
unbeobachteten System eineindeutig den Formalismus der Quan-
tentheorie zuzuordnen, fiir die MeBergebnisse ist dies jedoch
nicht moglich. Die Messung einer beliebigen GréBe £, verin-
dert namlich den Zustand |f) des Systems in einer solchen
Weise, daB3 der neue Zustand ein Eigenzustand von £, ist. Da
ein entsprechender Vorgang beim ,,Nachsehen‘* in einem Kalkill
naturgemif nicht méglich ist, versagt hier die Zuordnung der
MeBergebnisse zu den ableitbaren Aussagen.

Man kénnte natiirlich daran denken, den MeBapparat 4/, der
diese storenden Wirkungen auf das System ausiibt, mit in das
System einzubeziehen, so daB} (S + M) das neue System ist
und die Messung sich auf die reine Ablesung der Resultate redu-
ziert. Dieser letzte Schritt ist insofern unproblematisch, als er
kein spezifisch quantentheoretisches Element mehr enthilt. Man
sieht jedoch leicht, daBl man durch ein solches Vorgehen wenig
gewinnt (vgl. dazu das untere Schema). Dem System (S + M)
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hitte man die Theorie von (S + /) zuzuordnen, also die Quan-
tentheorie von S und die Theorie des MeBprozesses. Die Theorie
des MeBprozesses macht aber nur die Aussage (vgl. StiBmann
[10]), daB der Operator | ) {(f| des Systems bei der Messung der
Observablen A4 durch die Wechselwirkung des Systems mit dem
MeBgerit gemal der Formel

| 1= 27140 (4| ) (f14:) (4]

in den statistischen Operator eines Gemenges iibergeht. Uber
den wirklichen Ausgang eines ecinzelnen Experiments kann die
Theorie nichts aussagen. Durch ,,Nachsehen* im Kalkil ge-
winnt man also immer nur statistische Aussagen, die man dem-
gemdl nur mit den statistischen Aussagen liber viele Experi-
mente vergleichen kann. Die statistischen Aussagen iber viele
Experimente sollten daher auch wieder der klassischen Logik
gehorchen. Da die Theorie aber iber den Ausgang einer einzel-
nen experimentellen Messung keinerlei Aussagen macht, existiert
jetzt auch keine Zuordnung mehr zwischen MeBergebnissen und
Kalkiilaussagen. Es besteht daher auch kein Grund mehr, anzu-
nehmen, daf beliebige, im allgemeinen inkommensurable Eigen-
schaften eines Systems S der klassischen Logik gehorchen.

Quantentheorie von S Phyikalisches
und Sk System .S
Theorie des MeBprozesses und MeBgerit A7
l ,,Ablelsung“ ‘
b 4

,,Nach sehen ;
Einzelmessungen

. { A, B,C
| | | |
A\ A\ Y b § 4 b 4
Statistische Aussagen Statistik der
iber Gemenge N = Messungen

Gehen wir daher von beliebigen, allgemein inkommensurablen
Eigenschaften aus. Ebenso wie frither wollen wir Regeln 4 — B
untersuchen, die den folgenden Sinn haben: Ist £, an einem
System durch eine Messung nachgewiesen, so hat dieses System



342 Peter Mittelstaedt

auch die Eigenschaft Z 5, d. h. eine Messung wird stets das Vor.
liegen von £, ergeben. Unter diesen Regeln und den kompli.
zierteren der Form € —=> 4 — B fragen wir wieder nach den-
jenigen, die unabhingig von den speziellen Aussagen 4, B, ¢
stets gelten, d. h. deren Benutzung eliminiert werden kann. Die
Frage, wie die Eliminierbarkeit zu beweisen ist, ist jetzt aber ney
zu untersuchen. Bei kommensurablen Eigenschaften 4, B, ¢
war bekannt, dal3 diese eineindeutig abbildbar sind auf die ableit-
baren Aussagen eines Kalkiils. Man konnte daher vergessen,
daBl man es mit moglichen MeBergebnissen zu tun hat, und sich
auf die Diskussion von Kalkiilaussagen und deren Logik be-
schranken. In Kalkiilen ist aber auf Grund der protologischen
Prinzipien klar, was man unter Eliminierbarkeit zu verstehen
hat. Da die eineindeutige Abbildung auf Kalkiile jetzt nicht
mehr existiert, muf man stets beachten, daB3 die 4, B, C mog-
liche MeBergebnisse sind. Die Frage, ob gewisse Aussagen ge-
messen werden koénnen oder nicht, ist bestimmt durch die phy-
sikalische Theorie der Aussagen, also die Quantentheorie ein-
schlieBlich der Theorie des MeBprozesses. Von dieser Theorie
brauchen wir hier aber zunichst nur die Behauptung, dal} zwei
Eigenschaften nur dann simultan gemessen werden konnen,
wenn sie ausdriicklich als kommensurabel vorausgesetzt sind.

Fiir eine Ableitung, in der allgemeine Aussagen 4, B, € und
irgendwelche Regeln 4 — B vorkommen mdégen und die sich
ihrem Wesen nach stets auf ein System in einem bestimmten Zu-
stand bezicht, bedeutet dies: ,,In einer Ableitung dirfen zwei
Aussagen nur dann explizit! auftreten, wenn sie ausdriicklich als
kommensurabel vorausgesetzt sind."*

Diese Forderung, die wir im folgenden kurz als Komplemen-
taritdtsprinzip bezeichnen wollen, besagt also, dall die Inkom-
mensurabilitit zweier Aussagen 4 und B hier ganz im opera-
tiven Sinne zu deuten ist: Man kann sie nicht aus einem Experi-
ment gleichzeitig gewinnen und somit auch nicht gemeinsam
aufschreiben. Das Komplementarititsprinzip driickt daher eine
starke Einschrinkung der operativen Mdglichkeiten aus.

1 Unter ,,explizitem‘’ Auftreten einer Aussage A4 in einer Formel verstehen
wir hier, daB eine bestimmte Zeile der Ableitung nur diese Aussage enthiilt.
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Wir kénnen jetzt auch die Frage beantworten, wenn eine Regel
A— B oder C > A4 -— B als eliminierbar bezeichnet werden
kann. Das ist ndmlich genau dann der Fall, wenn eine jede Ab-
leitung, die die Regel benutzt, ersetzt werden kann durch eine
andere Ableitung, die diese Regel nicht benutzt und die auBer-
dem dem Komplementarititsprinzip geniigt. Die Gesamtheit
aller Regeln, Metaregeln usw., die so als allgemeingiltig, also
fiir belicbige Aussagen eliminierbar nachgewiesen werden kon-
nen, wollen wir daher als operative oder auch effektive Quanten-
logik bezeichnen.

Vom Gesichtspunkt dieser Logik aus gesehen erscheint das
Komplementarititsprinzip als ein protologisches Prinzip, das
hier zu den bisher bekannten protologischen Prinzipien noch hin-
zugenommen werden muf3. Die durch die Physik der MeBaus-
sagen bedingte Einschrinkung der operativen Verfiigbarkeit {iber
diese Aussagen laBt sich also durch ein neues protologisches Prin-
zip ausdriicken, welches das Ableiten gewissen Beschrinkungen
unterwirft.

In der Logik allgemein inkommensurabler Eigenschaften, also
der effektiven Quantenlogik, wird man daher die Frage zu unter-
suchen haben, in welchem Umfang sich die aus der klassischen
Logik bekannten Gesetze auch noch unter Beachtung des Kom-
plementarititsprinzipes beweisen lassen, d. h. ob vielleicht einige
dieser Gesetze so allgemein gelten, daBl man nicht notwendig die
Kommensurabilitit der in ihnen enthaltenen Aussagen explizit
verlangen mubB.

III. 2 Die logischen Begriffe

Der Aufbau der effektiven Quantenlogik, also der effektiven
Logik allgemein inkommensurabler Eigenschaften vollzieht sich
dhnlich wie der der operativen klassischen Logik. Ausgehend von
dem oben besprochenen allgemeinen Aussagetyp, der einem mog-
lichen Experiment entspricht, werden wir untersuchen, welche
Regeln, Metaregeln usw. stets eliminierbar sind, wobei aber jetzt
zu den bekannten protologischen Prinzipien, mit deren Hilfe die
Eliminierbarkeit bisher bewiesen wurde, jetzt noch das Kom-
plementarititsprinzip hinzugenommen werden muf. Im Ver-
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gleich zur Logik kommensurabler Eigenschaften ist also jetst
die Frage zu stellen, welche der in der klassischen Logik giiltigen
Regeln so allgemein sind, daB sie auch nach Hinzunahme des
Komplementarititsprinzips noch giiltig sind, dal3 man fiir ihre
Gultigkeit also nicht explizit die Kommensurabilitit der in ihnen
enthaltenen Aussagen fordern muBl. Wir werden sehen, daB dies
fur alle Regeln bis auf eine Ausnahme tatsdchlich der Fall ist.
Die Gesamtheit dieser Regeln bildet dann die effektive Quan.
tenlogik.

Wihrend das im operativen Aufbau der Quantenlogik beng-
tigte Komplementarititsprinzip gewissermallen nur eine begriff-
liche Minimalforderung darstellt, die man an die Aussagen zu
stellen hat, um die effektive Quantenlogik herzuleiten, ist in Wirk-
lichkeit viel mehr {ber diese Aussagen bekannt, da man ihre
explizite Form genau kennt. Aus der Tatsache, dal3 die Aussagen
dieForm 4 = P, | f) = | f) haben, lassen sich daher auch wei-
tere Regeln herleiten, die zwar nicht allgemein, aber speziell fiir
die hier untersuchte Logik quantenmechanischer Aussagen gel-
ten. Das tertium non datur ist von dieser Art. Die um diese
speziell fiir quantenlogische Aussagen giiltigen Regeln erweiterte
effektive Quantenlogik werden wir im folgenden kurz als Quan-
tenlogik bezeichnen. Diese Quantenlogik ist also nicht allein aus
den protologischen Prinzipien zu begriinden, da in einige Gesctze
spezielle Eigenschaften des verwendeten Aussagetyps wesent-
lich eingehen.

Im einzelnen werden wir im folgenden Kapitel so vorgehen,
daBl wir zunichst die logischen Begriffe (II1, 2) mit protologischen
Mitteln definieren. Gewisse Sitze der effektiven Quantenlogik
lassen sich dann sofort beweisen. Die Verwendung der expliziten
Gestalt der Aussagen macht es dann weiter moglich, die logischen
Begriffe A, v, — durch abgeschlossene Linearmannigfaltig-
keiten des Hilbertraumes zu interpretieren. Dadurch werden wei-
tere Sidtze beweisbar. Dagegen ist die in Kap. Il verwendete
Darstellung der logischen Partikeln durch zusammengesctzte
Projektionsoperatoren hier nicht mehr moglich. Dies liegt im
wesentlichen daran, dal} sich aus zwei nicht vertauschbaren Pro-
jektionsoperatoren keine neuen, nichttrivialen Projektionsopera-
toren bilden lassen.
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Um die Bedeutung der aus den verschiedenen Regeln jeweils
sich ergebenden algebraischen Strukturen besser {ibersehen zu
kénnen, werden wir wiederum die verbandstheoretischen Be-
trachtungen neben den logischen parallel laufen lassen, ohne im
cinzelnen jedesmal den Ubergang zur anderen Terminologie be-
sonders zu betonen. Die Begriindung der logischen Regeln er-
folgt natiirlich stets mit rein logischen Mitteln. Die verbands-
theoretische Terminologie dient nur zur Verdeutlichung der ge-
wonnenen strukturellen Zusammenhinge.

2) Die Halbordnung

Es seien A, B, C beliebige Aussagen, P,, Py, P die ent-
sprechenden Projektionsoperatoren, so dal} etwa 4 durch

(111, 1) A=P, /=15

definiert ist, und M ,, My, M seien die abgeschlossenen Linear-
mannigfaltigkeiten, auf die die Projektionsoperatoren projizieren.

Wir fihren dann zwischen zwei Aussagen 4 und B die Rela-
tion 4 — B ein, wobei 4 — B bedeutet, dall wenn eine Eigen-
schaft 4 gemessen ist, dann auch B gemessen ist, d. h. daf} jede
Messung, die eine positive Entscheidung iiber das Vorliegen
von A fallt, auch das Vorliegen von B ergibt. Auf Grund dieser
Definition ist klar, dafy die Glltigkeit von 4 — B unter anderem
besagt, da3 4 und B kommensurabel sind.

Fir die Relation ,,—‘* gelten die beiden Regeln

(111, 2) A4
(111, 3) A—B B—>C = A—C

Zum Beweis einer Formel 4 — B hat man zu zeigen, dafl im
Kalkil der Aussagen A, B, C jede mit Hilfe von 4 — B her-
geleitete Aussage auch ohne diese Regel hergeleitet werden kann.
Fiir 4 — A ist das der Fall, wie man sich leicht {iberzeugt.
(I1I,4) behauptet, dafl die Regel 4 — € dann entbehrlich ist,
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wenn man die Regeln 4 — B und B — C zum Kalkil hinzu-
nimmt. Eine Ableitung, die 4 — C benutzt, sicht folgender.
malen aus

Nimmt man die Regeln 4 — B und B — C jedoch hinzu, so
kann auf 4 — C verzichtet werden, wie die folgende Ableitung
zeigt:

1. A

A — B n. B
B—-Crn-+f1.C

Benutzt man die explizite Form der Aussagen A, B, C, so be-
deutet 4 — B, dafl immer dann, wenn 27| /) = | f) gilt, folgt,
daB auch P, | f) = lf) giiltig ist, und zwar fir jedes | /). Wiein
Anh. I gezeigt, ist dafiir notwendig und hinreichend, dal}

(I11, 4) Py =P,y Py= PyP,

ist. Das heiflt aber, da3 2, und P stets vertauschbar sind, also
dieselben Verhiltnisse vorliegen wie in Kap. II. Der Beweis der
Formeln (II1, 2, 3) ist unter Benutzung der Operatorschreibweise
sehr einfach:

(I1,2): P:i=2P, (I1.3):P,=P,P, P,=P,P.

also P, =P, P, P. =P, P,.
Beziiglich der abgeschlossenen Linearmannigfaltigkeiten 47,
M g und M ist (111, 4) wiederum dquivalent zu

(111, 5) M,y < M,

Vom verbandstheoretischen Gesichtspunkt bilden die Aus-
sagen eine Halbordnung beztglich ,,—*, wegen (111, 2, 3).
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b) Die Konjunktion

Sind 4 und B Aussagen einer Theorie, so werde eine neue
Aussage A A B gemif der Regel

(111, 6) A B — AANDB

eingefithrt. Enthilt ein Kalkil wenigstens 4 und B und nicht
das Zeichen A, so ist (111, 6) relativ zulidssig. Durch Inversion er-
geben sich dann wieder die Regeln.

(111, 7) AANB - 4
(111, 8) ANB - B
(111, 9) C—>A,C—>B=C—->AAEB

Vom inhaltlichen Gesichtspunkt wiirde man 4 A B durch ,,4
und B*“ Gibersetzen, jedoch sind die folgenden Ableitungen nicht
vom inhaltlichen Sinn des Wortes ,,und‘* abhingig. Ohne Bezug
auf (111, 6) kdnnen wir jetzt (111, 7, 8, 9) als eine Definition der
Aussage A A B auffassen, die 4 A8 im Rahmen der hier dis-
kutierten Aussagen eindeutig festgelegt ist. Sei

ANB = Pg /=1,

die gesuchte Aussage, so ist zundchst wegen (I1I, 7, 8, 9)

(111, 7a) Pyng =P Pyup

(I11, 8a) Piupg=PzP 5

(IIl,9a) P Pr=PFP, PyP.=P.= P, zP. =P,
Betrachten wir andererseits den Operator £, _ 5, derauf M , ™ My
projiziert, so gilt wegen

(I11, 7b) My~My <M,

(11, 8b) My~My; < My,

(Il ob)y M. <M, M, < My= M, <M, ~ M,
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auf Grund der Aquivalenz von (I11, 4) und (111, 5) auch
(111, 7¢) Pog=2P4 Pyp
(111, 8¢) Py p=PyP, 5
(Ill,9¢) Po=~P, P, Pr=PygP.=P.=P, 5P,
wegen (111,9a) und (III, 7¢, 8c) gilt aber

Pyrs =Purs Pars="Psp Pirs
und wegen (111, gc) und (111, 7a, 8a)

Ping =PunpgPars = LargPans

so daB also

(111, 10) Pywg =P,y 5

folgt. Damit ist aber 7, 5 eindeutig bestimmt als der Operator,
der auf den Raum M, ~ M, projiziert. Eine Darstellung von
P, .5 als Produkt der Operatoren £, und Py ist jedoch jetzt nicht
mehr méglich, da P, Py im allgemeinen kein Projektionsopera-
tor ist.

In verbandstheoretischer Sprechweise bilden die Aussagen, die
(111, 3,4) und (I11, 7,8,9) gehorchen, einen Halbverband.

¢) Die Disjunktion

Es seine 4 und B beliebige Aussagen iiber das System. Durch
die Regeln

(111, 11) A—AvE
(111, 12) B> AvVE
fiihren wir die neue Aussage A4 v B ein. Die Regeln (III, 11,12)
sind in dem Kalkil, der die Aussagen 4 und B enthilt, aber nicht

das Zeichen v, relativ zuldssig. Durch Inversion gewinnt man
weiter die Regel

(111, 13) A—C B—>C=AVB—~C



Untersuchungen zur Quantenlogik 349

die in dem Kalkiil, der die Aussagen 4 und 5 und die Regeln
(I11, 11,12) enthilt, relativ zuldssig ist. Umgangssprachlich
wirde man 4 v B mit ,,4 oder B iibersetzen, ebenso wie in der
in Kap. IT behandelten Logik. Die im folgenden durchgefiihr-
ten Ableitungen sind jedoch wiederum nicht von dem inhalt-
lichen Sinn des Wortes ,,oder'‘ abhingig. Es mag deshalb hier
genligen, festzustellen, dafl das Zeichen v ebenso wie in der ge-
wohnlichen Logik definiert wird und deshalb mit der gleichen
Berechtigung wie dort mit ,,oder’* ibersetzt werden kann.

Die Regeln (III, 11,12,13) koénnen als eine Definition von
Av B angesehen werden. Die Aussage A v B ist durch (ITI, 11,
12,13) eindeutig festgelegt. Sei ndmlich

(11, 14) AVB = Puy /Y = |/
so folgt zunichst aus (III, 11,12,13)

(111, 11a) Py =P uP;

(111, 12a) R T =

(I11,132) P,= PPy, Pp=PpPp=> Py,p=PrPyc
Untersuchtman andererseits den Operator £, 5, derauf M . My
projiziert, so gilt zundchst auf Grund der Definition von

Moo Mg
(I11, 11b) M, < M, My

(IT1, 12b) My < My My

(I1I, 13b) M <M., Mg<M.=> M, <M
Weiter ist dann wegen der Aquivalenz von (I1I, 2) und (III, 3)
(111, 11¢) Py=Py.p Py

(111, 12¢) Pyp=P,.nPs

(1l,13¢c)  Pi=P.P,; Pa=PoPa=Pi.p= P:Pi.n
Aus (I, 114, 12a) und (II1, 13¢) folgt dann

Pyop= PAvBPAuB = PAVBPAVB
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und aus (I1I, 11¢, 12¢) und (I, 13a)

PAvB e PAVBPIVB: PAVBPAvB

woraus
(111, 14) Pyp=Pa p

folgt. Damit ist der Projektionsoperator 7, , eindeutig definiert
als der Operator, der auf M, My projiziert.

PAvE;f>=lf>

gilt also genau dann, wenn |f) <A\ M. Eine Darstellung
des Operators P, 5z durch P, + Py — P Py wie in Kap. I ist
jedoch hier nicht méglich, da P, + Py — P, P, bei nicht ver-
tauschbaren 7, und Py kein Projektionsoperator mehr ist.

Die Aussagen, die den Regeln (III,3,4), (III,7,8,9) und
(I11, 11,12,13) gehorchen, bilden beziiglich A und Vv einen Ver-
band. Gleichwertig damit ist die Aussage, daf3 in der Halbord-
nung (111, 3, 4) fiir je zwei Elemente 4 und B eine untere Grenze
A A B und eine obere Grenze A4 v B existiert.

d) Die Implikation

In der Logik der kommensurablen Eigenschaften, die sich stets
auf die Logik der Kalkiile zurtickfiihren 1d83t, gelten, wie in Kap.II
gezeigt wurde, fiir die Relation ,, —‘* auBer den oben eingefiihr-
ten Halbordnungsrelationen (III, 3,4) noch die beiden Regeln

(111, 15) AAA— B *> B
(111, 16) ANC—>B = C» A4 — B

Die Regeln (I11, 15, 16) konnten dort weiterhin als Definition einer
neuen Aussage, der Implikation B — 4 aufgefal3t werden, wenn
man -*> wie bisher durch die Halbordnung (111, 3, 4) erklirt.
Sind die Eigenschaften A4, B, € nicht mehr allgemein kommen-
surabel, so mul} die Giiltigkeit von (III, 15,16) erneut bewiesen
werden. Um zu zeigen, daB (III, 15) auch weiterhin giltig ist,
mul} man zeigen, dafl B aus jeder Ableitung eliminiert werden
kann, wenn die Aussage 4 und die Regel 4 — B gegeben ist.
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Dies ist aber stets méglich, ohne daB man explizit die Kommen-
surabilitit von 4 und B fordern mufl, wie man sich leicht an
ciner beliebigen Ableitung, in der B vorkommt, klarmachen
kann.

Verwendet man die explizite Form 4 = P | f) = |f) der
quantenlogischen Aussagen, so sicht man sofort, daBl aus 4 und
P,=Py P, auf P,|f) = |f) geschlossen werden kann, wie in
(111, 135) behauptet wird.

Die Bezichung (111, 16) ist jedoch nicht mehr allgemeingiiltig.
Um die Giiltigkeit nachzuweisen, hitte man zu zeigen, dal die
Metaregel € > A — B aus jeder Ableitung in einem Metakalkiil
eliminiert werden kann, wenn dieser Kalkill die Regel A A C— B
enthilt. Der Beweis dieser Behauptung lautet

1. C

2. A,C— B

3. A— A4
14 A—C

2,3, 4+ 5 A—B wegen (11, 3) und (111, 9).

Bei diesem Beweis wurde in der vierten Zeile Gebrauch ge-
macht von der Metaregel: ¢ > 4 — (. Zum Beweis hat man zu
zeigen, dal3 jede Ableitung, die 4 — C benutzt, durch eine an-
dere Ableitung ersetzt werden kann, die 4 — C nicht benutzt,
wenn man C zu den Anfingen des betreffenden Kalkils hinzu-
nimmt. Eine Ableitung, die 4 — C benutzt, hat die Form:

1. A

1. . C (A4 — (]

Die Metaregel € -*> A4 - C besagt, dal man auf 4 — C ver-
zichten kann, wenn man € zum Kalkal hinzunimmt, also die
obige Ableitung folgendermafen umformt:

0. C (+ C]
1. A

0 |- 7. C [11, 2]
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Man nimmt also € (in Zeile 0) hinzu und gewinnt jetzt C in Zeile
n durch Verweis auf Zeile o statt auf Zeile 1, unter Benutzung
von (III, 2). In dieser Ableitung mull man also annehmen, daf
man C wirklich hinzunehmen kann, d. h. daBl 4 und C explizit
in derselben Ableitung auftreten kénnen. Nach dem oben formus-
lierten Komplementarititsprinzip ist das aber nur méglich,
wenn A und C kommensurabel sind. Fiir beliebige Aussagen
A und Cist die Hinzunahme von C in der zweiten Ableitung da-
her nicht mogiich. 4 — ( ist somit nicht durch eine andere Ab-
leitung zu eliminieren, weshalb C-*> 4 — C nicht als giiltig
nachgewiesen werden kann. Damit wird dann auch der oben an-
gefithrte Beweis von AAC — B = > 4 — B gegenstandslos.
Dagegen sind gegen beide Beweise keine Bedenken zu erheben,
wenn man A und € als kommensurabel annimmt. Denn tiber die
Kommensurabilitit von 4 mit B und € mit B braucht offensicht-
lich in den genannten Eliminationsverfahren nichts voraus-
gesetzt zu werden.

Unter Verwendung der expliziten Form der quantenlogischen
Aussagen ist dieser Sachverhalt leicht zu zeigen. Ist £, /. =
=P.P,, sofolgtaus P, = Py P, sofort P, P. = Py (P, F,)
und daraus P, P, = (Py P ,) P.. Das heiBt aber, daB fir jedes
| />, fir welches P, |f) = | f) gilt, auch die Relation P, |f) =
=PyP,|f>, d. h. 4 — B erfiillt ist. Ein entsprechender Be-
weis flir beliebige Aussagen 4 und € kann jedoch nicht gefiihrt
werden.

Die Tatsache, daB3 (III, 16) nicht mehr allgemein gilt, hat zur
Folge, daBl man die beiden Beziehungen (III, 15, 16) jetzt auch
nicht mehr zu Definition der Implikation B— A verwenden
kann. Vielmehr wird jetzt eine solche Aussage B — A, die durch
(I11, 135, 16) definiert wire, gar nicht existieren.

Fiir den Verband der Aussagen A, B, C . .. bedeutet das, daf
zu zwei vorgegebenen Aussagen 4 und B ein relatives Pseudo-
komplement nur in Ausnahmefillen existiert. Dadurch, dal3 der
Verband der Aussagen jetzt nicht mehr relativ-pseudokomple-
mentir ist, ist natiirlich auch die Distributivitit des Verbandes
in Frage gestellt, die wir in Kap. II aus der Existenz des relati-
ven Pseudokomplementes bewiesen hatten. Die damit zusam-
menhingenden Fragen sollen im folgenden Abschnitt (III,3)
genauer untersucht werden.
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Da im Spezialfall, dal 4 und C kommensurabel sind, sich
(II1,16) als giiltig nachweisen laBt, wird es moglich sein, in
Kap. III,3 zu zeigen, dall aus dem eingeschrinkten Gesetz
(I11,16) auch ein eingeschrinktes Distributivgesetz hergeleitet
werden kann.

e) Die Negation

Zur Definition der Negation einer Aussage 4 gehen wir wieder-
um vom intuitionistischen Begriff der Negation aus und definie-
ren eine Negation — A durch

(111.17) —A = 4N,

Unter A wollen wir wie bisher eine Aussage verstehen, fir die
jede Regel A — B zuldssig ist. In Kap. IT sahen wir bereits, daB
es stets eine solche A-Aussage gibt, ndmlich

(II1. 18) A=Pylfy=|f mit P, =o.

Die in Kap. Il untersuchten kommensurablen Eigenschaften
bilden einen implikativen Verband, in dem stets ein relatives
Pseudokomplement B — A zwischen zwei Eigenschaften 4 und
B existiert. Die A-Aussage ist nun mit allen anderen Aussagen
kommensurabel, so dal3 das Pseudokomplement 4 — A = A — A4
stets existiert. Entsprechend (11, 20) ist

(111, 19) —d=P_,|f)= |
mit
P =1—PA+PAPA=1—PA

— A

ebenso wie bei kommensurablen Eigenschaften.
Zunichst gilt, wie stets flir ein Pseudokomplement, der Satz
vorn Widerspruch

(I11, 20) Ar— A4 — A
und
(II1, 21) ArNC> N = C->— 4

24 Minchen Ak. Sb. 1959
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Fiir die speziell hier verwendeten Eigenschaften 2, [f) = |f)
gilt ebenso wie in Kap. I, daf3 die Eigenschaften 4 wegen der
Hermitizitit und Idempotenz von £, stabil sind, also

(111, 22) — — A A
gilt, weshalb das tertium non datur mit V' = 4 — 4
(111, 23) V—eAqadv— A

in dem Kalkiil der Eigenschaften A gilt. Wegen (111, 23) ist daher
das Pseudokomplement — A4 sogar ein Komplement. Wegen der
Stabilitdt (111, 22) aller Aussagen gilt weiterhin, dal die Abbil-
dung von 4 in —A einen dualen Automorphismus der Periode 2
(vgl. Anh. II) in dem untersuchten Verband erzeugt, mit den zu-
sitzlichen Eigenschaften (III, 20) und (IlI, 23). Die Existenz
einer solchen Abbildung ist dann wesentlich, wenn in den unter-
suchten Verbianden kein Distributivgesetz (111,28, 29) gilt, so
daf} die Komplementbildung nicht mehr eindeutig ist. Wir wer-
den im folgenden Abschnitt (I, 3) sehen, daf3 die inkommen-
surablen Eigenschaften im allgemeinen nur einen modularen
Verband bilden. Wegen der Existenz des obenerwidhnten Auto-
morphismus ist der Verband jedoch orthokomplementir. Die
durch (III, 19) definierte Negation — A ist dann das Ortho-
komplement zu A.

f) Quantoren

Auf die Quantoren wollen wir hier nicht explizit eingehen. Sie
lassen sich ebenso wie in Kap. II einfithren, gehorchen aber jetzt
nur noch den Bezichungen (17, 41, 42), die stets fiir vollstindige
Verbinde erfiillt sind. Fiir die folgenden Untersuchungen sind
die Quantoren nicht wesentlich.

TI1. 3 Der Aufbau der Quantenlogik

a) Die effektive Quantenlogik

Im vorigen Abschnitt (111, 2) war gezeigt worden, wie sich die
logischen Begriffe fiir den Fall nicht kommensurabler Eigen-
schaften definieren lassen. Es hat sich dabei gezeigt, dal3, aus-
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gehend von diesen Eigenschaften 4, B, die den Untermengen
M, und My entsprechen, neue Eigenschaften 4AB, AvVE
und — A definieren lassen, — und zwar ebenso wie bei kommen-
surablen Eigenschaften auf Grund ihrer logischen Bedeutung -,
die wiederum eindeutig gewissen Untermengen des Hilbertrau-
mes zugeordnet sind (vgl. dazu Birkhoff und v. Neumann [2].
Das bedeutet, dal3 die bereits in Kap. Il bei kommensurablen
Eigenschaften gefundene Moglichkeit, diese Eigenschaften durch
Untermengen zu interpretieren, auch hier erhalten bleibt. Da-
gegen lassen sich die den zusammengesetzten Untermengen ent-
sprechenden Projektionsoperatoren nicht mehr, wie bei kommen-
surablen Eigenschaften, in einfacher Weise aus den Projektions-
operatoren P, und £, zusammensetzen.

Wir stellen die in Kap. 111, 2 gefundenen Regeln fir die logi-
schen Begriffe —, A, v, — hier noch einmal zusammen.

1, 24, (1) A—A4
(2) A—-B, B—->C=4->C
(3) AAB— 4
(49 AAaB— B
() C—A, C—>B=C—>AArB
6) A—>AvVEB
(7)) B—->AvE
8 A4—-C B—->C=>AvVBE—>C
(99 AaAd-—->B->B
(10)  Ar—A— A
(11)  ANC—>N=C—— 4

Die durch die Regeln (II1, 24, 1—-10) dargestellte Struktur wollen
wir als die effektive Quantenlogik bezeichnen, da die Regeln 1~10
allein auf Grund der operativen Bedeutung der logischen Par-
tikeln gelten und hier noch kein Gebrauch von der expliziten
Gestalt der verwendeten Aussagen gemacht worden ist. Der
wesentliche Unterschied zur Logik der kommensurablen Eigen-
schaften ist darin zu sehen, daf3 die Regel

(11, 23) ANC—>B = (C->A — B

3t
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nicht mehr allgemein gilt, weshalb es nicht mehr moglich g,
hier eine Implikation oder ein relatives Pseudokomplement
B — A zu definieren.

Diese Einschrinkung wird sich beim weiteren Aufbau der
Quantenlogik als sehr wesentlich herausstellen, da zahlreiche
wichtige Regeln, die in der effektiven Logik beweisbar sind, hier
nicht mehr gelten. Die effektive Quantenlogik ist deshalb wesent-
lich drmer in der Méglichkeit ihrer Aussagen als die effektive
Logik der Kalkiile.

Dagegen gelten in der Quantenlogik einige Regeln, die zwar
nicht effektiv beweisbar sind, die aber aus der expliziten Gestalt
der quantenlogischen Aussagen sich ergeben, d. h. es handelt sich
um Regeln, die speziell fir den Kalklil der Aussagen

A= P =15

zuldssig sind. Es wurde bereits bei der Diskussion der Negation
darauf hingewiesen, daf3 die Stabilitit 4 < —-—A der Aussagen
und das tertium non datur J — 4 Vv — A4 von diesem Typ sind.
Wir werden im folgenden noch weitere solche Regeln formulie-
ren, die speziell fir die quantenmechanischen Aussagen zulissig
sind. Daher unterscheidet sich die Quantenlogik von der effekti-
ven Logik auch durch einige Gesetze, die in der Quantenlogik
gelten, nicht aber in der effektiven Logik der Kalkiile, wihrend
in bezug auf (I111,235) die umgekehrte Situation vorliegt.

b) Distributivitdt und Modularitat

Auf Grund der Regeln (111, 24, 1-8) bilden die Aussagen der
effektiven Quantenlogik einen Verband. Es gelten daher wie
stets in Verbdnden die Satze:

(111, 26) AV(BAC) — (AVB)A(AVC)
(111 .27) (ANB)V(AANC) — AA(BVCE)

wobei (IT1, 27) die zu (111, 26) duale Aussage ist. Gelten nun auller-
dem noch die Umkehrungen von (111, 26, 27), also

(111, 28) (AVB)ANANC) — AV(BAC)
(111, 29) ANBVE) - (AANB)V(AALC)
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so bezeichnet man den Verband als distributiv. Da (III, 28, 29)
wieder dual zueinander sind, wird es im folgenden geniigen, je-
weils nur einen dieser beiden Sitze zu diskutieren. Die Distribu-
tivgesetze (111, 28, 29) gelten, wie weiter unten gezeigt wird, in
der Quantenlogik nicht allgemein. Es wird aber trotzdem mog-
lich sein, einige interessante Spezialfille anzugeben, in denen
das Distributivgesetz auch noch weiterhin giiltig ist.

Die Distributivitdt eines Verbandes 1dt sich aus den beiden
wsitzlichen Regeln

(111, 30) ANA B> B
(111, 31) ANC—>B = C=>4— B

beweisen. Da jedoch (I1I, 31) jetzt nur unter der Voraussetzung
gilt, dal A und € kommensurabel sind, so wird auch die Giiltig-
keit der Distributivgesetze gewissen Einschrinkungen unter-
worfen sein. Um dies zu sehen, wollen wir hier explizit zeigen,
wie aus (III, 30, 31) die Distributivitit folgt. Jedesmal, wenn
(IIL. 31) in dem Beweis bendtigt wird, wird man daher zusitzlich
annehmen miissen, dafl 4 und € kommensurabel sind. Durch
Zusammenfassung all dieser zusitzlichen Bedingungen gewinnt
man dann die Voraussetzungen, unter denen die Distributivitit
gilt. Wir beweisen also den

Satz (I11.1): Aus (III. 30, 31) folgt
ANBVC) — (AANBYV(AAC)

Beweis:

1. AANA—-ArNB) =>A4ArB
2. AANB > (AANB)V(AAC)

23 AANA—->AANB) > (ArNB)V(AAC)

$i= o A~(ANB) >4 —~>(ANBVAAC) (111, 31)

5+ ANA—>ANC) > ANC
6. ANC > (ANBYVY(AAND)

5,6 7. ANA—>ANC) > (AAB)V(AACD)

7k 8. A—>ANC 2> A —(AANBYV(AAC) (I, 31)
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4,89, A>AVBVA—AVC > A —(AAB)V(AAC)

10. A—>ArEB > (A —>ANB)V(A — Ar()
11. A—>ANC > (A—>ANB)V(A— A
9. 10 |- 12. A—>ANB >4 —>(ANBVAAC)
0, 11} 13. A—->ArNC > A—(ANBVAAC)
14. ArNB “>AADB
144 13. B =>4 —AAB (111, 31
14 | 16. A =2>B—>AANEB
17. ANC =>ANC
17} 18. C-»A—ANC (111, 31"
12, 13,
15,18}-109. BvVC ->A—(ANBVAANC)
20. ANBVC) > ANA—>ANBYANC)
20 |- 21. ANBVC) —(ANB)V(AAC)

Das Gesetz (III. 31) wurde in den Schritten 4, 8, 15 und 18 be-
nutzt. Wenn also, wie in der effektiven Quantenlogik (I1I, 31
nur unter der Voraussetzung gilt, dal 4 und € kommensurabel
sind, so muB3 man also fiir die Gultigkeit des Distributivgesetzes

AN(BVC) — (ANB)V(AAC)

die gleichzeitige Entscheidbarkeit von 4 und 4 — A A B; A und
A~ AAC; Aund B; A und C voraussetzen. Somit genigt es,
die Kommensurabilitit von 4 mit B und 4 mit C vorauszusetzen,
Es ist wesentlich, da3 man iiber die Kommensurabilitit von B
mit C nichts voraussetzen mufl. Wir fassen das Ergebnis noch
einmal zusammen:

Satz (111, 2). Ist 4 mit B und A mit € kommensurabel, so gilt
das Distributivgesetz

ANBVC) — (AANB)V(AAC)

Waihrend der soeben formulierte Satz sogar in der effektiven
Quantenlogik gilt, gilt dies von den im folgenden diskutierten
Spezialfillen des Distributivgesetzes nicht mehr. Wir werden
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fir die Beweise der folgenden Sitze explizit Gebrauch machen
von der Tatsache, dall Aussagen stets die Form P, |f) = |f)
haben, wobei 2, ein linearer, hermitischer und idempotenter
Operator ist. Fir das Distributivgesetz wollen wir jetzt die in
(111, 28) angegebene Form verwenden (die ja auf Grund des
Dualititsprinzips dquivalent zu (II1, 29) ist), weil sich fiir diese
Form die im folgenden durchzuftthrenden Beweise etwas durch-
sichtiger formulieren lassen.

Der hier gemeinte Spezialfall ist der, daB (II1, 28) auch in der
Quantenlogik gilt, wenn 4 — B oder 4 — ( vorausgesetzt wer-
den darf. Das heiBt, wir behaupten den folgenden

Satz (111, 3): Ist wenigstens eine der Bedingungen 4 — B und
A— Cerfilllt,sogilt: (AVBIA(AVCE) => AV (BAC).

Beweis: Ist (AVB)A(AVC),so|f)y <M, ,zund|f)<M,,,
also ) = fa>+ 1fe> = Lad + /D

wobel [ fadr 1 far) £ My; | foy < My, | fe> < M,
Weiter ist | fz) = |f4) — [ fa) + | o) Ist M, < M so
ist | fy < M, also |fz) < My My und damit

=1 0+ fay < Moo (Mg M) wie be-
hauptet.

Zur Durchfithrung dieses Beweises mulite von der expliziten Ge-
stalt der Aussagen 4 = P, |f) = |f) Gebrauch gemacht wer-
den, insbesondere von der Tatsache, dall die Ldsungen von
P,slf> = |f) die Form |f) = |f), + | f5) haben, und um-
gekehrt.

Fiir die Struktur des Verbandes der Aussagen 4, B, C ist der
bewiesene Satz insofern von Bedeutung, als er die Modularitat
des Verbandes garantiert. Auf die wichtigen Konsequenzen
dieser Tatsache soll weiter unten eingegangen werden.!

Der oben im Rahmen der effektiven Quantenlogik bewiesene
Satz (I11,2) 148t sich unter Verwendung der in Satz (III,3) be-

! Es sei jedoch bemerkt, daB die Modularitiat nur fiir endlich viele Aussagen
gilt. Zieht man unendlich viele Aussagen in Betracht, so lassen sich leicht
Gegenbeispiele angeben. Vgl. dazu Birkhoff und v. Neumann [2].
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nutzten Beweismittel sehr einfach herleiten. Um dies zu zeigen,
verwenden wir wie in Satz (III, 3) die Form (III, 28) des Distri-
butivgesetzes, um den Beweis etwas zu vereinfachen.

Satz (I11,4): Ist Py Py = Py, und PP = P P,
sogilt: (AVBYA(AVC)=>»AV(BAC)

Beweis: Ist|fY <M ,zi4vcs0gilt: Mit P, |f> =1/
> = Paslfd =110+ PO+ PyPslf) =
= IfA>+|fB>
1> = Pavclh) = £ + Polfy + PaPclf) =
= |fo -+ /o
wobel [f > < My, |fa) <My, |for < Mc gilt
Weiter ist | f) = | /o) also | f5) = |fe) < My ~ M,
und damit | /) = |f) + |fa) < M40 (My ~ M)
woraus (A VB)A(AVC) — AV(BAC) folgt.

Wir haben auf diesen sehr einfachen Beweis in Satz (III, 1)
zunichst verzichtet, um zu zeigen, dafl Satz (I11, 2) sogar in der
effektiven Quantenlogik giiltig ist.

¢) Negation und Komplemeﬁt

Die Eigenschaften 4, B, C bilden, wie oben schon bemerkt, be-
ziiglich der Relationen A und v einen Verband, oder auch beziiglich
— eine Halbordnung, in der fiir je zwei Elemente 4 und 5 stets
eine untere Grenze A A B sowie eine obere Grenze 4 V B exi-
stiert. Weiterhin sahen wir, daf stets ein Einselement V = A4 — 4
sowie ein Nullelement A existiert,

Ein solcher Verband heiBt weiter komplementir, wenn es zu
jedem A4 ein A’ (das Komplement zu A) gibt, mit den Eigen-
schaften

(111, 32) ArAd" = A AvVA =V

Wie in (III,2) an Hand der Negation gezeigt wurde, gibt es
sicher ein Komplement 4’, nimlich 4’ = — 4. Daher ist der
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Verband der Aussagen komplementir. Es ist jedoch keineswegs
klar, ob — A das einzige Komplement zu A4 ist, oder ob noch
weitere Komplemente existieren.

Aus Satz (III. 2) folgt weiter, daf3 fiir die Aussagen stets

A—C=CAAVB)—> AV (BAC)

gilt, so dal} also der betreffende Verband modular ist. Fur die
Komplementbildung bedeutet dies, dal3 der Verband dann auch
relativ-komplementir ist. Das heiBt, relativ zu zwei vorgegebenen
Elementen A4, B mit 4 < B gibt es zu jedem Element X ein
Element X', das zu 4 und B relative Komplement, mit der
Eigenschaft

(111, 33) XAX' =4 XvX =28

Weiterhin gilt aber der Satz, daf3 die relativen Komplemente
dann und nur dann eindeutig bestimmt sind, wenn der betreffende
Verband distributiv ist. Wie im vorangegangenen Abschnitt ge-
zeigt wurde, kann aber die Distributivitit nicht allgemein be-
wiesen werden, so dal3 im allgemeinen mehrere relative Komple-
mente existieren werden. Die hier untersuchten Verbinde weisen
aber dariiber hinaus noch einige Besonderheiten auf, die es den-
noch gestatten, in gewissen Fillen die Komplementbildung ein-
deutig zu machen.

Man bezeichnet einen modularen Verband als orthokomple-
mentdr, wenn er einen dualen Automorphismus X — X’ ge-
stattet, mit den Eigenschaften:

ML34) (XY =X XAX' =A XvX' =V

(vgl. Anh. II). Das durch einen solchen Automorphismus de-
finierte Komplement, das Orthokomplement, ist dann eindeutig
definiert.

Die Untersuchungen in Kap. IIl. 2 haben gezeigt, daf3 der
Verband der inkommensurablen Aussagen zwar nicht mehr
relativ-pseudokomplementir ist, (woraus die Distributivitit
folgen wiirde), daB3 aber trotzdem zu jedem A ein Pseudokomple-
ment — 4 existiert. Fiir dieses Pseudokomplement —.A4 gelten
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aber iber die stets fiir Pseudokomplemente giiltige Relation
AAr—A — A hinaus, wie bereits bei der Diskussion der Nega.
tion gezeigt wurde, die Beziehungen (III, 34), wenn man dic
explizite Gestalt der quantenlogischen Aussagen mit in Betracht
zieht. Das besagt aber, dal} die Abbildung 4 — (—A) ein Auto-
morphismus im oben diskutierten Sinn darstellt. Das Pseudo-
komplement ist daher nicht nur ein Komplement, sondern wegen
der Stabilitat aller Aussagen sogar ein Orthokomplement. Die
quantenlogischen Aussagen bilden daher einen orthokomplemen-
tiren, modularen Verband. Die als Pseudokomplement definierte
Negation — A einer Aussage A4 befriedigt (111, 34) und ist daher
ein Orthokomplement.

Zu einer beliebigen Aussage 4 wird es daher im allgemeinen
mehrere Aussagen 4, 4, ... geben, die den Beziehungen

(I11, 35) ArA < A AvA v

genligen, wenn die Mengen A7, und A7, nicht vertauschbar mit-
einander sind. Diese Aussagen 4, 4, . .. sind dann die Komple-
mente zu 4. Sind 4 und A4’ jedoch kommensurabel, ist also M/,
vertauschbar mit 47, so ist A" die (eindeutig definierte) Nega-
tion, fur die auBer (I11,35) noch ——A4 <> A4 gilt. Die Negation
—A ist also das einzige zu einer Aussage A kommensurable
Komplement. In der Theorie der kommensurablen Eigenschaften
sind daher die Verniltnisse wesentlich einfacher, da es dort nur
eine Negation gibt, aber keine Komplemente.,

Das an der Theorie der inkommensurablen Eigenschaften
Neuartige ist daher, dafl man aus dem Vorliegen der Bezichung
(II1, 35) im allgemeinen nicht schliefen darf, daf3 4 die Negation
zu A sei, wie dies bei kommensurablen Eigenschaften stets gilt.

d) Diskussion einiger Beispiele

Es sollen im folgenden noch einige charakteristische Bezie-
hungen diskutiert werden, die zwar in der klassischen Logik
(mit tertium non datur) gelten, nicht aber in der Quantenlogik,
und an denen leicht erértert werden kann, wie stark sich das Feh-
len des Distributivgesetzes in der Logik bemerkbar macht.
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Betrachten wir zwei inkommensurable Eigenschaften 4 und B,
mit den Unterrdumen M, und M. Liegt der Zustand | /) des un-
tersuchten Systems in | f) < M, =M, ~M,, so gilt A A B; liegt
|/yindem Unterraum My = H — (M ~ Mp),soist Py, 5| f) =
=0, also gilt dann — (4 A B). Liegt nun etwa — (A4 A B) vor,
so kénnte man im Rahmen der klassischen Logik die Regel

verwenden, also schliefen, dafl dann auch — 4 oder — B gelten
muB. (III, 36) ist aber in der Quantenlogik nicht mehr glltig.
(Die Umkehrung gilt auch weiterhin). Der Grund ist natiirlich
der, daB3 A7, und My nicht vertauschbar sind, so daB} | /) < A/,
liegen kann, ohne deswegen in (H — M) U (H — M) liegen
zu mussen wie bei vertauschbaren Unterrdumen. Setzt man auller
— (A A B) noch voraus, dal 7, | f) = | f) gilt, so wirde man in
der klassischen Logik das dort glltige Gesetz

(111, 37) AN—(ANB) > — B

anwenden und somit auf — B schlieBen kénnen. (111, 37) gilt
aber wiederum nicht in der Quantenlogik, so dal man hier
nicht auf — & schlieBen kann. Daraus folgt jedoch keineswegs,
daB3 B vorliegt. Vielmehr wird man weder B noch — B beweisen
kénnen.

Abgesehen von diesen eben erérterten Fillen wollen wir jetzt
annehmen, dal |f) nicht in einer der oben diskutierten Men-
gen M;, M,, liegt. Es wird dann weder 2, z| /> = | /) noch
P,,z|f) =0 scin, so daB also weder AAZB noch — (AADB)
giiltig ist. Nehmen wir nun weiter an,dall P, |f) =|f) firden
untersuchten Zustand gilt. In der klassischen Logik kénnte man
dann das Gesetz

(111, 38) A-=>(AAB)V(AN—DB)

verwenden, welches aber in der Quantenlogik nicht gilt. (Die Um-
kehrung gilt weiterhin.) (II1,38) entspricht etwa dem, was oft
etwas unprizise als tertium non datur bezeichnet wird: Dal3
nimlich eine Eigenschaft 2 vorliegt oder nicht, wenn man be-
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reits weil3, daBl A4 gilt.! Man sollte hier vielleicht préziser von
einem tertium non datur relativ zu A4 sprechen. Wihrend das
relative tertium non datur (I11,38) unter den genannten Voraus-
setzungen nicht giiltig ist, ist jedoch das absolute tertium non
datur B v — A wie oben gezeigt wurde, auch in der Quanten-
logik stets fiir alle | /) erfullt.

IV. Der quantenlogische Modalkalkiil

IV.1 Sprache und Metasprache

Die Logik beliebiger, im allgemeinen nicht kommensurabler
Eigenschaften war in Kap. 111 als eine Objektsprache entwickelt
worden. Es hat sich dabei herausgestellt, daBl man auf Grund
der allgemein giiltigen Regeln der Quantenlogik fur ein vorge-
gebenes System | £) und eine beliebige Eigenschaft 4 im allge-
meinen weder 4 noch — A4 beweisen kann. Da andererseits die
Eigenschaften A4 und — A sehr wohl in einem MeBprozel als
vorliegend sich erweisen konnen (allerdings dann nicht in dem
Zustand | f)), liegt es nahe, diesen Sachverhalt mit Hilfe der
Modalitdten zu interpretieren: Die Eigenschaften 4 und — 4
sind ,,moglich® in | f). ,,Notwendig* wiirde man eine Eigen-
schaft 4 dagegen nennen, wenn man mit Sicherheit sagen kann,
dafl ein MeBprozel3 das Vorliegen von A ergibt.

Eine solche Ausdrucksweise wiirde am ehesten dem Sprach-
gebrauch innerhalb der Physik entsprechen (vgl. dazu auch
v. Weizsicker [11], [12]). Das liegt daran, daf3 dort die MeB-
ergebnisse als Objekte behandelt werden und jede physikalische
Interpretation ein Sprechen Gber diese Objekte ist, d. h. es wird
gar nicht der Kalkiil der Objekte betrachtet, sondern es wird ihre
MeBbarkeit, ihre Méoglichkeit und ihre Unméglichkeit disku-
tiert. In der Sprache der Logik hei3t das, daB nicht die Objekt-

1 Man kann (IT1, 38) noch dahingehend verschiirfen, daB 2, = |f, /|
nur auf den untersuchten Zustand projiziert. Die Ungiiltigkeit von (111, 38)
fiir die hier untersuchten | f> besagt dann, daB fiir den vorgegebenen Zustand
| F> weder Pg| f> = |f> noch P_ 5| f> =|f> gilt, B also in bezug auf |f)
unbestimmt ist.
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logik und die in ihr giiltigen Regeln diskutiert werden, sondern
daB in einer Metasprache das Ableiten, d. h. hier also die Mel-
barkeit, selbst diskutiert wird. Wir werden im folgenden zeigen,
dafl eine solche Metasprache sich sehr durchsichtig formulieren
liBt, wenn man von den obenerwihnten Modalititen in geeig-
neter Weise Gebrauch macht.

Bevor wir mit der Formulierung einer solchen Metasprache
beginnen, ist es aber niitzlich, sich zu vergegenwirtigen, wie sich
die Modalititen in der operativen Logik der Kalkiile einfiihren
lassen [g]. Wir gehen dazu von einem Kalkiil K aus, der durch die
Zeichen — , A, v, — erweitert werden mége. Die fiir die Frage-
stellung der Modallogik besondere Situation liegt nur dann vor,
wenn man tber den Kalkiil X nicht alles weif3, sondern wenn nur
eine endliche Klasse von Formeln aus K bekannt ist. Die Konjunk-
tion W all dieser bekannten Formeln mége das ,,Wissen‘‘ heiflen.
Wir wollen nun eine Aussage 4 notwendig relativ zu dem Wissen
W nennen, wenn A aus W ableitbar ist, und méglich (relativ zu
W), wenn — A4 nicht aus IJ ableitbar ist. Wir definieren also

IV, 1) Apd <= Wh A
(1V, 2) Vpd =W —A

Der Kalkiil der Metaregeln fir Ay, und V, ist damit zuriickge-
gefithrt auf den Kalkiil der Metaaussagen 4 + 5. In der Modal-
logik untersucht man nun diejenigen Regeln dieses Metakalkiils,
die unabhingig von der speziellen Wahl von K und W giiltig
sind. Die Ableitbarkeit irgendwelcher Metaaussagen A4 - B
ist aber durch die effektive Logik der Kalkiile definiert. Das
bedeutet, dall man die Regeln des Modalkalkiils gewinnt auf
Grund der allgemeinen Einsicht, die man Uber das Ableiten
von Aussagen in Kalkiilen in der operativen Logik gewonnen
hat. Denn unabhingig davon, ob man A kennt oder nicht,
und wie K im einzelnen beschaffen ist, weil} man doch, daB
K cin Kalkiil ist, und somit die in der effektiven Logik giilti-
gen Gesetze {iber die Ableitbarkeit von Aussagen auch fiir A
gliltig sind.

Eine in vieler Hinsicht ihnliche Situation wie in der Modal-
logik liegt nun auch in der Metalogik quantenmechanischer Aus-
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sagen vor. Eine bestimmte Eigenschaft eines physikalischen Sy-
stems S wird allerdings nicht in einem Kalkiil abgeleitet, sondern
an dem betreffenden System gemessen. Das uns jeweils maximal
zur Verfigung stehende Wissen W {iber das System S ist der
Zustand | /), in dem sich .S gerade befindet. Da es weiterhin nicht
moglich ist, aus der Kenntnis von | /) den MeBwert einer belie-
bigen Observablen vorauszusagen, das Wissen W also niemals
vollstindig ist, liegt es nahe, auch hier von den Modalititen Ge-
brauch zu machen: Eine Eigenschaft 4 moge notwendig rela-
tiv zu W heillen, wenn 4 mit Sicherheit bei einer Messung an
| /> als zutreffend sich erweist, und méglich, wenn —.A4 nicht it
Sicherheit fur einen MeBproze vorausgesagt werden kann. Statt
dessen wollen wir auch sagen, dall 4 aus I hergeleitet werden
kann, bzw. —4 nicht aus I abgeleitet werden kann, um uns an
den in der Quantenlogik (Kap. III) eingefithrten Sprachgebrauch
anzulehnen. Wir definieren also:

(Iv,3) Ap A=Wk A
(IV, 4) VA=W p—4

Die Modalititen sind damit wiederum auf Metaaussagen
A - B zuriickgefiithrt. Als ,,quantenlogischen Modalkalkil®
wollen wir jetzt den Metakalkil all der Regeln bezeichnen, die
unabhingig von der speziellen Wahl von I sind.

Die Regeln tiber die Ableitbarkeit von Aussagen konnten in
der klassischen Modallogik gewonnen werden auf Grund der
Kenntnisse tiber das Ableiten in Kalktlen. Hier dagegen ist kein
Kalkiil gegeben, sondern ein quantenmechanisches System, bzw.
ein Wissen I/ liber dieses System. Die Ableitbarkeit der Meta-
aussagen 4 | B ist daher nicht mehr durch die effektive Logik
der Kalkiile definiert, sondern durch die in Kap. III diskutierte
effektive Quantenlogik bzw. die hier immer giltige Erweiterung
zur Quantenlogik. Die Quantenlogik spielt hier also fiir den
quantenlogischen Modalkalkiil dieselbe Rolle wie die effektive
Logik der Kalkiile fir die klassische Modallogik.

Damit ist die Methode fiir den Aufbau eines quantenlogischen
Modalkalkiils klar. Ausgehend von den Definitionen (IV,3,4)
und den aus der effektiven Quantenlogik folgenden Sitzen tiber
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die Metaausagen A4 | B werden wir einen Kalkiil fur A, und
v, aufstellen. Durch diesen Kalkil werden dann die Zeichen
Ay und Vi charakterisiert sein, so dal wir nachtraglich wieder auf
die Definition (IV, 3, 4) verzichten kénnen.

Im Anschlufy an den Aufbau dieses Kalkiils sollen einige be-
sondere Eigenschaften dieses Formalismus genauer diskutiert
werden. Wihrend der klassische Modalkalkiil nur dann eine Be-
deutung hat, wenn man zufillig den untersuchten Kalkiil nicht
gentigend kennt, ist der quantenlogische Modalkalkiil von viel
grundsitzlicherer Bedeutung. Die Tatsache, daBl man niemals
mehr iber ein physikalisches System wissen kann als seinen Zu-
stand | f), und dafB dieses Wissen immer unvollstindig ist, hat
wr Folge, dall man auch hypothetisch nicht auf die Modalititen
verzichten kann. Wir werden diese Probleme an Hand der Be-
griffe der Wirklichkeit, Objektivitit und Koexistenz weiter unten
genauer diskutieren. Hierbei werden die wesentlichen Unter-
schiede zwischen dem klassischen und dem quantenlogischen
Modalkalkiil sichtbar werden.

IV.2 Der Aufbau des Modalkalkiils

Wir gehen aus von einem physikalischen System S und dem
Kalkil der Aussagen 4, B, C tiber dieses System, der durch die
logischen Partikeln ~», A, v, — erweitert sein moge. Uber das
System S besitzen wir ein Wissen I, was maximal durch den
Zustand | f) des Systems bzw. durch 2y = | /) (f| gegeben ist.
Im allgemeinen ist J# die Konjunktion aller Giber S bekannten
Eigenschaften A4;. Relativ zu I definieren wir dann die Modi
Ay, (A4 ist notwendig relativ zu W) und V- (4 ist méglich relativ
w W) durch (1V, 3, 4). Die Ableitbarkeit der Metaaussagen
A= B ist durch die in Kap. ITI diskutierte effektive Quanten-
logik (III, 24) definiert. Benutzen wir =, A, v, = als logische
Partikeln im Modalkalkiil und fiigen wir noch V (das Wahre)
und A (das Falsche) hinzu, so gelten die Regeln:

v, s) 1 AV

2 A5
3 AR A4
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A - AyR Ay - Ay = Ay - A,
ArA —- B+ FB

Al ByRA - By A BiA By
A - BRAy - B < AV Ay - B
A —-B=ArBIF A
AARFBx) o A= NBx)

10 %A@QFB<¢QA&QFB

O o~ O vt I

Bei (9) komme x nicht frei in 4 vor und bei (10) nicht frei in B,
Der Unterschied dieses quantenlogischen Metakalkiils zum
klassischen Metakalkiil besteht darin, da3 die Formel

(IV, 6) ANBLC = A B—C

nur gilt, wenn 4 und B kommensurabel sind, und demgemal
auch die Umkehrung von (IV, 5(8)) nur in diesem Spezialfall
gultig ist. Die Negation einer Metaaussage = % definieren wir
wieder durch % = A. Dann ist 4 /&~ B im(IV, 4) als Abkiirzung
von = A | B aufzufassen.

Die Erweiterung der effektiven Quantenlogik zur Quanten-
logik erfolgt hier durch Hinzunahme des tertium non datur so-
wohl in der Objektsprache

IV, 7) ViAdv—4
als auch in der Metasprache

1V, 8) Uy = U

Die Gultigkeit von (IV, 7) in der Quantenlogik war im Kap. IlI
eingehend diskutiert worden. Ebenso 148t sich (IV, 8) unter Ver-
wendung des Kalkiils der Projektionsoperatoren beweisen. Eine
Metaaussage ¥ = A — B heiBt dann P, Py = Py und =¥
demgemilB 2, Py == P, Da fir Gleichheitsrelationen aber das
tertium non datur stets zuldssig ist, folgt damit die Zuldssigkeit
von (IV, 8) (vgl. Lorenzen [g]).

Betrachten wir jedoch zunichst den effektiven quantenlogi-
schen Modalkalkiil, der sich ohne Benutzung von (IV, 7,8) er-
gibt. Es gelten dann die Regeln:



Untersuchungen zur Quantenlogik 369

(IV,9) 1 = Ay A
2 A BRA, A=A, B
3 Ap ARA, B= A, (AADB)
4 Ay vV
5 Ve d oA, — 4
6

n Ay Alx) = AW/:\A(x)

(1) besagt, da3 I keine A -Aussage ist. (2) und (3) folgen direkt
aus (1V, 3,4). (5) zeigt, daB vy, durch Ay, definierbar ist,

Der durch (IV, 5) und (IV, 9) gebildete Kalkiil mége als effek-
tiver quantenlogischer Modalkalkiil bezeichnet werden. Die Modi
Ay und Vi, sind jetzt durch (IV, 5,9) charakterisiert. Ist nimlich
W eine endliche oder unendliche Konjunktion von Aussagen A,
so gilt wegen (IV, 9: 2,3,6)

IV, 10) Wi—-BRAAA(x)= AR

Betrachtet man nun in einem etwas verallgemeinerten Sinne die
unendliche Konjunktion W aller Aussagen 4, fir welche A4
ableitbar ist, so gilt wegen (IV, 10)

(IV, 11) AB e Wk B
und weiter wegen (IV, 9(5))

1V, 12) VB e Wi — B

wodurch jetzt die Definitionen (IV,3,4) Uiberflissig werden.

Wir wollen hier nicht im einzelnen darauf eingehen, welche
Sitze im quantenlogischen Modalkalkill hergeleitet werden
kénnen. Diejenigen Eigenschaften und Sitze des Kalkiils, die
fir die Interpretation der Quantenmechanik wesentlich sind,
sollen jedoch im folgenden Abschnitt (Kap. IV,3) besprochen
werden,

Wir wollen hier nur noch eingehen auf einige Bezichungen
zwischen den Operatoren Ay und V- und den durch Anwendung

25 Minchen Ak, Sb, 1959
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der Negation daraus entstehenden Operatoren. Die zunichst
moglichen g Operatoren aus A:

A, A—/, Aﬁﬁ; =7A, :A—;, :A—vﬁ; a-—;’A, ::/Aﬁ‘,

::Aﬁﬂ
und die 4 Operatoren aus V:
V, V—; =V, =V—

(fir V gibt es keine weiteren, da wegen (IV,9(5)) V—— =V
und ==V = V gilt) lassen sich durch Anwendung des tertium
non datur (IV, 7,8), welches hier stets gilt, auf die 4 Modi

V==4— =V =A4-—

reduzieren. Dadurch ist jetzt A durch V definierbar geworden,
Zwischen diesen 4 Modi gelten weiterhin die Relationen

(IV, 14) A4 =vA4

wegen AARA — A = AAAN—A)=> A N =R
nach (IV, 9,1, 3)und

(IV,15> :V=>::,VA

IV. 3 Méglichkeit und Wirklichkeit

In der klassischen Modallogik (Becker [17], Lewis-Lan-
ford [18], Lorenzen [9] ist es iiblich, noch den Fall zu betrach-
ten, in dem die Modi sich sogar auf zwei reduzieren lassen. Wir
wollen hierauf noch kurz eingehen, da sich an Hand dieser Theo-
rie die wesentlichen Unterschiede zwischen dem klassischen und
dem quantenlogischen Modalkalkiil besonders deutlich zeigen
werden.

In der klassischen Modallogik untersucht man dazu ein Wis-
sen W, (W, moge wieder die Konjunktion mehrerer Aussagen
sein) mit W, £~ A und

(IV, 16) Wyl AyWy—— A
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fiir alle Aussagen 4. LEin solches Wissen, aus dem somit fiir jede
Aussage A entweder A4 oder — A hergeleitet werden kann, wol-
len wir ein vollkommenes Wissen nennen. Hiufig wird auch W,
als ,,Wirklichkeit'* bezeichnet im Gegensatz zu dem nur bruch-
stickhaften Wissen W, das wir von dieser Wirklichkeit haben.
Beziiglich W, fallen die Modi Ay, und Vj, zusammen, d. h. es
gilt

IV, 17) Ay, A & Uy, A4

Es ist daher angebracht, eine neue Bezeichnung einzufihren.
Wir definieren

Op, A = Wy - 4

und sagen, A sei ,,wirklich®’ relativ zu ¥,

Auf Grund der angegebenen Bedeutung der Wirklichkeit ¥
ist klar, daB3 ein beliebiges unvollstindiges Wissen W mit ¥,
in der Beziehung W, = W stehen muf3. Daraus ergibt sich eine
Beziehung zwischen den drei Modalitdten, das sogen. Modal-
gefille:

IV, 18) ApAd= <>W° A=v,A4

Eine véllig andere Situation liegt nun in dem quantenlogi-
schen Modalkalkill vor. Das Maximum an Wissen, das man
iiber ein vorgelegtes System S haben kann, ist immer der Zu-
stand | /) dieses Systems. Ein solches Wissen J#7 hat aber nie
die Eigenschaft, daB fir alle Aussagen A4

1V, 19) Wi Ay Wk — 4

gilt, sondern dies ist nur fiir diejenigen A richtig, die mit i/
kommensurabel sind. Eine Eigenschaft 4, die (IV, 19) gehorcht,
wollen wir hier ,,objektiv‘ in bezug auf I nennen. Fiir objek-
tive Aussagen gilt dann wieder, daB die relativen Modi A, und
vV zusammenfallen, also:

(IV, 20) ApA =V, 4.

Dagegen gilt hier eine etwas schwichere Aussage als (IV,19)
auch fiir alle Aussagen. Ist W ein maximales Wissen, also

a5*
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Py = f) {f], sogilt [Py, Pl=o0v [Py, P+ o0, und da wei-
terhin [Py, P} = o dquivalent ist zu Ay, A v Ay — A, so folgt
wegen (IV, 13)

(IV,?.I/ AWA_\ZAW'—/AQ<V;VA/\VW-—7A)

Es liegt nahe, (IV, 19) als ein tertium non datur relativ zu IV zu
bezeichnen, da (IV, 19) aussagt, dal3 bei Vorliegen von W ent-
weder 4 oder — A ableitbar ist. (IV, 19) ist die metasprachliche
Formulierung des bereits in (I, 38) in der Objektsprache aus-
gedriickten Sachverhalts, dal3 bei Kenntnis von W fiir jede mit
W kommensurable Eigenschaft entweder WaAA oder Wa—4
beweisbar ist. Davon streng zu unterscheiden sind die immer,
auch fiir beliebige Aussagen, giiltigen Gesetze (IV, 7,8), die b-
licherweise als tertium non datur in der Objekt- bzw. Metasprache
bezeichnet werden.

Die ebenfalls fiir beliebige 4 giltige Formel (IV, 21) kénnte
man in dieser Redeweise als eine metasprachliche Formulierung
des ,,quartum non datur® relativ zu W bezeichnen. Denn (1V, 21)
driickt aus, daB es fiir eine beliebige Eigenschaft 4 in der
Quantenlogik hochstens drei Moglichkeiten gibt, daf3 nédmlich
ApA, Ay — A oder Vi, AV, — A4 erfillt ist. In diesem Sinne
kann man sagen, daB in der Quantenlogik das (relative) tertium
non datur (IV,19) zwar nicht mehr allgemein gilt, daf3 dafiir
aber das (relative) quartum non datur (IV,21) stets erfullt ist.
Dagegen gilt hier natiirlich weiterhin fiir alle Aussagen der (re-
lative) Satz vom Widerspruch. (Wegen (IV,9: 1,3))

(IV, 22) ApARA,—A =K.

Ist fir eine vorgegebene Aussage A nicht gerade Ay A oder
Ap— A beweisbar, sind also 4 und W inkommensurabel, so
folgt aus (IV, 21), daf} dann

(IV, 23) VARV, — A

gilt. Dies ist der fir die quantenlogische Situation am meisten
charakteristische Fall. (IV, 23) besagt ndmlich, daB3 zwei im klas-
sischen Sinne kontradiktorische Aussagen 4 und — A hier bei-
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de gleichzeitig méglich sind, wenn ein zu 4 inkommensurables
Wissen W vorliegt. Wir wollen dann sagen, dal die kontra-
diktorischen Eigenschaften 4 und — A sich im Modus der
,Koexistenz'’ relativ zu ¥ befinden (vgl. dazu v. Weizsacker
[12]). Die Koexistenz ist also ebenso wie die Modi der Moglich-
keit und der Notwendigkeit ein relativer Modus, so dall man
schirfer vom Begriff der ,relativen Koexistenz‘* sprechen sollite.
Es ist jedoch auf Grund der Theorie des quantenmechanischen
MeBprozesses klar, daB3 jedes Experiment am System S, das
eine Entscheidung iber die Eigenschaft 4 zum Ziele hat, die
Koexistenz zerstéren mull: Es wiirde sich dann entweder A4
oder — A ergeben, da durch den MeBprozeB der Zustand
des Systems und damit auch das Wissen I in einer solchen
Weise verdndert wird, da3 das neue Wissen mit 4 kommensu-
rabel ist.

Sind 4 und W jedoch kommensurabel, so ist 4 eine ,,objek-
tive' Eigenschaft des Systems im obigen Sinne. Es gilt dann
fiir 4 die Beziehung (IV, 19), woraus weiter

(IV, 24) VARV, — A=A

folgt. (IV, 24) besagt aber, daf3 die Koexistenz einer objektiven
Eigenschaft 4 mit ihrem kontradiktorischen Gegenteil — 4 un-
moglich ist.

An Hand des in (IV, 16) cingeflihrten Begriffes der Wirklich-
keit kann man sich noch leicht klarmachen, wie entscheidend
sich die Hinzunahme der in dem quantenlogischen Modalkalkl
nicht mehr giltigen Beziehung (IV, 6) bemerkbar machen wirde.
Ist J¥V ein Wissen und W, die Wirklichkeit, so gilt in der klassi-
schen Modallogik, in der (IV, 6) giiltig ist, der Satz:

(IV, 23) Vpd & )}/ <>W., WA <>W., A

(auf den Beweis wollen wir hier nicht eingehen, vgl. dazu Lo-
renzen [9]). (IV, 25) besagt, dal3, wenn eine Aussage 4 bezlig-
lich W moéglich ist, es dann stets ein vollstindiges Wissen W,
gibt, derart, dal3 sowohl W relativ zu W, wirklich ist, als auch 4
relativ zu W, wirklich ist. Dieser Satz, der wesentlich auf der
Gultigkeit von (IV, 6) beruht, gilt jedoch nicht mehr im quanten-
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logischen Modalkalkiil. Dem entspricht der physikalische Sach.
verhalt, da3 die Kenntnis des Zustandes |f) des Systems S die
jeweils maximal mogliche Information darstellt, die man {iber §
gewinnen kann, dal3 aber andererseits dieses Wissen nie ein voll-
stindiges Wissen im Sinne von (IV, 16) ist. Eine Wirklichkeit
W,, wie sie fiir alle klassischen Modalkalkiile konstruiert wer-
den kann, existiert also in der Quantenlogik nicht. Zu jedem
Wissen W gibt es Aussagen A, die nicht objektiv in bezug auf
W sind, die also nach dem oben Gesagten mit ihrem kontradik-
torischen Gegenteil —A4 im Modus der relativen Koexistenz sich
befinden koénnen.

Anhang

Anhang I. Quantentheorie

Es sollen hier einige fiir die vorliegende Arbeit wichtige Siitze
und Begriffsbildungen angegeben werden, ohne daf3 im einzel-
nen auf die Begriindung der Sitze eingegangen werden soll.
Wir verweisen in diesem Zusammenhang auf die einschligige
Literatur [1], [10], [19], [20].

I.1 Abgeschlossene Linearmannigfaltigkeiten

Es sei A der Hilbertsche Raum | /), | /o), - .. |g1), |2y -
Elemente von /. Eine Teilmenge M, von / heillt cine lineare
Mannigfaltigkeit, wenn sie mit den Elementen | /1), | /2> ... |/,)
auch deren Linecaraggregate oy | f1) + oy | fo) + -+ + o, | f,)
enthdlt. («;, ..., «, beliebige komplexe Zahlen.) Eine lincare
Mannigfaltigkeit heiBt abgeschlossen, wenn sie mit einer un-
endlichen Folge {| ;>} von Elementen, falls diese einen Grenz-
wert | /) besitzt, auch dieses | f) enthilt. Abgeschlossene Lincar-
mannigfaltigkeiten wollen wir mit M,, M,, M, bezeichnen.
Ist 9t, irgendeine Menge von Elementen des Hilbertraumes, so
ist die Menge {®,} aller B; [ g;) + -+ 4 B, | £,,> mit {3; belicbig
komplex und |[g;) < N, stets eine lineare Mannigfaltigkeit, die
wir als die von 0, aufgespannte Linearmannigfaltigkeit bezeich-
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nen. Fugen wir zu {MN,} = M, noch alle Hiufungspunkte von
{7} hinzu, so entsteht die von N, aufgespannte abgeschlossene
Linearmannigfaltigkeit [M,] = AM/,. Auf Grund dieser Defini-
tion ist

M, < (N, < [9]

wobei {M,} und [N,] die kleinsten N, umfassenden Gebilde
dieser Art sind.

Seien nun M, My abgeschlossene Linearmannigfaltigkeiten,
| 7>, | ) deren Elemente, so bezeichnen wir die abgeschlossene
Linearmannigfaltigkeit [/, M ;] mit

My My = [M,, Mp]

M4 My besteht offenbar aus allen Elementen a|f) -+ 2 ]g)
und deren Haufungspunkten.

Ist M, Teilmenge von My, also M, < M, so betrachten wir
die Gesamtheit der Elemente von M, die orthogonal zu allen
Elementen von A/, sind. Auch dies ist eine abgeschlossene Linear-
mannigfaltigkeit, die wir mit M, — M , bezeichnen wollen. Ins-
besondere heil3t A — M, die zu M, komplementire abgeschlos-
sene Linearmannigfaltigkeit.

Weiter wollen wir mit 4/, ~ M, diejenige abgeschlossene
Linearmannigfaltigkeit bezeichnen, die aus den gemeinsamen
Elementen von M, und M 4 besteht. M, ~ My werden wir auch
als Durchschnitt von M, und M, bezeichnen. SchlieBlich er-
wihnen wir drei besonders einfache abgeschlossene Linearman-
nigfaltigkeiten. Der Hilbertraum /77, die Nullmenge o und die
Menge aller @ |f) (a variabel).

I. 2 Projektionsoperatoren

Der Begriff der Projektion kann hier auf Grund des folgenden
Satzes eingefithrt werden: Ist A/, eine abgeschlossene Linear-
mannigfaltigkeit, dann kann ein beliebiges | 7> < A auf eine
und nur cine Weise in eine Summe | /) = | £,) + |f7) mit
|fi> < My, | fy) < H—M, zerlegt werden. | f,) nennen wir
die Projektion von | /) in M und schreiben P, | /) =|f>. P,
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ist also eine Operation, die jedem | f) seine Orthogonalprojek-
tion | f4 ) in M, zuordnet. P ist somit ein iiberall in / definier-
ter Operator, der als Projektionsoperator bezeichnet werde.

Satz 1: Ein Projektionsoperator 2, hat die folgenden Eigen-
schaften:

a) linear Py(ay|f1) + oalfo)) = o Palfi) + waPulfe)

b) hermitisch P} = £,

¢) idempotent P = P>

d) M, ist die Menge aller Werte von P , also die
Menge aller P, | f)

e) M, kann auch durch die Menge der Lésungen von
P, |f> = |f) gekennzeichnet werden. A — M ist
dann die Menge aller Lsungen von P, |f) = o.

Ein Projektionsoperator hat somit die Eigenwerte o und 1, wo-
bei der Eigenwert o zu allen | f) < A —AM,, der Eigenwert 1
zu allen Elementen | f) < M, gehért. Unabhingig von den ab-
geschlossenen Linearmannigfaltigkeiten kann man die Projek-
tionsoperatoren auch auf Grund des folgenden Satzes definieren.

Satz 2: Ein tberall sinnvoller Operator £ ist dann und nur
dann ein Projektionsoperator, wenn er die Eigenschaf-
ten

Pi=PF Pr= P
besitzt.

Das Problem, welche Zusammensetzungen von Projektionsopera-
toren wieder Projektionsoperatoren sind, wird durch den folgen-
den Satz beantwortet:

" Satz 3: Sind P, und P, Projektionsoperatoren, die auf A7; und
M, projizieren, so ist
a) P, - P, dann und nur dann ein Projektionsoperator, wenn
Py« P, = P,- P, ist. P;-P, projiziert dann auf M; m M,.
b) P, + P,— P, P, ist dann und nur dann ein Projektionsopera-
tor, wenn Py - Py = Py Py ist. Py + Py— PP, projiziert dann
auf M, M,.
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¢) P;— P, ist dann und nur dann ein Projektionsoperator, wenn
Py Py = P, ist. P;— P, projiziert dann auf M\ (H— M,).

Insbesondere ist also 1 — P, derjenige Operator, der auf 7 — A7,
projiziert, da wegen P, == 1 stets P+ Py = P gilt. Weiterhin gilt
der Satz, daB3 M und A/, dann und nur dann orthogonal sind,
wenn P+ P, = o ist. Esist dann also M, ™ M, = o.

Satz 4: Sind Py und P, Projektionsoperatoren, die auf 47; und
M, projizieren, so sind die folgenden Behauptungen
dquivalent:

a)y Py < P,

DIILUAT < I1P A
Q) Py = PP, = PP,
dy My < M,

Satz 5: Sind Py, P, ... P, Projektionsoperatoren, M, M, ... M,
die entsprechenden Linearmannigfaltigkeiten, so ist
P =P 4+ P,...+ P, dann und nur dann ein Pro-
jektionsoperator, wenn ;- P, = o ist, fur alle /== 4.
P projiziert dann auf ¥ = M0 M,... v M,.

Satz 6: Ist P,... Py eine aufsteigende Folge von Projektions-
operatoren, P; < Z,..., so konvergiert diese gegen
einen Projektionsoperator 2 in dem Sinne, dal3 fiir alle
|f>:P,|f>— Plf). Essind dannalle 2, < P.

Hat man also eine Folge 7, ... £, ... von paarweise vertausch-
baren Projektionsoperatoren, so sind (Satz 3) Py, P, + P,,
P, + P, + P, Projektionsoperatoren und offenbar ansteigend,

konvergier%‘p also (Satz 6) gegen ein P, welches groBer ist als sie
alle. P = D' P, projiziert dann auf M = Myw M, . . .
1

1.3 Quantenmechanische Eigenschaften

Wir wollen hier diejenige Formulierung der Quantenmechanik
verwenden, die sich des Begriffes der ,,Eigenschaft eines Sy-
stems S bedient. Eigenschaften sind z. B., dal gewisse Obser-
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vable von S bestimmte MeBwerte besitzen, oder daf3 die MeBwerte
in einem vorgegebenen Wertebereich liegen usw. Um alle diese
Eigenschaften in einer einheitlichen Weise zu schreiben, fiithren
wir die folgende Definition ein: Liegt der Zustand | ) eines vor-
gegebenen Systems S in einer abgeschlossenen Linearmannig-
faltigkeit A/, (die natiirlich auch aus einem einzigen Zustand
| A bestehen kann), so wollen wir sagen, daf3 das System S die
Eigenschaft £, hat. Nach dem oben {ber Projektionsoperatoren
Gesagten ist das genau dann der Fall, wenn

Pylfy =1/

gilt, wobei 2, auf A7, projiziert. Da 2, ein linearer, selbst-
adjungierter Operator mit den Eigenwerten 1 und o ist, kann
man /7, als den Operator einer Observablen auffassen, die die
MeBwerte 1 und o hat. Das Vorliegen des Eigenwertes 1 besagt
dann, daB das im Zustande | f) befindliche System S die Eigen-
schaft £, hat. Bei Vorliegen des Eigenwertes o liegt | f) in
M, = H— M,, sodaB3 S die Eigenschaft £/, besitzt.

Ebenso wie bei beliebigen Observablen sind daher auch zwei
oder mehrere Eigenschaften 72, 72, /£, an einem System genau
dann gleichzeitig mefbar, wenn die zugehdrigen Projektions-
operatoren miteinander vertauschbar sind. Die Kommensurabili-
tit von zwei Eigenschaften £, und £, stellt dabei eine Ver-
schirfung des an beliebigen Observablen definierten Begriffes
der gleichzeitigen MeBbarkeit dar. Denn z. B. ist die Eigenschaft
£y, daf3 die Observable R in dem im Zustand |f) befindlichen
System S den Wert &, hat und die Eigenschaft %,, dall 7" den
Wert 75 hat (R und 7" mégen ein diskretes, nicht entartetes Spek-
trum besitzen), gleichzeitig meflbar, wenn Py = |R;) (&;| und
Py, = |T,) {7, vertauschbar sind, wihrend fiir die Kommensura-
bilitit von R und 7 die Vertauschbarkeit aller |R;) (R, mit
allen | 73, { 7| erforderlich ist.

Hiaufig wird auch statt gleichzeitiger MeBbarkeit bei Eigen-
schaften der Begriff der gleichzeitigen Entscheidbarkeit ver-
wendet. [1] Wir haben diesen Begriff hier absichtlich vermieden,
da seine Verwendung erst dann sinnvoll ist, wenn die Negation
einer Aussage eingefiihrt worden ist, was erst in Kap. II mit rein
logischen Mitteln geschehen soll.
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Anhang I1. Verbandstheoretische Hilfsmittel

Es sollen im folgenden Abschnitt einige fiir die vorliegende
Arbeit wichtige verbandstheoretische Begriffe und Satze zu-
sammengestellt werden. Es soll hier jedoch nicht in irgendeiner
Hinsicht eine Vollstindigkeit des dargebotenen Materials an-
gestrebt werden. Wegen aller Einzelheiten, Beweise usw. sei
daher auf die ausfihrliche Darstellung dieser Fragen bei Birk-
hoff[21] und Hermes [22] verwiesen.

Eine Menge von Elementen A4, B, C heil}t eine Halbordnung
oder eine halbgeordnete Menge, wenn zwischen je zwei Elemen-
ten eine Relation 4 < A erklirt ist, so dal} gilt:

(AL, 1) 4<4
(A 11, 2) A<B B<C=d4<C
(AT, 3) A<G B<A=A=2~

Zwei Elemente 4 und B sollen vergleichbar heilen, wenn zwi-
schen ihnen wenigstens eine der Relationen 4 < B oder £ < 4
gilt. Eine Halbordnung, in der je zwei Elemente vergleichbar
sind, heil3t eine Kette.

Ein Element, welches kein anderes Element umfaBt, hei3e
minimal, und ein Element, das von keinem umfa8t wird, maxi-
mal. Ein Element, welches in jedem anderen enthalten ist, heille
kleinstes oder Nullelement A, und ein Element, welches alle an-
deren umfaBt, gréfites oder Einselement /.

Ist weiter A eine Teilmenge einer Halbordnung, so heiit ein
Element .S obere bzw. untere Schranke von A, wenn fur alle
aC ¥ a<$S bzw. § <« gilt. Existiert eine solche obere bzw.
untere Schranke, so hei3t A nach oben bzw. nach unten be-
schrankt. Die kleinste obere Schranke heil3t obere Grenze, ent-
sprechend die gréBte untere Schranke untere Grenze.

Gibt es nun in einer Halbordnung zu je zwei Elementen A, 5
ein Element 4 A B, welches untere Grenze von 4 und 7 ist, also

(A1l 4) ArB < 4
(A1l 5 ArB < B
(AIL,6) <4, C<B=C<AANB
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erfillt, so heilit die Menge ein Halbverband. Existiert dariiber
hinaus fiir je zwei Elemente auch stets eine obere Grenze A v 5,
die also

(AL, 7) A<AVE
(AL, 8) B<AVE
(A1, 0) A<C B<C=AvVB<C

erfilit, so heiB3t die untersuchte Menge ein Verband. In Verbin-
den gilt das Dualitdtsprinzip, welches besagt, daf3 die duale Aus-
sage eines jeden Satzes wieder ein Satz ist. Man geht von einer
Aussage zu der dualen iber, indem man < durch > bzw. >
durch <ersetzt, und A durch v bzw. V durch A. Ein Beispiel da-
flir sind die stets in Verbidnden giiltigen Beziehungen:

(A 11, 10) AV(BAC) < (AVBYA(AVC)
(AL, 11) (ANBYV(ANC) < AN(BVC)

In einem Verband existiert auch fur jede endliche Menge von
Elementen {4, ... 4,} eine obere und eine untere Grenze. Ist
dies sogar fiir jede unendliche Menge {4,, .. ... } von Elemen-
ten der Fall, so heiBt der betreffende Verband vollstindig. Es
gilt dann der Satz, dal} jeder vollstindige Verband ein Null-
und Einselement besitzt.

Gibt es in einem Verband zu je zwei Elementen A4 und B ein
weiteres Element £ — A4 mit der Eigenschaft

(A1, 12) ANB— A < B
(ATI, 13) ANC<B=C<B— 4

so dafl B — A also das groBte unter den Elementen X7, X,, ...
ist, welche die Bedingung 4 A X, < B erfiillen, so hei3t der be-
treffende Verband relativ-pseudokomplementir. B— A4 ist dann
das zu B relative Pseudokomplement von 4. Existiert weiter
ein Nullelement A, so heillt A — A das Pseudokomplement zu 4,
und mdge mit — .4 bezeichnet werden. Es erfiillt dann die beiden
Beziehungen

(AII,14) A/\'—/A _<_ A
(ATl 13) ArC< N=>C< —4
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In relativ-pseudokomplementiren Verbinden existiert weiter
stets ein Einselement, nimlich V' = 4 — A4, wobei A ein belie-
biges Element ist. Eine weitere sehr wichtige Eigenschaft dieser
Verbinde ist, dal sie distributiv sind, d. h. es gilt iiber (A 11, 10,
11) hinaus

(A 11, 16) AV(BAC)=(AVvB)A(A V()
(ATl 19) (AAB)Y(AANC)=ANBVC)

Ein beliebiger Verband heiBt relativ-komplementir, wenn fiir je
zwei Elemente 4 und B, die die Bedingung 4 < B erfiillen, fol-
gendes gilt: Zu jedem Element X existiert ein Element ¥, das
zu 4 und B relative Komplement von X, welches die beiden Be-
dingungen

(A1I,18) XAaY =4 XvY=258

erfiillt. Existiert weiter ein Nullelement /A, so daf3 » < B fir
alle B gilt, so heiBt der Vervand abschnittskomplementir. Ist
aullerdem ein Element V vorhanden, so heif3t der Verband kom-
plementér. Zu jedem X gibt es dann ein ¥, das Komplement zu
X, so daB3 also

‘Al 10) XAY = n Xv¥Y=y

gilt. Im allgemeinen ist die Bildung der Komplemente nicht ein-
deutig. Es gilt jedoch der wichtige Satz, dal} in einem distributi-
ven Verband ein Element héchstens ein Komplement besitzt.
Existiert also in einem distributiven Verband ein Komplement,
so ist es dann eindeutig bestimmt. Ein komplementirer distribu-
tiver Verband heil3t auch ein Boolscher Verband oder auch eine
Boolsche Algebra. Verbinde, in denen die Distributivgesetze
(A 11,16, 17) nur unter den Bedingungen 4 < C bzw. ¢ < 4
gelten, heiBen modular. Ist ein modularer Verband komplemen-
tir, so ist er auch abschnittskomplementdr; ist er abschnitts-
komplementir, so auch relativkomplementir.

Im Gegensatz zu distributiven ist jedoch in modularen Ver-
binden die Komplementbildung nicht mehr eindeutig. Es wird
im allgemeinen zu einem Element A4 mechrere Komplemente
A, A" ... geben, die den Bedingungen

(A 11, 20) ArNA = A AvA =V
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geniigen. In gewissen Féllen 148t sich jedoch ein eindeutig de-
finiertes Komplement angeben. Dies ist der Fall, wenn der unter-
suchte Verband orthokomplementir ist. Ein Verband heif3t ortho-
komplementir dann und nur dann, wenn er einen dualen Auto-
morphismus 4 = A4’ gestattet, der auller (A 11,20) noch der Be-
dingung

(AT, 21) (4" = 4

geniigt. (Eine Abbildung X = X" eines Verbandes auf sich selbst
heil3t ein dualer Automorphismus, wenn er zwei Elemente A4, B,
die in der Relation 4 < B stehen, in zwei Elemente 4, B ab-
bildet, die in der dualen Relation B < 4 stehen). Dieses (ein-
deutig definierte) Komplement wird als das Orthokomplement zu
A bezeichnet.

Anhang ITI. Operative Logik

Im folgenden Abschnitt soll kurz skizziert wenden, wie sich
die in den mathematischen Theorien gebriuchliche Logik — ab-
gesehen von dem tertium non datur — operativ begriinden laf3t.
Es ist hier nicht moglich, diesen Aufbau in allen Einzelheiten
darzustellen, weshalb wir uns oft auf kurze Hinweise beschrin-
ken miissen. Im ibrigen sei auf die ausfithrliche Darstellung
dieses Problems bei Lorenzen [g9] verwiesen.

Wir wollen ausgehen von einem Kalkiil A, also von einigen
Figuren X, ¥V, Z, ... und Regeln der Form x — y, die besagen,
daf3, wenn eine Figur x schon hergestellt ist, dann auch y herzu-
stellen sei. ,,2'‘ steht hier als eine Variable fir Figuren, die selbst
schon in K, hergestellt sind. Wir definieren dann einen weiteren
Kalkil X, der aus den Figuren 4, B, C ..., den Anfingen des
Kalkiils, und Regeln wie @ — 4; a, 6 — 2 bestehen mage. ,,a"
,,0' stehen jetzt als Variable flir alle ,,Aussagen’ des Kalkiils.
Unter Aussage wollen wir hierbei eine Figur verstehen, die in
K, konstruierbar ist. A dient also nur als Hiifskalkiil, um fest-
zulegen, was unter einer Aussage in K zu verstehen ist. ,,a — 8"
bedeutet wieder, dal3, wenn a hergestellt ist, dann auch é herzu-
stellen sei. @, & — ¢ bedeutet, dal, wenn ¢ und 4 schon hergestellt
seien, dann ¢ herzustellen ist. Eine mit den Anfingen und Regeln
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von K herstellbare Figur heile eine ,,ableitbare Aussage‘‘. Unter
einer Ableitung a wollen wir im folgenden ein aus mehreren Zei-
len bestehendes Schema verstehen, in dem alle zur Herstellung
einer ableitbaren Aussage notwendigen Schritte explizit auf-
gefithrt werden. Die letzte Zeile einer Ableitung o werde als
,Endaussage’ e(«) bezeichnet. Das Zeichen A4 |- B soll weiter
heiBen, dall man nach Hinzunahme von 4 zu den Anfingen des
Kalkiils £ die Figur B nach den Regeln von X herstellen kann,
Wenn keine Verwechslungsmoglichkeiten bestehen, wollen wir
auch einfach  schreiben.l

Eine Regel & heifle zuldssig in einem Kalkiil X, wenn man jede
Ableitung «, die die Regel R beniitzt, ersetzen kann durch eine
Ableitung o, die £ nicht benfitzt, aber die die gleiche Endaus-
sage (o) = e(a’) besitzt. Eine solche Umformung der Ableitung
«in o’ wollen wir ein Eliminationsverfahren nennen. Wir sagen
auch, daf3 die Benutzung der Regel R in jeder Ableitung o von
K eliminiert werden kann. Die Elimination eines ,,Anfangs‘' ist
in dieser Definition inbegriffen. wenn wir die Anfinge als spe-
zielle Regeln ohne Vorderformeln betrachten.

Die verschiedenen Verfahren, nach denen eine Regel eliminiert
werden kann, werden in der Protologik untersucht. Fir den Ge-
brauch der operativen Mathematik gentigt es, sich auf die funf
protologischen Prinzipien zu beschréanken: Deduktionsprinzip,
Induktionsprinzip, Inversionsprinzip, Gleichheitsprinzip und
Unableitungsprinzip. Diese Prinzipien, auf die wir im einzelnen
hier nicht eingehen kénnen, geben verschiedene allgemeine Ver-
fahren an, nach denen man Regeln, die man zur Herstellung von
Figuren benutzt, in einer solchen Ableitung eliminieren kann.
Es ist wichtig, im Auge zu behalten, dal3 alle in der Protologik
diskutierten Eliminationsverfahren von der Vorstellung ausgehen,
dal} es sich dabei um eine materielle Konstruktion von Figuren
(z. B. aus Steinchen) handelt, deren Herstellung keinen anderen
als den durch die Regeln des Kalkiils festgelegten Einschrinkun-
gen unterworfen ist.

! Eine Aussage 4 heile weiter unableitbar, wenn 4 ungleich allen ableit-
baren Aussagen ist. Um zu priizisieren, was gleich und ungleich bei allgemei-
nen Figuren heiBt, hat man auch die Gleichheit und die Ungleichheit durch
einen Kalkiil zu definieren. Wir wollen hierauf jedoch nicht nither eingehen.
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AufBler den Kalkiilen kann man noch sog. ,,Metakalkile*
untersuchen, deren ,,Aussagen’’ die Regeln der oben untersuch-
ten Kalkiile & sind. Weiter bezeichnen wir als eine Metaregel
eine Regel, die die Hinzunahme einer weiteren Regel zum Meta-
kalkiil gestattet, und die allgemeine Form 4 — 8-> C— D
haben wird. Der einfache Pfeil ,,—* ist jetzt als eine bedeutungs-
freie Figur anzusehen, wihrend ,,~>‘* jetzt genau die Bedeutung
hat, die ,,—‘ friher in Kalkiilen hatte. Entsprechend wollen
wir von einer ,,zuldssigen' Metaregel sprechen, wenn sie eine
Regel tiber Regeln von X ist, die angewandt auf zuldssige Regeln
von K stets wieder zuldssige Regeln liefert. '

Ebenso kann man fortschreitende Metakalkile usw. unter-
suchen. Als gemeinsamen Namen fiir Aussagen, Regeln, Meta-
regeln gebrauchen wir jetzt den Terminus ,,Aussage’ und be-
nutzen 4, B, C als Variable fir Aussagen. Wir wollen nun fra-
gen ob es Regeln, Metaregeln usw. gibt, die in jedem Kalkiil
zuldssig sind. Solche Aussagen wollen wir als allgemein zulissige
Aussagen bezeichnen. Ohne auf die Beweise einzugehen, sei be-
merkt, daB sich zunichst die folgenden Regeln zur Ableitung
von allgemein zuldssigen Aussagen aufstellen lassen:

(ATIT, 1) A — A4
(A 111, 2) A—B B—C=A—C
(A 111, 3) A, C*>B o C*»A— B

Wihrend ,,—‘‘ Bestandteil der Aussagen ist, haben wir hier =
zur Mitteilung der Regeln verwendet. X' = ¥ soll also heillen:
Ist X ableitbar, so auch ¥. Der Doppelpfeil < steht an Stelle
von = und <=, so dal} (A III, 3) also zwei Regeln sind. Das
Komma ““,” zwischen zwei Aussagen 4, B wurde hier in dem-
selben Sinne wie oben gebraucht, dab also sowohl die Aussage 4
als auch die Aussage 5 abgeleitet ist.

Die Gesamtheit der allgemein zuldssigen Regeln, Metaregeln
usw. bezeichnen wir als operative Logik. Die Regeln der Logik
sind also dadurch gekennzeichnet, dafl man mit ihrer Hilfe
keine Aussage, Regel usw. herleiten kann, die nicht auch schon
ohne Verwendung der logischen Regeln abgeleitet werden konnte.
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Zur Vereinfachung des Ableitens in Kalkiilen ist es iiblich,
uber die durch (A III, 1,2,3) gegebenen Regeln hinaus einige
weitere Symbole durch relativ zulidssige Regeln einzufithren. Ein
Beispiel dafiir ist die Regel, durch die das Zeichen A, die Kon-
junktion, eingefithrt wird:

(A TII, 4) A, B ANB

Eine solche Regel ist sicherlich nicht zuldssig, denn die Aussage
A A B ist jetzt u. U. ableitbar, wihrend dies vorher sicher nicht
der Fall war, da angenommen werden soll, daB A bisher nicht
unter dem Zeichen des Kalkiils vorgekommen ist. (A III, 4) ist
hingegen relativ zuldssig. Damit ist gemeint, da} aus jeder Ab-
leitung o, die eine Endaussage (&) besitzt, in der A nicht vor-
kommt, die Benutzung der Regel (A III, 4) eliminiert werden
kann.

Die Konjunktion, Disjunktion und Partikularisation werden
auf diese Weise in die Logik eingefiithrt. Wir wollen an dieser
Stelle nicht ndher darauf eingehen, da der Aufbau der operativen
Logik in Kap. Il an dem hier besonders wichtigen Beispiel des
Kalkiils der kommensurablen Eigenschaften im einzelnen durch-
gefithrt werden soll. Auch die Begriffe der Negation und der
Generalisation sollen dort ausfithrlich behandelt werden, weshalb
hier auf eine Diskussion dieser Begriffe verzichtet werden soll.
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