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Einleitung 

Die von S. Eilenberg und S. MacLane eingeführten Kategorien 

sind aus zwei Gründen wichtig geworden : erstens machten sie es 

möglich, gewisse Theorien, wie zum Beispiel die Theorie der 

Homologie- und Cohomologiemoduln, in solcher Allgemeinheit 
zu entwickeln, daß die für die Anwendungen interessanten Spe- 

13 München Ak. Sb. i960 



164 Fridolin Hofmann 

zialtheorien als Sonderfälle darin enthalten sind und daher nicht 

mehr gesondert entwickelt werden müssen; zweitens trat die be- 

herrschende Rolle gewisser Dualitäten zutage, die in konkreten 

Fällen, wie zum Beispiel der Gruppentheorie, zwar bekannt, aber 

methodisch nicht genügend ausgenützt waren. 

Bisher wurden die Kategorien so aufgebaut, daß sie als Bei- 

spiel zwar die abelschen Gruppen, nicht aber alle Gruppen um- 

fassen. In der vorliegenden Arbeit wird die Theorie der Katego- 

rien so entwickelt, daß die Kategorie der Gruppen ein Beispiel 

für diese Kategorien ist. Darüber hinaus werden in unseren Kate- 

gorien abelsche Objekte definiert, die im Spezialfall der Kategorie 

der Gruppen gerade die abelschen Gruppen liefern. 

In den ersten vier Abschnitten entwickeln wir zunächst eine 

selbstduale Theorie und beweisen vor allem Sätze, die die Hand- 

habung des Kalküls erleichtern. Im fünften, entscheidenden 

Abschnitt werden die normalen Monomorphismen bzw. die co- 

normalen Epimorphismen definiert und es werden für sie zwei 

weitere Axiome eingeführt. Hierbei geht naturgemäß die Selbst- 

dualität der Theorie verloren. Im sechsten Abschnitt untersuchen 

wir die normalen Monomorphismen genauer, im siebenten Ab- 

schnitt führen wir den Begriff der exakten Sequenz ein. Im letzten 

Abschnitt schließlich sondern wir die bereits erwähnte abelsche 

Teilkategorie aus, der im Falle der Kategorie der Gruppen die 

Teilkategorie der abelschen Gruppen entspricht. 

§ 1. Grundbegriffe 

1.1: Kategorien 

Eine Kategorie (E besteht aus 

a) einer Klasse, deren Elemente A, B, . . . wir Objekte nennen; 

b) einer Funktion Horn, die jedem geordneten Paar A, B von 

Objekten eine Menge Hom(H, B) zuordnet; die Elemente 

u, v, ... von Horn (A, B) nennen wir Morphismen-, statt 

u G Horn (A, B) schreiben wir auch u\ A —> B\ 
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c) einer Funktion, die je zwei Morphismen u:A—*B, v\B->C 
einen Morphismus z>u\A-*C zuordnet; diese Komposition der 

Morphismen genüge folgenden Axiomen: 

(I) für jedes Objekt A existiert ein iA : A -*A derart, daß 
für alle u : A B gilt uiA = u und für alle v : B—> A 
gilt iA v = v, wir bezeichnen diesen eindeutig bestimm- 

ten Morphismus iA aus Horn (A, A) als Identität; 

(I I) die Komposition der Morphismen ist assoziativ ; 

(III) sind A, B und A', B' verschiedene Paare von Objekten, 

so ist Hom(A, B) r\ Hom(A', B') = 0 (m. a. W. : 

bei einem Morphismus u : A —*■ B sind A und B durch 

u eindeutig bestimmt). 

Es liege für das Folgende eine feste Kategorie ß vor. 

1.2: Dualität 

Eine Definition, ein Satz usw. wird dualisiert durch Anwendung 

der beiden folgenden Regeln : 

a) man ersetze u: A B durch u: B —*■ A; 

b) man ersetze vu durch uv. 

Soweit Axiome über (5 selbstdual sind (d. h. mit ihrer dualen 

Formulierung identisch sind, wie z. B. (I)-(III)), gilt zu einem 

Satz H über € auch der duale Satz Hö ; sein Beweis ergibt sich 

aus dem Beweis des Satzes H durch Dualisierung. Dualisierte 

Beweise geben wir im folgenden nicht an. 

1.3: Monomorphismen, Epimorphismen, Isomorphismen 

u : A —>- B heiße ein Monomorphismus, wenn aus uw — uw' 
folgt w = w'. u\ B —*■ A heiße ein Epimorphismus, wenn aus 

wu — w' u folgt w — w'. 
v :B —*■ A heiße ein Rechts- bzw. Linksinverses von u : A —> B, 

wenn vu — iA bzw. uv = iB ist. v heiße Inverses von u, wenn v 
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sowohl Rechts- als auch Linksinverses von u ist. Falls u ein Inver- 

ses besitzt, nennen wir u einen Isomorphismus. — Beispielsweise 

sind die Identitäten Isomorphismen. 

Satz 1.1: Jeder Morphismus mit Rechtsinversem ist ein Epi- 
morphismus. 

Satz l.la: Jeder Morphismus mit Linksinversem ist ein Mono- 
morphismus. 

1. Korollar: Jeder Isomorphismus ist ein Monomorphismus und 
ein Epimorphismus. 

2. Korollar: Jeder Morphismus hat höchstens ein Inverses. 

Satz 1.2: Die Komposition zweier Monomorphismen ist ein 
Monomorphismus. 

Satz 1.2(S: Die Komposition zweier Epimorphismen ist ein 
Epimorphismus. 

Satz 1.3: Die Komposition zweier Isomorphismen ist ein Iso- 
morphismus. 

Satz 1.4: Ist uv ein Monomorphismus, so ist v ein Monomor- 
phismus. 

Satz 1.4Ä: Ist vu ein Epimorphismus, so ist v ein Epimorphis- 
mus. 

Monomorphismen, Epimorphismen und Isomorphismen be- 

zeichnen wir im folgenden meistens mit m, e und i. 

1.4: Kanonische Monomorphismen und Epimorphismen 

Es sei A ein festes Objekt. Existiert zu zwei Monomorphismen 

m' : X' —> A und m" : X" —> A ein Morphismus m mit m" m = 

m' (nach Satz 1.4 ist dann m ein Monomorphismus), so schreiben 

wir m' < m". Diese Relation < ist reflexiv und transitiv (also eine 

Präordnung in der Klasse der Monomorphismen m\X-+ A). 
Wir nennen m' und m" äquivalent, in Zeichen m' = m", wenn 

m' < m" und m" < m' ist. Wir fordern als Axiom: 
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(IV) In jeder A quivalenzklasse von Monomorphismen m\X-+A 
eines jeden Objektes A ist einer ausgezeichnet ; diese aus- 

gezeichneten Monomorphismen nennen wir kanonisch. 

Es sei A ein festes Objekt. Existiert zu zwei Epimorphismen 

e':A-^-X' und e" : A —> X" ein Morphismus e mit ee" — e' 
(nach Satz 1.4,5 ist dann e ein Epimorphismus), so schreiben wir 

e' < e". Diese Relation < ist reflexiv und transitiv (also eine 
Präordnung in der Klasse der Epimorphismen e : A —X). Wir 

nennen e' und e" äquivalent, in Zeichen e' ^ e", wenn el
 < e" 

und e" < e' ist. Wir fordern als Axiom: 

(IVä) In jeder Aquivalenzklasse von Epimorphismen e : A —*■ X 
eines jeden Objektes A ist einer ausgezeichnet ; diese aus- 

gezeichneten Epimorphismen nennen wir kanonisch. 

Für jedes Objekt A bilden die Monomorphismen m:X —*■ A 
bzw. Epimorphismen e : A -> X, welche Isomorphismen sind, 

eine Aquivalenzklasse. Wir können annehmen : 

(IV,.) Die Identität iA ist kanonischer Monomorphismus und 
kanonischer Epimorphismus (m. a. W. : Die kanonischen 

Isomorphismen sind die Identitäten). 

Satz 1.5: Zwei Monomorphismen m' : X' —*■ A und m" : X" —*A 
sind dann und nur dann äquivalent, wenn ein Isomorphismus i 
existiert mit m"i = m' (es gibt höchstens einen solchen Isomor- 

phismus). 

Beweis: Es sei m' = m". Dann existiert ein Monomorphismus 

mx mit m" mx = m' und ein Monomorphismus m2 mit m' m2 — 
= m". Es folgt m" mxm^ = m' m^ = m". Also ist mxm% eine 

Identität. Analog ist m2mx eine Identität. Also besitzt mx ein 

Inverses. 

Satz 1.5,j : Zwei Epimorphismen e' : A —> X' und e" : A —* X" 
sind dann und nur dann äquivalent, wenn ein Isomorphismus i 
existiert mit ie" = e' (es gibt höchstens einen solchen Isomor- 

phismus). 
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§ 2. Bild und Cobild 

Wir führen zwei weitere (ebenfalls selbstduale) Axiome ein. 

(V) Zu jedem Morphismus u existieren ein Monomorphismus 
m und ein Epimorphismus e mit u = me. Wir nennen me 
eine Faktorisierung von u. 

(VI) Sind m und m' Monomorphismen, e und e' Epimorphis- 
men und ist me = mV, so sind m und m' äquivalent (dann 

auch e und e', und umgekehrt). 

Satz 2.1: Zu jedem Morphismus u existiert genau eine Faktori- 
sierung mit kanonischem Monomorphismus. 

Beweis: Es sei u = me eine Faktorisierung von u. Dann exi- 

stieren ein kanonischer Monomorphismus ü und ein Isomorphis- 

mus i derart, daß m = üi ist. ie ist ein Epimorphismus. — Äqui- 

valente kanonische Monomorphismen sind gleich. 

Satz 2.1^ : Zu jedem Morphismus u existiert genau eine Faktori- 
sierung mit kanonischem Epimorphismus. 

Satz 2.2: Zu jedem Morphismus u existieren eindeutig ein 
kanonischer Monomorphismus ü, ein kanonischer Epimorphis- 
mus u und ein Isomorphismus iu mit u = üiuu. 

Korollar: Ein Morphismus u : A —> B ist genau dann ein 
Monomorphismus (Epimorphismus), wenn u = iA (ü = iB) ist. 

Wir nennen die von Satz 2.2 gelieferte, eindeutig bestimmte Dar- 

stellung u = üiuu die kanonische Faktorisierung von «und schrei- 

ben auch ü = Bild u und u = Cobild u. 

Satz 2.3: Jeder Morphismus, der zugleich ein Monomorphismus 
und ein Epimorphismus ist, ist ein Isomorphismus. 

Beweis: Es sei u : A —> B ein Monomorphismus und ein 

Epimorphismus. Nach dem Korollar zu Satz 2.2 ist dann ü = iB 

und u = iA, also u = iu. 

Es sei u : A —> B ein Morphismus, m: C A ein Monomor- 

phismus und um = umi„„um die kanonische Faktorisierung 
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von um. Dann nennen wir den kanonischen Monomorphismus 
um das u-Bild von m und bezeichnen es auch mit u(m) ; speziell 
ist u(iA) — Bild u. - Es sei u : B —> A ein Morphismus, e : A-+C 
ein Epimorphismus und eu = Jiiieu eu die kanonische Fak- 
torisierung von eu. Dann nennen wir den kanonischen Epimor- 
phismus das u-Cobild von e und bezeichnen es auch mit uö (e) ; 
speziell ist ua(iA) = Cobild u. 

Satz 2.4: Ist u : A —*• B ein Morphismus und e' : A' —> A ein 
Epimorphismus, so ist (ue) (iA-) = u(iA) (m. a. W. : Bild ue — 
= Bild u). 

Beweis: Es ist üeiueue_ = ue = üiuue, nach Satz 2.1 folg- 
lich ue = ü. 

Satz 2.4^: Ist u : B -> A ein Morphismus und m : A —* A' 

ein Monomorphismus, so ist (mu)ö (iA>) = uö(iA) (m. a. W. : 
Cobild mu — Cobild u). 

Satz 2.5 : Es seien v : A —*■ B, u : B —> C Morphismen und 
m, \ D —> A ein Monomorphismus. Dann ist (uv) (m) = u(v(m)). 

Beweis : Es ist (u v) (m) = uvm = uvmivm vm = uvm (letz- 
teres nach Satz 2.4 mit e = ivm vm). 

Satz 2.5,5: Es seien v. B —* A, u:C—+B Morphismen und 
e\ A —>D ein Epimorphismus. Dann ist (vu)s (e) = uA(vö(e)). 

Satz 2.6: Für zwei Monomorphismen m' : A' —> A und 
m" : A" —> A ist m! < m" genau dann, wenn m' (iA>) < m" (iA») 
(m. a. W. : Bild m' < Bild m") ist. 

Beweis: Es sei m' = m" m. Dann ist m' im. = m" im„ m, 

also wenn i* das Inverse von im. ist, m' = m" im„mi*, also 
m' < m". Umgekehrt sei m' = m" m und i* das Inverse von 

im". Dann ist m' = m' im, = m" m im, = m" im„ i* m im> = 
= m" i* mim>, also m' < m". 

Satz 2.6^: Für zwei Epimorphismen e' :A —*A' und e" : A—*A" 
ist e' < e" genau dann, wenn e'a (iA,) < ea (iA„) (m. a. W. : 
Cobild e' < Cobild e") ist. 
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Satz 2.7: Es seien m' : A' —* A, m" : A" —> A und m\ A —*■ B 

Monomorphismen. Es ist dann und nur dann m (m’) < m (m"), 
wenn m' < m" ist. 

Beweis: Aus mm' < mm" folgt mm' < mm" nach Satz 2.6, 

d. h. es existiert ein Monomorphismus v mit mm' = mm" v\ 
folglich ist m' = m" v. Umgekehrt folgt aus m' < m", daß 

mm' < mm" ist; nach Satz 2.6 ist daher mm' < mm". 

Satz 2.7,5: Es seien e' : A —> A', e" : A —* A" und e\ B —*■ A 
Epimorphismen. Es ist dann und nur dann es (e') < eö (e"), 
wenn e' < e" ist. 

Satz 2.8: Es seien m' : A' —» A und m": A" —*■ A Monomor- 

phismen und u : A —> B ein Morphismus. Ist m' < m", so ist 
u (m’) <u(m"). 

Beweis: Es sei m' = m" m. Dann ist u (m’) = um' = um" m = 

— um" i„m,,um' m. Wir setzen zur Abkürzung i,im„um' m — 

= v] nach Satz 2.4und Satz 2.7 folgt nun u(pn') = um"viuv = 

= um"v = Um"(v) < um" (iA'i) = um" — u(m"). 

Korollar: Es seien m' : A' A und m" : A" —> A Monomor- 

phismen und u: A —* B ein Morphismus. Ist m' = m", so ist 
u (m') = u (m"). 

Satz 2.8,5: Es seien e': A —*■ A' und e": A —* A" Epimorphis- 

men und u '. B —> A ein Morphismus. Ist e' < e", so ist u6 (e') < 

< uö(e"). 

Korollar: Es seien e' : A —> A' und e" : A —> A" Epimorphis- 

men und u : B -—> A ein Morphismus. Ist e' = e", so ist u& (e') = 

= u0(e"). 

Satz 2.9 : Sind v: A —> B und u: B —* C Morphismen, so ist 
uv (*A) ^ U

(ÎB) (m- a- W. : Bild uv < Bild u). 

Beweis: Es ist v < iB, nach Satz 2.5 und Satz 2.8 also uv(iA) = 

= u(v (iA)) = u(v) <u (iB). 
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Satz 2.90: Sind v : B —* A und u: C B Morphismen, so ist 

(vu)g (iA) < uö (iB) (m. a. W. : Cobild vu < Cobild u). 

Bevor wir in der Theorie fortfahren, geben wir einige Bei- 
spiele an. 

1. Die Kategorie 2JÎ 

Die Objekte sind die Mengen; die Morphismen sind die Ab- 
bildungen. 

2. Die Kategorie @ 

Die Objekte sind die Gruppen ; die Morphismen sind die Homo- 
morphismen. Dabei gilt: 

a) Die Monomorphismen sind die eineindeutigen Homomorphis- 
men in. Es sei nämlich u: A^>- B ein Homomorphismus und 
u(a1) = u(a,P) (alt a2 £ A), Z die Gruppe der ganzen Zahlen 
und ux, u2\ Z —*■ A definiert durch: ux (1) = alt u2 (1) = a2. 
Dann ist uux = uu2\ somit ist u genau dann ein Monomor- 
phismus, wenn ax = a2 ist. 

b) Die Epimorphismen sind die Homomorphismen auf. Daß Ho- 
momorphismen auf Epimorphismen sind, ist trivial. Umge- 
kehrt sei u : A —* B und u (A) = B' echte Untergruppe von 
B. Weiter sei B1 = B2 = B, B'1 = B'2 — B' und C das freie 
Produkt von B1 und B2 mit vereinigter Untergruppe B'. Dann 
existieren Homomorphismen ux: Bx—* C und u2 : B2—+ C mit 
ux =j= u2 und uxu = u2u, d. h. u ist kein Epimorphismus. 

3. Die Kategorie € 

Die Objekte sind die linearen (nichtassoziativen) Algebren über 
einem festen Körper ET; die Morphismen sind die Homomorphis- 
men. Die Monomorphismen sind die eineindeutigen Homomor- 
phismen in, die Epimorphismen die Homomorphismen auf. (Der 
Beweis ergibt sich wie in 2. auf Grund von C. E. Didize, Mat. 
Sbomik, n. Ser. 43 (85) 379-396, (WS^).) 
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§ 3. Der Verband der kanonischen Monomorphismen m : X -+ A 

bzw. der kanonischen Epimorphismen e : A —> X 

Unsere Kategorie <5 sei eine Kategorie mit „Null“, d. h. sie 

erfülle folgendes Axiom: 

(VII) Es existiert genau ein Objekt O derart, daß für jedes Ob- 
jekt X die Mengen Hont (O, X) und Hom (X,0) aus genau 
einem Element bestehen. 

Wir nennen dieses Objekt O das Nullobjekt (und verwenden den 

Buchstaben 0 nur zur Bezeichnung des Nullobjektes). Außerdem 

bezeichnen wir das Element von Hom (O, X) bzw. Horn (X, O) 

mit oox bzw. ox■ 0. 

Satz 3.1: Für jedes Paar A, B ist Hom (A, B) =j= 0. 

Beweis: oO B oAO G Hom(H, B). 

Eine Morphismenfamilie (Uj\ A —> Ajjj^j heiße ein allgemei- 
nes direktes Produkt der Familie (.Aj)-ej, wenn zu jeder Morphis- 

menfamilie (vj : B —> AJ)Jœ/ genau ein Morphismus v: B —> A 
existiert mit u- v = v, für alle j G J. 

Eine Morphismenfamilie (uj : Ay —> A)JE_J heiße eine allge- 
meine direkte Summe der Familie (Af)jSj, wenn zu jeder Mor- 

phismenfamilie (vj : Aj —* B)j&j genau ein Morphismus v : A—+ B 
existiert mit vuj — Vj für alle/ G J. 

Satz 3.2: Es sei (uj\ A —> A- Le j ein allgemeines direktes Pro- 

dukt. Dann ist jedes Uj ein Epimorphismus. 

Beweis: Es sei j0 G J fest. Nach Satz 3.1 existiert für jedes/ =j= 

=t= jo ein Wj : AjoAj. Es sei Wjo = iAja. Dann existiert ein 
w '• AJ0 — A mit ujw = wj Ü G /) ; folglich ist uJt w = iAJt; 
nach Satz 1.4,5 ist uj0 

ein Epimorphismus. 

1 Indexmengen werden immer als nichtleer vorausgesetzt. 
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Satz 3.2a: Es sei (uy : Ay —> A)yGj eine allgemeine direkte 
Summe. Dann ist jedes Uy ein Monomorphismus. 

Satz 3.3: Es sei (uy\ A —> Ay)yGj ein allgemeines direktes Pro- 
dukt, (vj : B —* Aj)jGj eine Morphismenfamilie und v: B —> A 
der Morphismus mit UyV = Vy(j G J). Ist Vyo ein Monomorphis- 
mus für mindestens ein j0 G J, so ist v ein Monomorphismus. 

Beweis: Es ist ujov = Vyo, also v nach Satz 1.4 ein Monomor- 
phismus. 

Satz 3.3a: Es sei (uy\ A y —*■ A)jGj eine allgemeine direkte 
Summe, (Vy : A -—*- B)ye j eine Morphismenfamilie und V.A-+B 
der Morphismus mit vuy = Vy (j G J)- Ist Vyo ein Epimorphismus 
für mindestens ein j0 G f, so ist v ein Epimorphismus. 

Satz 3.4: Sind (uy'.A —> Ay)yej tmd (u'y : A' —> Aÿ)yGj allge- 
meine direkte Produkte, so gibt es zu jeder Morphismenfamilie 
( Vy : A y —*■ A'y)y Gj genau einen Morphismus v : A —> A' mit UyV = 
= VyUy für alle j G J■ Sind alle Vy Monomorphismen (Isomor- 
phismen), so ist v ein Monomorphismus (Isomorphismus). 

Beweis: Die Morphismenfamilie (VyUy : A —> Ay)yeJ definiert 
genau einen Morphismus v : A —* A' mit VyUy = ulyV (J G J). - 
Es seien nun alle Vy Monomorphismen und w, w' : B —*■ A Mor- 
phismen mit vw = vw'. Für alle/ G f ist dann UyV w = UyV w', 
also VyUyW = VyUyw', also UyW = Uyw' und daher nach Defi- 
nition des allgemeinen direkten Produktes w — w'. — Schließlich 
seien alle Vy Isomorphismen und v* : A'y —> Ay die Inversen der 
Vy. Weiter sei v* der durch UyV* = v* u!y definierte Morphismus. 
Für alle j G f ist dann u'yvv* — VyUyV* = VyV* ul y — u!y = 
= UjiA'- Also ist vv* = iAt. Analog zeigt man v*v = iA. 

Satz 3.4^: Sind (uy : Ay —*■ A)yej und (uÿ : Aÿ —> A')yej all- 
gemeine direkte Summen, so gibt es zu jeder Morphismenfamilie 
(vy : Aÿ —v Ay)yGj genau einen Morphismus v: A' —> A mit vuy = 
= Uy Vy für alle j G /• Sind alle Vy Epimorphismen (Isomorphis- 
men), so ist v ein Epimorphismus (Isomorphismus). 

Korollar: Ist (Uy'.A —► Ay)yGj ein allgemeines direktes Pro- 
dukt, so ist (u'y-.A' —* Ay)yGj dann und nur dann allgemeines 
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direktes Produkt, wenn ein Isomorphismus w : A' —> A existiert 
mit Uj — Uj w für alle j E /• - Ist (uy. A y —> A)yej eine allge- 
meine direkte Summe, so ist (Uy : A y —> A ') y e j dann und nur 
dann allgemeine direkte Summe, wenn ein Isomorphismus 
w: A —* A' existiert mit Uy = wuy für alle j E J■ 

Unsere Kategorie S genüge den zwei weiteren Axiomen: 

(VIII) Zu jeder Familie (Ay)y e j von Objekten existieren minde- 
stens ein allgemeines direktes Produkt (uy\ A Ay)yej 
und eine allgemeine direkte Summe (uy\ A -—*■ A)yej. 

(IX) In der Klasse aller allgemeinen direkten Prodiikte (Sum- 
men) einer jeden Familie (Ay)jGj von Objekten ist ein 
Element ausgezeichnet. Wir nennen es das direkte Pro- 
dukt (die direkte Summe) der Familie (Aj)yGj. 

Wir führen folgende Bezeichnungen ein: Ist (uy : A —*■ Aj)yey 
das direkte Produkt der Familie (Aj)yGy, so schreiben wir für 

A auch II A;. Ist weiter (v; : B-*Aj)iGI eine Familie von 
jGJ J w 

Morphismen und v der eindeutig bestimmte Morphismus aus 

Horn (A, A) mit Uy v — Vy (J E /), so schreiben wir für v auch 

II v,: - Ist (u.-: Af —> Ä)fG T die direkte Summe der Familie 
j<=j 

3 3 3 3 3 

(Ay)y<=j, so schreiben wir für A auch £ 4L-. Ist weiter 

< ye/ 
(i)y : Ay—> E)yGj eine Familie von Morphismen und v der eindeutig 

bestimmte Morphismus aus Horn (A, B) mit vuy= Vy {j E f), 
so schreiben wir für v auch jfj Vy. 

J 
Es sei eine Monomorphismenfamilie (tn-\ A y —> A)yGJ gege- 

ben. Falls ein Monomorphismus m : A —> A existiert mit: 

a) für alle / E f ist myfjm\ 

b) ist m' : A' —*■ A ein Monomorphismus und my < m’ für alle 

j E f, dann ist m < m*, 

so heiße In = Bild m die Vereinigung der my und wir schreiben 

m — V m:. 
j^J 3 

Es sei eine Epimorphismenfamilie (ey\ A —> Af)yGj gegeben. 

Falls ein Epimorphismus e : A —> A existiert mit: 
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a) für alle j E J ist ey < e ; 

b) ist e' : A —*■ A' ein Epimorphismus und e, < e' für alle j E J, 

dann ist e < e', 

so heiße e = Cobild e die Vereinigung der e, und wir schreiben 
« = V e . 

■/€=/ 

Es sei eine Monomorphismenfamilie (m -: Ay —*• A)ysy gege- 
ben. Falls ein Monomorphismus m : A_-+ A existiert mit: 

a) für alle y E J ist m < my, 

b) ist m' : A' —> A ein Monomorphismus und m' < my für alle 
j E J, dann ist m! < m, 

so heiße m = Bild m der Durchschnitt der my und wir schreiben 
ïn = A 

j&J 3 

Es sei eine Epimorphismenfamilie (e.\ A —► Ay)yeJ gegeben. 
Falls ein Epimorphismus e: A A existiert mit: 

a) für alle j Ej ist 0 < ey 

b) ist e' \ A —> A' ein Epimorphismus und e' < ey- für alle j E J, 

dann ist e' < e, 

so heiße e — Cobild e der Durchschnitt der ey und wir schreiben 
e — A e . 
' j&J 

Satz 3.5: Zu jeder Monomorphismenfamilie (m -: Ay —> A)y e j 

existiert V (und zwar ist V — Bild u — ü, wenn 5j m — u 
3 J&J 3 ;e/ 

gesetzt ist). 

Beweis: Es sei («. : Ay —*■ E)y e j die direkte Summe der Ay. Für 
aile/ G J ist dann einerseits my = m’y = u Uy < ü nach Satz 2.9. 
Andererseits sei m’ : A ' —>- A und viy < m1 für alley G /; ist dann 
m'y der Morphismus mit m' mÿ — my= u Uy und v = £ viy, so 

j&J 
ist m' v Uy = m' m'J = niy — u Uy, also m! v = u und daher 
ü = m< v < ~mT = m' nach Satz 2.9. 

Satz 3.5ä: Zu jeder Epimorphismenfamilie (ey : A Ay)ye/ 

existiert V e, (und zwar ist V e,- = Cobild u = u, wenn II e4-=u 
j&J 3 j^j3 J&J 3 

gesetzt ist). 
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Satz 3.6: Es sei (nij : Ay —*• A)J^J eine Monomorphismenfami- 

lie und u\ A —> C. Dann ist u I V m\ — V u (mj). 
\yey 3l ye/ 7 

Beweis: Es sei («.: Aj —*• B)yej die direkte Summe der Ay, 

Ay —> C, (u'j-. A'j —> die direkte Summe der Ay, 

v = ff v' — 2f umj> ej = Km- umi und e = ff Uy 6j. Dann 
ye/ JGJ   3 j&j 

ist v' eUj = v'uj ej = uvtj e}- = uvuy, also v' e — uv. Nach 

Satz 2.5 ist daher u (v) = u v — w e = 777, letzteres nach Satz 2.4 

und Satz 3.4,5. Nach Satz 3.5 folgt daraus u I V m\ = u(v) — 171 = 
\ / f -, \ye/ / = \J u (mf). 

ye/ 

Satz 3.6a: Æk .SW (ej\ A —> Ay)jGj eine Epimorphismenfamilie 

und u\ C —> A. Dann ist uô / V e ) = V uä (<?,-)• 
\/e/ A ye/ 

Weiter verlangen wir die Gültigkeit von Axiom 

(X) Für jedes Objekt A ist die Klasse der kanonischen Monomor- 
phismen m: X —> A und die Klasse der kanonischen Epi- 
morphismen e : A —* X eine Menge. 

Satz 3.7: Für jedes Objekt A bilden die kanonischen Monomor- 

phismen m\ X —> A bezüglich der Ordnungsrelation einen Voll- 
verband. 

Beweis: Es ist für jede Familie (viy\ A y —> A)yGj von kanoni- 

schen Monomorphismen die Existenz von V mund A m- zu zei- 
ye/ 3 j&j 3 

gen. Beides folgt aus Satz 3.5 ; ersteres direkt; letzteres folgender- 

maßen: es sei (mk : A'k —> A)kGK die Familie aller kanonischen 

Monomorphismen m' : A' —> A mit m' < my- für alley £ J ; dann 

existiert m’ — V ml und es ist m’ — A m;. 
j&j 3 

Satz 3.7a: Für jedes Objekt A bilden die kanonischen Epimor- 

phismen e : A —*■ X bezüglich der Ordnungsrelation einen Voll- 
verband. 

Es sei u : A —> B und m : B1 —> B ein Monomorphismus. Dann 

nennen wir die Vereinigung V (nü \ nü < iA ; u (ml) < m) aller 

kanonischen Monomorphismen mb : A’ —* A mit u (fn<) < m das 

Urbild von m bezüglich u und bezeichnen es mit u~x (m). - Es sei 

u\ B -> A und e : B -> B' ein Epimorphismus. Dann nennen wir 
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die Vereinigung V (d_ \d_ < iA; ua (d) < e) aller kanonischen 

Epimorphismen d. : A —*■ A' mit uö (d) < e das Urcobild von e 
bezüglich u und bezeichnen es mit uj1 (e). 

Satz 3.8: Es seien m : A —> B und m' : A1 —*■ A Monomorphis- 

men. Dann ist m~x (m (m')) = m' (iA>) = Bild m' = m’. 

Beweis : Es ist mr1 (m (m')) = V (m" \ mn <iA\m (nt") < m (m')) 

und nach Satz 2.7 ist dies = V (in" \ ?n" < iA \ m" < m") ^m'. 

Satz 3.8tf: Es seien e : B —* A undd : A —*• A' Epimorphismen. 

Dann ist e71 (e6(e')) = e'6 (iA>) = Cobild e' = e'. 

Satz 3.9: Es seien m' : B' —> B und m" : B" —► B Monomor- 

phismen,, m' < m" und u : A —*■ B. Dann istu~x (m') < u~x (m"). 

Beweis: Definition des Urbildes. 

Korollar: Es seien m' \ B' B und m" : B" —> B Monomor- 

phismen, m' = m" und u\ A —*■ B. Dann ist uTx (m') —uTx (m"). 

Satz 3.9S: Es seien e' : B —*■ B' und e" : B —> B" Epimorphis- 

men, e' < e" und u\ B —> A. Dann ist uj1 (e') < (e"). 

Korollar: Es seien e' : B —*■ B' und e" : B —> B" Epimorphis- 

men, e' = e" und u\ B —> A. Dann ist ua (e') = (e"). 

Satz 3.10 : Es seien u : A —> B ein Morphismus und m : B' —*■ B 

ein Monomorphismus. Dann ist u (u~x (m)) < m. 

Beweis: u (u~x (m)) = u (V (pn> | nv < iA ; ^ (?»') < mj) 
. (M m/ I < w (Jnt) <m)<.m. 

Satz 3.10,5 : Es seien u : B —*■ A ein Morphismus und e : B B' 

ein Epimorphismus. Dann ist uö (ii^
1 (e)) < e. 

Satz 3.11: Es sei m: A' —> A ein Monomorphismus und 
u\ A —v B. Dann ist m < u~x (u (m)). 

Beweis: Definition des Urbildes. 

Satz 3.11,5: -ËJ sei e : A —*A' ein Epimorphismus undu\ B —> A. 
Dann ist e < (u6 (e)). 
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Satz 3.12: Es sei m: C —*■ C ein Monomorphismus, u : A —*■ B 

und v.B^C. Dann ist (vu)-1 (m) = u~x (v~x (m)). 

Beweis : Es ist u-x (v~x (m)) = V (nv | vv < iA ; u (vP) < v~x (m)) 

und (v u)~x (m) = V (Jn> \ "m, < iA > (v u) (iw/) < »*). Nun folgt 

nach Satz 2.8 aus u (vv) < z>_1 (zzz), daß (vu) (vv) < ^ (w_1(w)) 

< OT ist, und umgekehrt nach Satz 3.11 aus (z/ u) (vv) < m, daß 

zz (zzz>) < z>_1 (z; u (vv)) < z>_1 (zzz) ist, letzteres nach Satz 3.9. 

Satz 3.12a: Es sei e: C —*■ C ein Epimorphismus, u: B —>■ A 

und v \ C —> B. Dann ist (u vjj1 (e) = u^x (vj1 (e)). 

Satz 3.13: Es sei m : A —+ B ein Monomorphismus und m' < m. 

Dann ist m (m~x (m')) = vv. 

Beweis: Wegen m' < m existiert ein Monomorphismus m" mit 

m' — m m" und es ist m' = vv = m m" = m (m"). Nach den 

Korollaren zu Satz 2.8 und Satz 3.9 ist dann m (m-x (m')) = 

= m (m~x (m (m")j) = m (m"), letzteres nach Satz 3.8 und Ko- 

rollar zu Satz 2.8, und nach obigem ist m (m") = m'. 

Satz 3.13æ: ES sei e : B —*■ A ein Epimorphismus und e' < e. 

Dann ist e6 (ej1 (e')) = e_. 

Satz 3.14: Es seien m : A —*■ B und m' : B' —> B Monomorphis- 

men. Dann ist m (m~x (m')) = m A m'. 

Beweis: Es ist m(m~x(m')) = m(\/ (m"\m" <iA]m(m>i)< m'j) = 

= V (tn (nui) I mTi < iA - m (mm) < m') und dies ist nach Satz 2.7 

und Satz 3.13 weiter = V(m”i |mm <zzz; mm <iiB\ mm <zzz') = 

— m A m'. 

Satz 3.14Ä: Es seien e : B —> A und e' : B —*■ B' Epimorphis- 

men. Dann ist eö (e’J1 (e')) = e A e'. 

Satz 3.15: Es sei u: A —*• B und (nij : Bj —> B)j eine Mono- 

morphismenfamilie. Dann ist u~x / A m\ = A u~x(m-). 
\ye/ / ye/ 

f Beweis : Es ist u~x / A m\ — V (vv | vt' < iA ; u (vv) < m,■ 

\ye/ / j G /     

ür alle/ G J) und A zz-1 (zzz-) = V (w7 | m' < ; z«' < u~x (mj) 



Über eine die Kategorie der Gruppen umfassende Kategorie 179 

für alley G /)■ Nach Satz 3.9 und Satz 3.11 folgt nun aus u (nP) 
< ntj, daß m< < u~x {u (m'j) < ar1 {mj) ist, und umgekehrt nach 

Satz 3.10 und Satz 3.11 aus W' < u~x (mj), daß u (nP) < 

< u (u~\mjj) < iWy ist. 

Satz 3.15æ: ES sei u\ B —*■ A und (e} : B -*■ B})j e f eine Epi- 
morphismenfamilie. Dann ist üj)x ( A e\ — A uj1 (ej). 

§ 4. Kern und Cokern 

Satz 4.1: Es ist 0o< 0 — iQ. 

Beweis: Axiome (I) und (VII). 

Für jedes Paar A, B von Objekten bezeichnen wir den Mor- 

phismus oO B oA O : A -*■ B mit oA: B. 

Satz 4.2^ : Der Morphismus o0< A : O —*■ A ist ein Monomorphis- 

mus, der Morphismus oA< 0 : A —*■ 0 ein Epimorphismus. 

Beweis: Für jedes Objekt X existiert in Horn (X, O) bzw. 

Horn (O, X) nur ein einziger Morphismus. 

Satz 4.3^: Für jeden Morphismus u : A —> B ist oBcu = oAt c 

und u o Q A — OQ B. 

Beweis: Es ist oB c u = o0 c oB 0u\ wegen oB Ou: A —*■ 0 

ist oBOu = oAO nach (VII) und somit oBOu = ooc oAO = oAC. 

Satz 4.4{Ä): Ist o0 A ein Epimorphismus (pA< 0 ein Monomorphis- 
mus) , so ist A — O. 

Beweis: Nach den Sätzen 4-2(ä) und 2.3 ist dann 0o A ein Iso- 

morphismus und oA< o wegen (VII) das Inverse von oO A, d. h. es 

ist o0 AoA Q = iA. Es sei w : X —► A ein Morphismus. Nach Satz 

4-3w ist dann w = oO A oA< 0 w = oX A \ für alle X besteht also 

Horn (X, A) nur aus einem einzigen Element. Ähnlich zeigt man, 

daß Horn (A, X) nur aus einem Element besteht. Nach (VII) ist 

daher A = O. 
14 München Ak. Sb. i960 



i8o Fridolin Hofmann 

Satz 4.5: Es sei m: A' —»• A ein Monomorphismus und m < 

< 0o a. Dann ist m = oO A. 

Beweis: Aus m < oO A folgt die Existenz eines Monomorphis- 

mus m' : A' —* O mit m = 0o A m' ; nach (VII) ist m' = 0A. o und 

nach Satz 4.4^) ist A' = O, also m = oO A nach (VII). 

Satz 4.56: Es sei e: A —> A' ein Epimorphismus und e < oA 0. 

Dann ist e = OA o. 

Satz 4.6((5): o0 A ist ein kanonischer Monomorphismus und oA O 

ein kanonischer Epimorphismus. 

Beweis: Satz 4.5 und Satz 4.5«. 

Satz 4.7(<s): Für jeden Morphismus v: A —> B sind folgende 

Aussagen äquivalent'. (1) v = oA B; (2) v = (j) v = OA o. 

Beweis: Es gelte (1); dann ist v = oO B oA O, nach Satz 4-6(Ä) 

also v =o0 B und v — oA 0. - Es gelte (2); dann existiert ein Epi- 

morphismus e : A —*■ O mit v = oOBe = oAB, letzteres nach Satz 

4-3(Ä). - Dual zeigt man, daß (1) aus (3) folgt. 

Satz 4.8((J): Für jeden Morphismus u : A —> B ist u (oO A) = 

— °O,B und us (OB Q) = oA Q. 

Beweis: Nach Satz 4-3(d) und Satz 4-6(tf) ist u 0o A = oO B. 

Satz 4.9: Für jeden Monomorphismus m : A —> B ist 

m~x (0O*B) = oO A. 

Beweis: Sätze 2.7, 4.8((5), 4.5 und 4-6(0). 

Satz 4.9a : Für jeden Epimorphismus e : B —* A ist ef1 (oB 0) = 

—°A, o- 

Es sei u : A —> B ein Morphismus. Dann bezeichnen wir 

u~x (o0 B) als Kern u und u~jl (oA 0) als Cokern u. 

Satz 4.10: Es sei u : A —> B ein Morphismus und m : A' —> A 

ein Monomorphismus. Dann sind folgende Aussagen äquivalent'. 
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(1) m = Kern u ; 

(2) a) es ist um = oA- B und 

b) zu jedem Morphismus v : C —*■ A mit u v = oc B existiert 
ein Morphismus v' : C —* A‘ mit v — m v'. 

Beweis: Es gelte (1). Nach dem Korollar zu Satz 2.8 ist üln = 
= uin = oO B, letzteres nach Definition des Kernes; nach Satz 
4.7(Ä) ist also u m = oA, B. Es sei nun v : C —* A ein Morphismus 
mit u v = oc B, also u v = uv = o0 B. Dann ist v < u~x (o0 B) = 
= in. Daher existiert ein Monomorphismus m' mit v = in m' und 
es ist v = v ivv_ — ihm' ivv. Es sei i* das Inverse von im ; dann ist 
v — in im i* m’ ivv und mit i*m' ivv = v1 ist daher v = m v'. 
Also gilt (2). — Umgekehrt gelte (2). Es sei u~x (oO B) = in’, also 
um’ — oO B. Dann existiert wegen b) ein Monomorphismus m" 
mit in’ = m m" ; also ist u~x (p0 B) < m. Nach a) ist um — oA. B, 
nach Satz 4.also u m = o0 B und somit m < u~x (oO B). Folg- 
lich gilt (l). 

Satz 4.10ä: Es sei u: B —+ A ein Morphismus und e : A —» A' 

ein Epimorphismus. Dann sind folgende Aussagen äquivalent ; 

(1) e = Cokern u ; 

(2) a) es ist e u = oB A. und 

b) zu jedem Morphismus v : A —*■ C mit v u = oB c existiert 
ein Morphismus v' : A' —> C mit v = v' e. 

Satz 4.11((î^: ES sei m\ B —> C ein Monomorphismus und 
e : A —> B ein Epimorphismus. Dann ist 

(1) Kern m e = Kern e (2) Cokern m e — Cokern m. 

Beweis: Nach den Sätzen 3.12 und 4.9 ist Kern me — 

= 0o,c)) = (o0>B) = Kern e. 

Satz 4.12:1 Es sei (e^ : A —*■ Aj)j e j ein direktes Produkt, wobei 
die Menge J wenigstens zwei verschiedene Elemente enthalte ; 

1 Wegen des Korollars zu Satz 3.4,5 kann man in diesem und den folgenden 
Sätzen dieses Kapitels das direkte Produkt (die direkte Summe) einer Familie 
von Objekten durch ein allgemeines direktes Produkt (eine allgemeine direkte 

Summe) dieser Familie ersetzen. 
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j0 G J sei fest gewählt, (eÿ : Aj: —*■ Af)y ^jj^j . dfotf direkte 
Produkt der Familie (Ay)ye/,j^j0> weiter sei Wy — e'yfalls j =j= 

m- — Ojjo A: und mia = II wDann ist mH\ AJo—* A ein Jo » "/o j Gf ] 

Monomorphismus und mu = Kern eJa. 

Beweis: Es sei w, w' : B —*■ 2F0 und mu w = w'0 zt/. Für y =t=y'o 

ist dann e’yW = zz^-zz/ = e^m’^w = ejmHw' — Wyw’ = eÿw’, also 

w = zz/, d. h. mn ist ein Monomorphismus. Wir wollen nun 

Satz 4.10 anwenden. Zunächst ist eJo m
3'‘ = Wyo = oAjoA. Es sei 

nun v : B -* A, e,- v = oR A und v' = II e^. Dann ist e^m3" v' u ’ j« ye/ J ■> 
= WjV' — ejV, also v = m^v'. 

Satz 4.12Ä: Wy .sW fmy : A - —> A)y <=/ eine direkte Summe, wo- 

bei die Menge f wenigstens zwei verschiedene Elemente enthalte ; 

j0 G f sei fest gewählt, (m!y : A y —> =)=/,,’ se3, die direkte 
Summe der Familie (Aj)j^j jJFj0 weiter sei Wy = my falls 
j =(= Wyo = 0A Ajo und e’" — ff Wy. Dann ist e30 : A —>■ A3° 

30 ' je/ 
ein Epimorphismus und e3° = Cokern mja. 

Satz 4.13: Es sei (e- : A —» Ay)ye j ein direktes Produkt. Dann 

ist A Kern e■ — 0o A. 
je/ 

Beweis: Es sei ni : A —*■ A und m = A Kern e,-, mit der Be- 
jez 3 

Zeichnung von Satz 4.12 also m = A m3. Dann existieren Mono- 

morphismen my mit m = m3my und für alle j FL f ist eym = 

= eym3my = oA A, also m = oA A~ °o, A °ä. O> nach den Sätzen 1.4 

und 4.4,5 ist daher Ä = O. 

Satz 4.13^ : Es sei (my\ A} —*■ A)y £y eine direkte Summe. 

Dann ist A Cokern my = oA 0. 
j ez 

Satz 4.14: Es sei (e-: A —* Ay)y ç. jeine Epimorphismenfamilie. 

Dann ist Kern V e; = A Kern e;. 
je/3 je/ 1 

Beweis: Es sei (eÿ : A1 —* Af)y e . das direkte Produkt der Fa- 

milie (A-). p r und v = II enach Satz 2.Ç,, also v = V eDann 
111 je/ 1 y je/1 

ist Kern v = Kem v = z/_1 (o0 A.) = v~x / A efx (oQf A ,)\, letzte- 
\j e/ 3 j I 
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res nach Satz 4.13; nach Satz 3.15 und Satz 3.12 ist dies weiter 

= A (e'j v)-1 (p0tA) = A ef1 (o0: A ). 
j €/ J J e/ J 

Satz4.14ä: Es sei (fUj : Aj —*■ A)j ey eine Monomorphismen- 

familie. Dann ist Cokern V «,•= A Cokern m 
J i^J J J&J 

Satz 4.15^: Es ist 

Kern iA = oO A , Kern oAO = iA ; 

Cokern iA = oA 0 > Cokern oO A = iA. 

Beweis: Da iA ein Monomorphismus ist, folgt Kern iA = oO A 

aus Satz 4.9; Kern oAO = iA folgt aus den Sätzen 4.3^ und 4-7(a). 

Satz 4.16(öj: Aus Kern uflm folgt u (Kern u m) = Kern u\ 

aus Cokern v < e folgt vö ( Cokern e v) = Cokern v. 

Beweis: Es sei m:A’—>A. Dann ist m (fu m)^1 (oO Af) = 

= m (m_1 (u_1 (oO A))) = m (m_1 (Kern u)) = Kern «, letzteres 

nach Satz 3.13. 

Beispiele: In den Kategorien © und © sind auch die Axiome 

(VII)-(X) erfüllt. In der Kategorie SW sind sie nicht erfüllt. Wir 

modifizieren daher die Kategorie SW, indem wir in jeder Menge, 

die Objekt ist, ein ,,Basiselement“ auszeichnen, als Nullobjekt 

eine einpunktige Menge nehmen, alle einpunktigen Mengen 

identifizieren und als Morphismen nur solche Mengenabbildun- 

gen zulassen, die das Basiselement des Definitionsbereiches auf 

das Basiselement der Bildmenge abbilden. In der so erhaltenen 

Kategorie SW gelten (I)—(X). 

§ 5. Normale Monomorphismen, conormale Epimorphismen 

Ein Monomorphismus m heiße normal, wenn Kern (Cokern m) 

— m ist. — Ein Epimorphismus e heiße conormal, wenn 

Cokern (Kern e) = e ist. 

Satz 5.1(Ä,: feder Isomorphismus i : A —> B ist normal und co- 

normal. 
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Beweis: Nach den Sätzen 4-ii(ä) und 4.15^) und nach (IV,-) ist 

Kern (Cokem 2) = Kern (Cokern 2) = Kern (Cokem iB) = Kern 

oB, O = iß = * • 

Satz 5.2((S) : Der Morphismus oQt A ist normal, der Morphismus 
°A o is* conormal. 

Beweis: Satz 4.15^. 

Wir formulieren jetzt die letzten beiden Axiome, denen unsere 

Kategorie G genügen soll. 

(XI) Jeder Epimorphismus ist conormal. 

(XII) Es sei e: A —*■ B ein Epimorphismus und m : A' —> A ein 
Monomorphismus. Dann gilt: 

1. ist m normal, so ist e (m) normal; 

2. ist Kern e <~m und e (m) normal, so ist m normal. 

Auch diese beiden Axiome sind in den Kategorien @ und € 

erfüllt. 

Im Gegensatz zu den Axiomen (I) - (X) sind die Axiome (XI) 

und (XII) nicht selbstdual. Deshalb ist es von hier ab nicht mehr 

möglich, Sätze ohne erneuten Beweis zu dualisieren. 

Satz 5.3: Für jeden Morphismus u : A —*• B ist u = Cobild u = 
= Cokern (Kernu). 

Beweis: Cokem (Kern u) = Cokem (Kern u) = u nach Satz 

4-11 {d) und (XI). 

Satz 5.4: Ein Monomorphismus m\ A' —► A ist dann und nur 
dann normal, wenn ein Morphismus u: A —*■ B mit m = Kern u 
existiert. 

Beweis: Es sei m normal. Für e — Cokem m ist dann m = 

= Kern e. Umgekehrt sei ein u : A —+ B mit m = Kem u gegeben. 

Nach Satz 4.1 i(d) ist dann m = Kem u = Kern u. Nach (XI) 

und Satz 4.1 iw ist daher u = Cokern (Kern u) = Cokem m = 

= Cokern m, also Kem (Cokem m) = Kern u = Tn =m. 
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Satz 5.5 : Es sei u : A —+ B ein Morphismus, m : B' —*■ B normal 

und e Cokern m. Dann ist u~x (m) = Kern e u. 

Beweis: Es sei e : B —> C. Dann ist Kern e u = u~x (g-1 (o0i c)) 

= u~x (Kern é) = u~l (ni). 

Satz 5.6: Es seien e' : A —+ B und e" : B —> C Epimorphismen. 

Dann ist Cokern (e' Kern (e" e') ) = e". 

Beweis: Es sei Kern e" e' : A' —»■ A. Dann ist Cokern (e' Kern 

(e" e')) = e'J1 ((Kern e" e'JJ1 (pA>t 0)) = e'J1 (Cokern (Kern e" e')) = 
= e'J1 (e" <?') = e'J1 (e'ö (e")) = e", letzteres nach Satz 3.8,5. 

Satz 5.7: Es sei e : A —B ein Epimorphismus, m : A' —*■ A 

normal und Kern e < m. Dann ist m = Kern ((Cokern e m) e). 

Beweis: Es sei Cokern e m: B —B' und Kern e : A" —> A. 

Aus Kern e < m folgt die Existenz eines Monormorphismus 

m' : A" —> A' mit m m' = Kern e. Es ist (Cokern e m) e m = 
= oA, Bf. Weiter sei w : A —*■ X ein Morphismus mit w m = oA> x. 
Dann ist oA>> x = w m m' = w Kern e, also, da e = Cokern 

(Kern e) ist, w — w' e und es ist w' e m — w m = oA. x; also 

existiert ein Morphismus w" mit w' = w" Cokern e m ; folglich 

ist w = w" (Cokern e m) e\ hieraus folgt nach Satz 4-iOa die 

Behauptung. 

Satz 5.8: Es sei u : A —* B ein Morphismus und u (m) normal. 

Dann ist u (ni) = Kern ( Cokern um). 

Beweis : Es ist u (ni) = u m = Kern (Cokern u ni) — Kern 
(Cokem u ni), letzteres nach Satz 4.1 ia. 

Satz 5.9 : Es sei e : A —> B' ein Epimorphismus, v : A —*■ B 

ein Morphismus und Kern e < Kern v. Dann existiert ein 
Morphismus v' mit v = v' e. 

Beweis: Es sei Kern e : Ä —> A und v : A —>■ A_. Nach Voraus- 

setzung existiert ein Monomorphismus m mit Kern e = (Kern v)m. 
Weiter ist e = Cokem Kern e = Cokem ((Kern v) ni) und 
v Kern e = v (Kern v) m — v (Kern v) m — oA^A] also existiert 
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ein Morphismus v" mit v = v" e und daher ist v iv v" e = 
=.vivv-= zi. Setzen wir nun v' = v iv v", so ist also v — v' e. 

Satz 5.10 : Es sei e : A —*■ B ein Epimorphismus und m : B' —> B 

normal. Dann ist e (e~x (m)) = m. 

Beweis: Nach Satz 5.5 ist e~x (ni) = Kern ((Cokem m) e), 

nach Satz 5.4 also e~x (ni) normal, nach (XII) also e (e~x (mj) 
normal. Nach Satz 5.8 und Satz 5.6 ist daher e (e*1 (nij) = 

= ^(Kern ((Cokern m) ej) = Kern Cokem (e Kern ((Cokem ni) e)) 

= Kern Cokem m Ç^m. 

Satz 5.11: Es sei e : A —>■ B ein Epimorphismus und cp der 

durch e induzierte Monomorphismus des Vereins 91), der normalen 
kanonischen Monomorphismen m\ X —*■ A mit Kern e < m in 
den Verein 91g der normalen kanonischen Monomorphismen 
m\ X —*■ B, d. h. cp (m) = e (m), wobei m ein normaler kanoni- 
scher Monomorphismus mit Kern e < m ist. Dann ist cp ein Iso- 
morphismus des Vereins 91), auf den Verein 9lÄ. 

Beweis: 1. Nach (XII), 1. ist cp eine Abbildung von 91), in 91g. 

2. Nach (XII), 2. und Satz 5.10 ist 9? eine Abbildung auf. 3. cp 
ist eineindeutig; es seien nämlich m' und m" aus 91), und es sei 

e (m') = e (m"), d. h. e m> = e m". Nach Satz 5.7 und Satz 4.1 t(ö) 

ist dann m' = Kern ((Cokem e m') e) = Kern ((Cokem e m<) e) 
— Kern ((Cokem e m") e) — Kern ((Cokern e m") e) = m". 
4. Daß cp ein Isomorphismus ist, folgt nun unmittelbar aus den 

Sätzen 2.8, 3.9 und 5.10. 

Satz 5.12 : Für jeden Morphismus u : A —B und für jeden 

Monomorphismus m : A' A ist u~x (u (m)) — m\J Kern u. 

Beweis: Es sei e — iumurn : A' —*■ B', m' = u~x (u m) : A" —> A. 

Aus m < u~1 (u {mj) folgt : es existiert ein Monomorphismus 

m" : A' —*A" mit m' mn = m und es ist u(m) < u(u~x(u(mjj). Da 

andererseits u (ur1 (u (mjj) ^ u (w) ist, muß u (ur1 (u (m) )) = u (m) 
sein, also u m' = u m ; folglich ist ium um — e' : A" —*■ B'. Weiter 

folgt daraus u m e' m" = um1 m” —um — u m e, also e' m" = e, 
und daher ist e' (in" V Kern e') = e' (m") = iB>, nach (XII), 2. 

also m" V Kern e' normal und nach Satz 5.11 gleich iA>,. Weiter 
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ist u~x (u (m)) = u~x (um) — m' = m' (iA») — m' (m" V Kern e') = 
= m' m" V m! (Kern e') = m\J m' (Kern u m' e'), letzteres 

nach Satz 4.ti(d). Nach den Sätzen 4-3(Ä) und 3.9 ist Kern u = 
= u*1 * (o0 s) < u~x (u m) = m' und nach den Sätzen 3.12 und 3.14 

folgt hieraus m! — m\! m' (Kern u m1) = m\! m' (;m'~x (u~1 (o0< B))) 
= m V (m' A Kern u) = m\ Kern u. 

§ 6. Der Verband der normalen kanonischen Monomorphismen 

m : X -* A 

Satz 6.1 : Für jede Familie (nij : Aj —> A)j<=j normaler Mono- 
morphismen ist A m; normal und Cokern A mf = V Cokern m:. 

je/ 3 jej 3 j<=j 3 

Beweis: Nach Satz 4.14 ist Kern V Cokern m- — 
jej 

= A Kern Cokern m,■ = A mnach Satz 5.4 ist also A m- 
jej 3 jej 3 jej 3 

normal. Nach (XI) folgt weiter Cokern A mf — Cokern (Kern 
jej 

V Cokern m-) = V Cokern m;. 
jej 3 jej 3 

Satz 6.2: Die Vereinigung endlich vieler normaler Monomor- 

phismen mj : Aj —*■ A (j — 1,2,.. n) ist normalA 

Beweis: Es genügt, dies für zwei normale Monomorphismen 

m! : A' —> A und m" : A" —* A zu zeigen. Es sei e' — Cokem m'. 
Dann ist umgekehrt m' = Kern e'. Nach Satz 5.12 ist m" V m' = 

= m" V Kern e' = e'_1 (e' (m"j). Nach Axiom (XII) folgt aber aus 

der Normalität von m", daß auch e,_1 (e' (m"j) normal ist, also 

auch m" V Kern e'. 

Satz 6.3: Es seien m' : A' —> A und m" : A" —*■ A Monomor- 

phismen, m’ sei normal und m = m' A m". Dann ist m"~x (m) 
normal. 

Beweis: 1. Es sei m : A —*A und m2 der Monomorphismus mit 

m" m2 = m. Es ist m" (m2) = m" m2 — m, nach Satz 3.8 

also m2 = m"_1 (m" (m2j) = m"_1 (m). 2. Es sei mx der 

1 Wir wissen nicht, ob dies auch für beliebig viele normale Monomorphismen 

gilt. 
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Monomorphismus mit m' mx — m und es sei e — Cokem m' : 
: A—>Ä, also, da m' normal ist, m' = Kern e. Dann ist e m" m2 = 

= e m! mx = o^.Ä- Weiter sei w : B —> A" ein Morphismus mit 

e m" w = oB j. Nach Satz 4.10 existiert ein w' : B —* A' mit 

m' w' = m" w und nach Satz 2.9 ist w w = nv w < m' und 

mH w < m", also m" w < m' A m". Folglich existiert ein Mor- 

phismus w" mit nt" w — m w" und es ist m" w" im» w m" w - - 
— m w" imn w m" w — w w im» w m" n> = m" w ; somit ist w — 
— - m^w" im"w m" w. Es ist nach Satz 4.10 also = Kernern", 

nach Satz 5.4 folglich m2 und damit wegen 1. auch m"_1 (m) nor- 

mal. 

Satz 6.4 : Es sei e : A —> B ein Epimorphismus, m : A ' —> A 

ein Monomorphismus und m' : B' —> B ein normaler Mono- 
morphismus. Dann ist e m ((V m)~x (m')) = e (m) A m!. 

Beweis: Es sei (e m)~x (m') — m" und e m\ E —*■ B. Nach 

Satz 3.14 ist dann e m (m") = e m ((^ m)~x (m')) = e m A m', 

also ist m" = (e m)~x (e m A m’), nach Satz 6.3 also m" normal. 

Weiter ist nun e m ((\e m)~x (m')) = e m ic m e m ((Ye m e m)~~x (m")), 

und dies ist nach Satz 5.10 weiter = e m (m") = e m A m' = 

= e (ni) A m'. 

Satz 6.5: Es sei e : A —B ein Epimorphismus, m : A' —*■ A 

ein Monomorphismus und m' : B' —B ein normaler Monomor- 
phismus. Dann ist e (m A e~x (m')) = e (m) A m!. 

Beweis: Nach Satz 3.14 und Satz 6.4 ist e (m A e~x (m')) = 

— e (m (m~x (e~x (m')))) = e m ((e m)~x (m')) = e (ni) A ni. 

Satz 6.6: Für jedes Objekt A ist der Verband der normalen 

kanonischen Monomorphismen m\ X —> A modular, d. h. für 

drei normale kanonische Monomorphismen m1: A1 —> A, 
:A2—*A und m3 : A3—>A mit mx < m3 ist (m1 V mj) A m3 — 

= m1 V (m2 A m3). 

Beweis: Nach Satz 6.1 und Satz 6.2 sind mx V m2, (mx V mj) A m3 

und mx V (m2 A mj) normal. Weiter sei e = Cokem mx, also 

mx = Kern e. Da außerdem mx < (mx V mj) A m3 ist, gilt: 



(mx V m2) A m3 = 

= e~1 (e (Jpnx V OT2) A m3)) 

= e_1 ((»«j V w2) A Ê-1 

= e^1 (e (mx V m^) A « (?«2)) 

= e~x (e («2) A e 03)) 

= ê
_1 (e (®2 A e“1 (<? (m3)))) 

= e-1 (e (m2 A OT3)) 

= (m2 A OT3) V 

nach Satz 5.12 

nach Satz 5.12 

nach Satz 6.5 und (XII), 2. 

nach Satz 3.6 und Satz 4.10 

nach Satz 6.5 und Satz 5.12 

nach Satz 5.12 

nach Satz 5.12. 
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(« (»*s)))) 

§ 7. Exakte Sequenzen und Isomorphiesätze 

Es sei J ein (nicht notwendig endlicher) Abschnitt aus der 

Menge der ganzen Zahlen und jedem j G J sei ein Morphismus 

Uj : Aj —* Aj +1 zugeordnet. Dann nennen wir die Gesamtheit 
dieser Morphismen eine Sequenz und schreiben dafür etwa 

(. . Uj_ 1, Uj, . . .). 

Eine Sequenz heiße exakt bei Ay, wenn Bild Uy_x = Kern Uy 

ist (J-—1, j G /). Eine Sequenz heiße exakt, wenn sie überall 

exakt ist. Hieraus folgt insbesondere, daß für eine exakte Sequenz 

uy uy_x = oA._h Aj+ x ist (J - 1, j G /)• 

Satz 7.1: Eine Sequenz (ux, u2) ist dann und nur dann exakt, 

wenn Wx normal und u2 = Cokern ux ist. 

Beweis: 1. Die Sequenz (%, %) sei exakt. Nach Satz 5.4 ist 

dann iq normal und nach Satz 5.3 ist u2 = Cokern Kern u^ = 

= Cokern Wx — Cokern ux, letzteres nach Satz 4.ii(ä). 2. Es 

sei normal und u3 = Cokern ux. Nach Satz 4.1 t(ä) ist dann 

ü[ = Kern Cokern u7x — Kern Cokern ux = Kern u2 — Kern u2. 

Satz 7.2 : Es sei u : A 

(°0,A’U) 

(u, Oß p) 

(0O,AI 
UI °B, O) 

ist. 

B ein Morphismus. Die Sequenz 

Monomorphismus 

ist genau dann exakt, wenn u ein Epimorphismus 

Isomorphismus 
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Beweis: l. Ist (p0 A, u) exakt, so ist u — Cokern Kern u_ = 

= Cokern oO A = iA, also u ein Monomorphismus. 2. Ist (u, oB 0) 

exakt, so ist ü — Kern oB Q = iB, also u ein Epimorphismus. 

Ist umgekehrt u ein Epimorphismus, so ist ü — iB = Kern oB 0. 

3. Die dritte Behauptung folgt auf Grund des 1. Korollars 

zu Satz 1.1,5 und Satz 2.3 aus den beiden ersten Behauptungen. 

Satz 7.3: Es seien u\ A —* B und v.B—*C Morphismen. 

Die Sequenz (u, v) ist dann und nur dann exakt, wenn die 

Sequenz (u, v) exakt ist. 

Beweis: Es ist Kern v = Kern v nach Satz 4.1 l,a) und 

u (iA) = ü. 

Fassen wir die Mengen Horn (X, F) als Objekte der am Ende 
A 

von §4 definierten Kategorie SK auf, mit oXY a^s Basiselement, 

so induziert ein Morphismus u: A —* B in SK Morphismen 

ux : Horn (X, A) —> Horn (X, B), indem wir ux (v : X A) = 

= u v : X —*• B setzen. 

Satz 7.4: Es sei m :A—+B undu : B-*C. Die Sequenz ( oOA, m,u) 
A 

ist dann und nur dann exakt, wenn die in SK induzierte Sequenz 

( (°o A)X< mxi ux) exakt ist für alle Objekte X unserer Kategorie C. 

Beweis: 1. Es sei die Sequenz (oO A, m, u) exakt und v : X —> B 

ein Morphismus. Dann ist ux (v) = ox c genau dann, wenn ein 

Morphismus v' : X —* A existiert mit v — mv', d. h. wenn ein 

v’ E: Horn (X, A) existiert mit mx(v') = v, also ist die Sequenz 

(\mx, ux) exakt. Genauso folgertman, daß die Sequenz ((oO A)x, mf) 

exakt ist. 2. Es sei die Sequenz ((o0<A)x, mx, u^j) exakt für 

alle Objekte X. Für jeden Morphismus w : X —* A mit m w = oX B 

ist dann mx {w) = oXA; also existiert ein w’ : X —* O mit 
w — (,°o, A)X (w')> d- h. w = o0}A w', also ist die Sequenz (oO A m) 
exakt und nach Satz 7.3 ist m ein Monomorphismus. Analog 

folgert man, daß zu jedem Morphismus v : XB mit uv = ox c 

ein Morphismus v' mit v = m v' existiert. Indem wir für X 

speziell A wählen, erhalten wir noch um = oA C, also ist nach 

Satz 4.10 auch (m, u) eine exakte Sequenz. 
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Satz 7.5 : Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm 

mit exakten Zeilen und Spalten 
O O 

O, X, O, Bi 

Ax- 

o- 
O.Az 

o- 

»Bx 

y 
*B, 

0,A, 

Dann ist mx ein Monomorphismus und mx = Kern v2 m". 

Beweis: 1. Nach Satz 7.2 und Satz 1.2 ist m" mL — m2 m' ein 

Monomorphismus, und nach Satz 1.4 ist daher mx ein Monomor- 

phismus. 2. Es ist v2m" mx — v2m2m' = oAi C. Es sei nun 

w : X —> Bx ein Morphismus mit v2m" w — oXCi. Nach den 

Sätzen 7.2, 7.1 und 4.10 existiert dann ein Morphismus w' mit 

m2w' = m" w und es ist m3v' w' = v" m2w' - - v" m" w = °X,B,\ 

daraus folgt, da mz ein Monomorphismus ist, v' w' = ox< A , und 

nach Satz 7.1 und Satz 4.10 existiert somit ein Morphismus 

w" mit w' — m' w". Nun ist m" mxw" = m2 m' w" = m2w' = 

= m" w, also, da m" nach Satz 7.2 ein Monomorphismus ist, 

w = mx w" und nach Satz 4.10 ist somit mx = Kern v2 m". 

Satz 7.5ä: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm mit 

exakten Zeilen und Spalten : 

O o 

JAlt O Bu O 

AG-—BX 

o< 
Ai, O 

e 

-A2< 

v' 

-B„ 

o< 

A vs 

v" 

-B, 
JA„ O 

Dann ist ex ein Epimorphismus und ex = Cokern e" v2. 
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Beweis: Der Beweis verläuft unter Beachtung von Satz 7.1 

und Satz 7.2 fast vollständig dual zu dem Beweis von Satz 7.5. 

Satz 7.6: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm mit 

exakten Zeilen und Spalten: 

O O O 

O- 

O, Ai 'O.A, 'O.A, 

J0,Ai 

y 
A ! —>A a 3- ► 0 

"A„0 

O- 
O, Bi 

~ A ,, ,, ■O 

«2 

JB.,0 

Ci, O 

o 

C. 

c2, o c„o 

O O 

Dann existieren eindeutig bestimmte Morphismen m"' : Cx -* C2 

und e"' : C2—* C3 derart, daß m"' ex = e2 m" und e"’ e2 — e3 e" 
ist. Die Sequenz (oo c , m!", e'", oc _ 0) ist exakt} 

Beweis: 1. Da e2m" mx — e2m2m! — oA c ist, folgt nach 

Satz 7.1 und Satz 4.103 die Existenz eines Morphismus 

m'" : Cx—+C2 mit m'" ex = e2 m", und mist eindeutig bestimmt, 

da ex nach Satz 7.2 ein Epimorphismus ist. Analog zeigt man 

die Existenz und Eindeutigkeit von e'". 2. Nach den Sätzen 7.2 

i.2ö und 1.43 folgt aus e'" e2 = e3e", daß e" ein Epimorphismus 

ist. 3. Nach Satz 7.5 ist mx = Kern e2m". Nach Satz 5.3 und 

Satz 7.1 ist daher e\ = e3 m" ; folglich ist, wenn wir mit i* das 

Inverse von i bezeichnen, m'"ex— e2m" — e.m"i »i* ie <?2m" = 
= e2 mn icW, i* iti e± = e2 nrn in m„ i* ex, also m'" = 
= e2 m" iei mn i* ; nach dem 1. Korollar zu Satz 1.I3 und nach 

Satz 1.4 ist also m'" ein Monomorphismus. 4. Nach Satz 7.1 ist m" 
normal und nach (XII), 2. folgt daher aus m"' = e2 m" iezm" i* = 

1 Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des 2. Isomorphiesatzes der Grup- 

pentheorie. 
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= e2 ('m"), letzteres nach Satz 2.4, daß m'" normal ist. Da nach 

Satz 7.5e und Satz 4.1 i(Ä) außerdem e'" ^ Cokem e2m" = 

= Cokem m'" ist, folgt aus Satz 7.1 zusammen mit Satz 2.3. und 

Satz 7.2 die Exaktheit der Sequenz ([o0 Cl, m'", e'", oCz0). 

Satz 7.6ä: Gegeben sei das folgende kommutative Diagramm 

mit exakten Zeilen und Spalten-. 

O O 
A 

Gf,, O 

O 

'A*, O 

 A^-^A 

'A„0 

UA.,0 K e m J
O,A3 

-O 

O* — 7?2< - B -O 
uBi,0 

Cl c. 

0,Ci o, Cl 

O O 

O.Bi 

'O.c, 

o 

Dann existieren eindeutig bestimmte Morphismen e"’ : C2—* Cx 

und m'" : C3—* C2 derart, daß mx e"' = e" m2 und m2 m"' = 

— m" m3 ist. Die Sequenz (oO C3, m"r, el", oc 0) ist exakt. 

Beweis: Der Beweis verläuft im wesentlichen dual zu dem von 

Satz 7.6, wobei man anstelle von Satz 5.3 hier den Satz 5.8 

zusammen mit (XII), 2. verwendet. 

Anmerkung-. Der Satz 7.6,5 entspricht dem Theorem 5.5 in 

Buchsbaum, Trans. Amer. Math. Soc. 80 (1955), 1-34. Ohne 

Beweis sei noch angeführt, daß sich auch das dortige Theorem 

5-8 unter der zusätzlichen Voraussetzung der Normalität von 

cTlt d und ~CT2, das Theorem 5.9 und die Korollare 5.10 und 5.11 

in unveränderter Form herleiten lassen. 
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§ 8. Das direkte Produkt1 

Satz 8.12: Es sei (ey : B —* A y)ye j das direkte Produkt der Fa- 

milie wobei die Menge J wenigstens zwei verschiedene 
Elemente enthält ; j0 E J sei fest gewählt und ( ef : B3o—+ Ay)ys/j^ya 

sei das direkte Produkt der Familie (Ay)jçjy^y0. Dann gilt: 

1. Es existieren eindeutig bestimmte Monomorphismen mp. Ay—* B 
mit eymk — oAk%A., falls k =j= /, imd eymy = iA.; 

(Wir nennen diese Monomorphismen my die zum direkten 

Produkt zugehörigen Monomorphismen.3) 

2. Es sei e'yti = II ey. Dann ist eÿo = Cokern myo. 
ye/,y=rfo 

3. Für alle j EL f ist my normal. 

4. Es sei Wy = ef für j =j= jo und Wya = oBj0< A.. Dann ist 
m3° = Il Wy ein Monomorphismus. 

j&J 

Beweis: 1. Es ist my — II vk mit vk — oA. A für j k und 
*e/ . 3' 

Vy— iAalso existieren die Morphismen my und sind eindeutig 

bestimmt. Nach Satz 3.3 sind die my Monomorphismen. 2. Für 

j 4= j0 ist ej° eÿom
J° — eymj0 = ej°, also eÿom

J° = iBjo, nach Satz 

1.4 und Satz 1.4,5 also e'j0 
eln Epimorphismus und mJ° ein Mono- 

morphismus, womit 4. bereits bewiesen ist. Für j =j= j0 ist weiter 

efe'- m■ = e^m, = oA. A., also e- m- = oA. sj0. Es sei nun 

w:X-*B ein Morphismus mit eÿow = oXBjo. Für j =fj 0 ist dann 

e• w = ef e': w = Oy A. und es ist e- m, etn w = e- w, also 

w = m; e; w. Nach Satz 4.10 ist daher m- = Kern ef, nach 

(XI) also eÿo = Cokern mjo und außerdem nach Satz 5.4 der 

Monomorphismus myo normal. 

1 Es bleibt offen, inwieweit die zu den Sätzen dieses Kapitels dualen Aus- 
sagen richtig sind (vgl. die Bemerkung zu den Axiomen (XI) und (XII) 

in § 5). 
2 Siehe Fußnote Seite 181. 
3 Dual dazu erhält man die zu einer direkten Summe zugehörigen Empi- 

morphismen. 
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Satz 8.2 : Es sei (ey. B —> Ay-)j _-j 2 das direkte Produkt von 

A1 und A Weiter seien mx, m2die zugehörigen Monomorphismen 
und m. — mx\! m2. Dann ist Cokern m = Obo. 

Beweis: Für jedes Objekt X ist (ix'X —> X) ein allgemeines 

direktes Produkt von X. Nach dem Korollar zu Satz 3.4,5 und 

nach Satz 8.1 ist daher ex = Cokem m2, e2 = Cokern mx, mx = 

Kern <?2 und m2 = Kern ex. Es sei ex A e2 = e : B —*► B. Dann 

existieren Epimorphismen e'x und e2 mit e'x ex = e'2 e2 = e und 

es ist ex = e[ ex mx = e mx = e'2 e2 mx — oA B, somit ist e = 

— ei ex = oB ß. Nach den Sätzen 4.14,5 und 4-7^) ist weiter 
Cokem m = Cokem (mx V m2) = Cokem mx A Cokern m2 = 

— e — oBj Q. 

Satz 8.3 : Es sei (e^: B —> AJ)J =1 n das direkte Produkt von 

Ax, . . ., An und mx, . . ., mn seien die zugehörigen Monomorphis- 
n 

men. Dann ist V m. = iB. 
j= 1 

Beweis: Für n = 1 ist die Behauptung richtig. Wir nehmen an 

sie sei für n < r bereits bewiesen. Es sei nun n = r + 1 und 

(«• : B' —*• AJ)j=x n_x das direkte Produkt von Ax, ..., An_ x. 
Weiter seien m'x, , rnn_x die zugehörigen Monomorphismen, 

(e'J : B" —> Aj)j_ lt2 das direkte Produkt von Ax = B' und 

A2 = An und m", m2 die zugehörigen Monomorphismen. Wir 
n 

setzen II v, = v, wobei Vj = e'- ex ist für j — 1, ..., n — 1 und 
j-1 «—1 2 

vn — e2 ; weiter setzen wir II ey = e' und II Wj - w, wobei 
j=1 J=1 

wx = e' und w2 = en ist. Für j = 1, . . n— 1 ist dann 

6jvw — e'jexw = e'je' = e^und es ist e„ v w = e'2 w — en ; also ist 

vw = iB und daher v ein Epimorphismus. Für j, k = 1, . .., 

n — 1 ist weiter ekvmlnij = e'kexmxm'j und dies ist = oA. Ak, falls 

jA=k, und = iAfalls j = k ist. Außerdem ist envmxm'j — e2m'xnij = 

= oA A*. Daher ist m- — vvilin!j für j = 1, ..., 71 — 1 ; ähnlich 

zeigt man, daß mn = vm2 ist. Nach Satz 3.6 folgt nun aus den 
n 11 M-l 

jen, daß V m,■ = v 11 V mx 
v 7 = i \Y/ = i 

V ml\ = v(m'x V m2) ist, letzteres nach In- 

iS München Ak. Sb. i960 
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duktionsannahme. Nach Satz 8.1 sind mlj und mj normal, 

nach Satz 6.2 ist also auch m” V m'j normal. Nach Satz 8.2 ist 

somit ml V m'j = Kern Cokem (m'l V m'j) = Kern oB» 0 = iB„, 

letzteres nach Satz 4.15^. Also ist 

ein Epimorphismus ist. 

V m■ = v (iBi>) = iB, da v 
j— 1 

Satz 8.4: Es sei (e-\ B —*■ Aj)jGj das direkte Produkt der 

Familie (Ay)jGj weiter sei (uj\ C —> eine Familie von 
Morphismen und u = W uDann ist Kern u = A Kern u 

jej J J<EJ 
1 

Beweis: Nach Satz 4.13 und Satz 3.15 ist u~x (o0 B), = 

{°°^)) =,4M_1 =
Auyl i°°-4 

Satz 8.5: Es sei (eji A —*■ A -) - = 1 _ n das direkte Produkt 

der Familie (A ) =1 weiter seien m- die zugehörigen 
Monomorphismen und m\ A' —*■ A ein Monomorphismus. Dann 

n 

ist m < V m- e- (m). 
jej 

Beweis: Es sei ej(m) = m'J : Bj -*■ Ay,(ep. B —*■ Bj)j = j „ 

das direkte Produkt von (üÿ) - = 1 „ mit den zugehörigen 
n n 

Monomorphismen ml v= II ie.m^jm und m" = II m^ <?y. 
i — 1 J   3 = 1 

Dann ist ejm" v= nij e^v = vij ie.m e^m = ej m für j = 1, . . ., n. 

Also ist m" v = m und nach Satz 2.9 folglich m < m". 
Für k =h j ist weiter ek mlj = oB. Ak = ml e'k niy =ek m" m!- 

und für k — j ist e,■ m4 ml = ml e\ ml: = e4 mil malso ist 

mj mj - mn mlj. Nach Satz 8.3 ist nun ma = m"I V mlA = 

= V m"{mj) = V m:{mlj) = V my eyjni), letzteresnach Satz 2.5 ; 
3 = 1 3 =

1
 n i =

1 

folglich ist m < #z" = V gy (m). 

Satz 8.6: Es sei (ey\ A —*■AJ-)J-_1 n das direkte Produkt 

der Familie (Ay)y _ 1 n mit den zugehörigen Monomorphis- 
men mp, (ep. B —> Bj)j _ x _ „ je« ö?«.? direkte Produkt der 
Familie (By)y _ x _ n mit den zugehörigen Monomorphismen 
mlp, weiter sei (uy\ Ay—^By)y_1 n eine Morphismenfamilie 

n n 

und u = II Dann ist Kern u 
3 = 1 

= V m - (Kern u). 
3 =1 
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Beweis: Man zeigt zunächst unter Ausnutzung der Eigen- 

schaften direkter Produkte, daß u m,j — rrij ist (J = 1, . . n). 

Nach Satz 3.6 und Satz 2.5 folgt u I V (Kern uj) J = V u vtj 
n 3 n 3 

(Kern uj) = V »?y Wy (Kern My) = o0 j5, also ist V Wy (Kern «y) < 

< Kern zc. Da andererseits Uj <?y (Kern ü) — e'j u (Kern u) = oOB. 

also ej (Kern u) < Kern Uj ist, folgt nach Satz 8.5, daß Kern u 
n n 

< V m-<?• (Kern u) < V ni: (Kern uj ist. 
j—1 j=1 

Satz 8.7 : Ar j« (*?y : B —> Ayjy = ± n das direkte Produkt 

der Familie (AJ)J = 1 n mit den zugehörigen Monomorphis- 
men mp, (mj. Aj—*B')j=1^n sei die direkte Summe der 
Familie (Aj)J = 1 n mit den zugehörigen Epimorphismen ej 

n 

Dann ist II et = e \ B' —* B ein Epimorphismus und e mt = m- 
y = 1 3 3 3 

(j = 1, . . ., n). 

ejmk, also Beweis: Für j, k = 1, . . ., n ist eje mk — ejmk 
n 

e mk — mk und nach Satz 8.3 und Satz 3.6 ist somit iB = V mj = 
I « \ 3 = 1 

= «I dmj = e (iBl), letzteres nach Satz 3.5 und Satz 3.4,5. 

Folglich ist ê = iB, also e ein Epimorphismus. 

Satz 8.8: Es sei (<?• : B —» AA =1 n das direkte Produkt der 

Familie (AJ-)J=sl n mit den zugehörigen Monomorphismen m ■ ; 

weiter seien w,w'\B—+C zwei Morphismen mit w mj = w' nij 
für j = 1, . . ., n. Dann ist w = w'. 

Beweis: Mit den Bezeichnungen von Satz 8.7 ist wem'j = 
= w mj = w'mj = w' em!j, also w e = ze/g und somit = w', 

denn nach Satz 8.7 ist g ein Epimorphismus. 

§ 9. Abelsche Objekte 

Es sei Ax = A2 = A und (ey. B —* AjJ = 12 das direkte Pro- 

dukt von A1 und A2 mit den zugehörigen Monomorphismen m1 

und m2. Falls ein Morphismus V : B —* A existiert mit V mx = 
= V m2 — iA, so heiße A ein abelsches Objekt. 
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Nach Satz 1.4,5 ht der Morphismus V, falls er existiert, ein 

Epimorphismus, und nach Satz 8.8 gibt es höchstens einen solchen 

Morphismus. 

Satz 9.1: Ist (A/)/sjeine Familie abelscher Objekte, so ist II Aj 

abelsch. 

Beweis: Es sei (e/ : B -+Aj)/e jdas direkte Produkt derAj, und vij 
seien die zugehörigen Monomorphismen. Ferner sei Bx — B2 — B 
und (e'r : B' —*■ B)r = X2 das direkte Produkt von Bx und B2 

mit den zugehörigen Monomorphismen m'x und mj, weiter sei 

Aj = Aj = Aj und (ej : A'J —*■ AJ
r)r = 2 das direkte Produkt 

von Aj und Aj mit den zugehörigen Monomorphismen mj; 
(ej : B" —*-AJ)J ej sei das direkte Produkt der Aj'. Wir setzen 

2 
W:= II e, er. Dann ist e( w.-m, = e, er mt — er

; m) ef, also ist 
J -, J r J J K J T K J J J 

r = 1 

Wjin'k — mj ej. Da die A}- abelsch sind, existieren Morphismen 

V,-: A'! —> At mit V.-wf = iA.. Weiter sei nun w = fl wf und 33 3 3 3
 J je/ 

3 

v = I\ Vjej. Dann ist e/V w mk — /ej w m!k = VjWjWtk — 
3 €=/ 

= Vy mj ßj = e:- (j G /, k = 1,2); folglich ist v w mk = iB, d.h. 

wir haben einen Morphismus V = v w gefunden mit V m!k = iB, 
also ist B abelsch. 

Satz 9.2: Es sei A abelsch und Ax = ... — An — A\ 
(ej : B —*• AJ)J=1 „ sei das direkte Produkt der Aj mit den 

zugehörigen Monomorphismen mx, . . ., mn. Dann existiert genau 
ein Morphismus V : B —> A mit V mj = iA für j = 1, . . ., n. 

Beweis: Für n = 1,2 ist die Behauptung nach Voraussetzung 

richtig. Sie sei für n < r (r > 2) bereits bewiesen. Es sei nun 

r < n < 2r. Weiter sei {ej : B' —*■ Aj)/ = x  > r das direkte Pro- 

dukt von Ax, . . ., Ar mit den zugehörigen Monomorphismen 

m[, . . ., m'r; (ej : B" —*■ Bf)/ _ lt 2 sei das direkte Produkt von 

Bx = B' und B2 = B' mit den zugehörigen Monomorphismen 

mx und mj. Nach Induktionsannahme existiert ein Morphismus 

V': B' —*■ A mit Vmj = iA; da B' nach Satz 9.1 abelsch ist, exi- 

stiert ein Morphismus V": B” —* B' mit = iB., (,£ = 1,2). 

Es sei nun wx = II <?,- und o/< 

y=i 
= n 

y = i 
w,- wobei +> für 
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1 < y < n—r und Wj = oBA für n—r <Cj<r ist. Weiter sei 
2 

w = II Wj. Unter Ausnutzung der Eigenschaften direkter Pro- 
_/ = 1 

dukte zeigt man, daß w my = mx zzzy ist für 1 <y < r und 

w m,j = m'2 m'j—r für r <Cj < zz. Für j < r folgert man nun aus 

den obigen Beziehungen: V'V"z£t m= V'V"OT” wj = V'zzzy — 

= z_4 ; für r<C.j < « folgert man : V ' V "«/ zzzy = V ' V "m'2 m'j_r = 
— V 'mj_r = zy; mit V 7 SZ'\7"w erhält man also Vzzzy = zy 

(/= 1, . . zz). Die Eindeutigkeit von V folgt aus Satz 8.8. 

Satz 9.3: Ist m : A —> B ein Monomorphismus und B abelsch, 

so ist auch A abelsch. 

Beweis: Es sei (pj :B'—> i?y)-_12 das direkte Produkt von 

Bx = B und i?2 = B mit den zugehörigen Monomorphismen 

m[ und m'2, (p'J : A" —»■ AM = 12 sei das direkte Produkt von A1=A 
und A 2 = A mit den zugehörigen Monomorphismen m" und zzz^. 

Da B abelsch ist, existiert ein Morphismus V : B' —B mit V zzzy = 
2 

= z'ß(y = 1,2). Wir setzen nun w — II me'j . Dann ist wm'J = 
3 =1   

= zzzyzzz und nach Satz 8.3 und Satz 3.6 folgt daraus \/ w = 
= Vw(iA») = ^ w(pn[ V zzz2) — Vzzz^(zzz) V Vzzz2(zzz) = m. Es 

sei nun i* das Inverse von im. Mit V' = i* z‘vV zei : A"A ist 

dann zzz V ' m"- — m i* iv V zu zzz” = \Jwiv w \Jw m" —\7w m'J = 

= Vzzzjzzz = zzz für j = 1,2; also ist V' zzzy' = zy für j = 1,2. 

Satz 9.4 : Az* g : A B ein Epimorphismus und A abelsch, so 

ist auch B abelsch. 

Beweis: Es sei (e'j : B' —> B'-)-_ Xj 2 das direkte Produkt von 

Bx= B und B2 = B mit den zugehörigen Monomorphismen 

m'x und m2 ; (e'J : A " —>- Ay)y=1_ 2 sei das direkte Produkt von AX = A 
und A2 = A mit den zugehörigen Monomorphismen mx und zzz2. 

Dann existiert nach Voraussetzung ein Morphismus V : A" —*■ A 
2 

mit Vm" = iA (J = 1,2). Wir setzen e' — II e e'j und man zeigt, 

daß e'mj = m;e ist. Nach Satz 8.6 und Satz 3.12 ist weiter 

Kern e' — zzz” (Kern e) V m'2 (Kern e) — zzz” (Kern e V zzz”) V 

m'2 (Kern eVm'2) = m” (zzz”-1 (Kern gV)) V ml (m'2 -1 (Kern eV)) 
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< Kern <?V, letzteres nach Satz 3.10. Außerdem iste' ein Epi- 

morphismus, denn nach den Sätzen 8.3, 3.6 und 2.4 ist e' = 

= e' (m'l V m2) = e' (m'\) V e' (m2) = mA V m’^e = ~m^ V w' = 2Æ. 

Nach Satz 5.9 existiert daher ein Morphismus V' mit <?V = 

W und es ist V' m^e — '\I'e'mJ = eSJ m" — e, also V'^y = 

= iß (j = h2). 

Satz 9.5: Ist m\ X —> A ein Monomorphismus und A abelsch, 

JO «•£ m normal. 

Beweis : Es sei (e- : X ' —> A i) - = 12 das direkte Produkt von 

A1 = A und A2 = A mit den zugehörigen Monomorphismen m[ 

und m'2 ; (e" : A " —*■ A")j =12 sei das direkte Produkt von A " = X 

und A 2 = A mit den zugehörigen Monomorphismen m” und 
ft 

mj. Weiter sei wx — m e1, w2 = e2 und II Wj — w : A" —*■ A'. 
j — 1 

Dann ist w 7% = mxm und w m" — m2. Nach Voraussetzung 

existiert ein Morphismus V: A' A mit Vm'j = iA; infolge- 

dessen ist V w mj = VT^2 = iAi also ein Epimorphismus. 

Nun ist Vzv m"(i^) = Vm'xm(ijj) = m. Nach Satz 8.1 ist m[ 

normal und nach (XII), 2. ist somit Vw(ml(i^)) = w 

normal. 

Es bezeichne 21 die Unterkategorie aller abelschen Objekte der 

vorliegenden Kategorie (L Wir wollen in den folgenden Sätzen 

zeigen, daß wir so eine abelsche Kategorie 21 erhalten, d. h. eine 

Kategorie, in der (I)-(XI) erfüllt sind, außerdem das zu (XI) 

duale Axiom gilt und den Horn (A, B) sich eine (kommutative) 

Gruppenstruktur aufprägen läßt, deren neutrales Element der 

Morphismus oA B ist und die mit der Komposition distributiv ver- 

knüpft ist. 

21 erfüllt nach Definition die Axiome (I)-(III). 

Satz 9.6: Das Nullobjekt 0 von GE ist abelsch. 

Beweis: Wegen (VII) ist {o0,o.‘- 0 —*■ Oj)J = 1<2 das direkte Pro- 

dukt von 01 = O und 02 = O mit den zugehörigen Monomor- 

phismen 0o g und o0 Q. Setzt man V = 0o 0, so ist Vc0 0 = 
    . ’ j, 
— °0, O 0O ;O — °o, o — lo • 
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Satz 9.7 : Es seien A und B abelsche Objekte. Ein Morphismus 

u : A —> B ist dann und nur dann ein Monomorphismus in 21, 
wenn er in GE ein Monomorphismus ist. 

Beweis: Falls u in GE ein Monomorphismus ist, so auch in 21. 

Es sei nun u in 21 ein Monomorphismus und w : X —> A ein Mor- 

phismus mit u w = oX By wobei X ein beliebiges Objekt von (E 
ist, und es sei w : X' —*■ A. Wir führen die folgenden Überlegun- 

gen in der Kategorie GE durch. Aus uw = oXB folgt uw — oxt B. 
Nach Satz 9.3 ist X' abelsch, also ist nach Voraussetzung 

w = ox> A, folglich w — oX A. Dies besagt aber nach Satz 4.10, 

daß Kern u — o0 A ist. Nach Satz 7.2 ist daher u in (E ein 

Monomorphismus. 

Satz 9.8: Es seien A und B abelsche Objekte. Ein Morphismus 

w. A —> B ist dann und nur dann in 21 ein Epimorphismus, wenn 
er in GE ein Epimorphismus ist. 

Beweis: Falls u in (E ein Epimorphismus ist, so auch in 21. Es 

sei nun u ein Epimorphismus in 21 und w : B —* X ein Morphis- 

mus mit wu = oA X, wobei X ein beliebiges Objekt von CE ist. Es 

sei m : B —*■ X'. Aus w u = oAX folgt dann wu = oAX,\ nach 

Satz 9.4 ist X' abelsch, also ist nach Voraussetzung w = oBX>, 
und nach Satz 4.10,5 ist daher Cokern u = oB 0. Nach Satz 9.5 

ist weiter ü normal, nach Satz 7.1 und Satz 7.2 ist also u in GE ein 

Epimorphismus. 

Auf Grund der letzten drei Sätze ergibt sich, daß in 21 auch 

die Axiome (IV)-(VII) erfüllt sind. 

Satz 9.9: Es sei (AJ)J^J eine Familie abelscher Objekte und 
(mj : Aj —v A)yey die direkte Summe dieser Fa7nilie. Weiter sei 
e : A —> A die Vereinigung aller kanonischen Epimorphismen 
e : A —>X, für die X abelsch ist. Dann ist A abelsch und die Mor- 
phismenfamilie (e m^\ Aj A)j<=j ist in 21 eine allgemeine di- 
rekte Summe der Aj. 

Beweis: Es sei (ek : A —> A'Â)k<sx die Familie aller kanonischen 

Epimorphismen e : A -*X, für die X abelsch ist; (e'l : B—>-A'i)ieK 

sei das direkte Produkt der A'h und es sei u = II eh. Nach 
k£K 

Satz 3.5,5 ist dann e — u: A —*A. Nach Satz 9.1 ist B abelsch. Es 
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ist üiu \ A —> B ein Monomorphismus, also ist nach Satz 9.3 auch 
A abelsch. Es sei weiter Y abelsch, (i>j : A - —> Y')j ey eine Mor- 
phismenfamilie und v — ]£ Vj. Da Y abelsch ist und viv : A' —*■ Y 

jej 
ein Monomorphismus ist, folgt nach Satz 9.3, daß A' abelsch ist; 
folglich ist v < u und es existiert ein Epimorphismus e' mit 
v = e'u. Wir setzen ünij — e-nij — Uj und vive' = v'. Dann ist 
v'Uj — vive' u = vigv rrij = vnij — Vj. Es sei weiter v" : A—+Y 
ein Morphismus mit v"uj = Vj für allej G J. Dann ist v"u m.j — 
= vwij, also v"u — v = v ivv = v ive'u = v'u ; folglich ist v' = v". 
Damit ist gezeigt, daß (enij = «• : Aj —*■ A)jej in 21 eine all- 
gemeine direkte Summe der Aj ist. 

Auf Grund des Satzes 9.1 und des Satzes 9.9 sind in 21 auch die 
Axiome (VIII)-(XI) erfüllt und wegen Satz 9.5 gilt in 21 auch 
die zu (XI) duale Aussage. 

Ist in 21 eine Morphismenfamilie (#■ : A'—*A) =1 n gegeben 
und V der in Satz 9.2 gewonnene Morphismus, so definieren wir 

n 

«! + ... + «„ = v .n* 
Wie bei S. MacLane, Bull. Amer. Math. Soc. 56 (1950), 485 bis 
516, zeigt man auch hier, daß diese Definition den Horn (A,B) 
aus 21 eine kommutative Halbgruppenstruktur aufprägt, die mit 
der Komposition distributiv verknüpft ist und das neutrale Ele- 
ment oA B besitzt. 

Satz 9.10: Es sei Ax = A2 = A abelsch und (e^: B —> AJ-)J C^12 

das direkte Produkt von A1 und A2 mit den zugehörigen Mono- 
morphismen mp, weiter sei V : B —A der eindeutig bestimmte 
Morphismus mit Vmx — Vm2 = iA. Dann ist ?nx l\Kern V = 
— A Kern V = o0 B. 

Beweis: Wir setzen mx A Kern V = m : B' —*■ B. Dann exi- 
stieren Monomorphismen m!x : B' —»■ A und m' : B’ —*■ B mit 
mxmx = (Kern V) m' = m. Nach Satz 4.10 folgt daraus mx 

■ - Vmxmx = V (Kern V) m' = oB, A, also ist m = mxmx -- 
= °B\ B 

=
 °O,B °B\ O’ nach Satz 1.4 und Satz 4.4^ ist also B’ — O 

und somit m = o0i B. Analog zeigt man, daß m2 A Kern V = 

= o0tB ist. 
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Satz 9.11: Mit den Bezeichnungen von Satz g.10 sei weiter 
2 

wx = V, w2 = e2 und i — II Wj. Dann ist i ein Isomorphismus. 

Beweis: 1. Es ist i ein Monomorphismus. Nach Satz 8.4 ist 

nämlich Kern i = Kern V A Kern e2 = Kern V A mx, letzteres 

ist im Anfang des Beweises von Satz 8.2 enthalten. Nach Satz 

9.10 ist daher Kern i — oO B, nach Satz 7.2 ist also i ein Mono- 

morphismus. 2. Es ist i ein Epimorphismus. Es ist nämlich 

exmx = ijt — Vmx = exi mx und e2mx = e2i mx, also ist i mx = 

= mx; weiter ist ep. m2 = e2m2 = iA, nach Satz 1.4 ist also e2i ein 

Epimorphismus. Aus e2(m2(e2i)) = e2m2(e2i) = = iA, letzteres 

da e2i ein Epimorphismus ist, folgt m2(e2t) < e2
x (e2(i)). Es sei 

nun u : B —> C ein Morphismus mit ui = oB c. Nach Satz 2.4 

und Satz 2.8 ist wegen der obigen Beziehungen u(m2) = 

= u (m2(e2i)) < u (fpx(e2 (i))). Nach Satz 5.12 folgt hieraus 

u ([m3) <.u(i\! Kern e^) — u (i V mx) =u{i\t i m J == u (i) = ooc. 

Nach Satz 4.7^) ist also u m2 = 0Ac] da außerdem u mx — uimx = 

— °A c ist’ folgt nach Satz 8.8, daß u = oB c ist. Nach Satz 4.10^ 
ist somit Cokem i = oB 0. Nach Satz 9.5 ist weiter i normal, nach 

Satz 7.1 und Satz 7.2 also i ein Epimorphismus. 3. Nach Satz 2.3 

ist also i ein Isomorphismus. 

Ist nun i* das Inverse des in Satz 9.11 gewonnenen Isomor- 

phismus i, so zeigt man für jeden Morphismus u : A' —»■ A aus 31, 

daß u -j- (exi*m^)u — oA, A ist, d. h. die oben definierte Halb- 

gruppenstruktur ist sogar eine Gruppenstruktur. 

Damit ist gezeigt, daß 31 eine abelsche Unterkategorie der vor- 

liegenden Kategorie ß ist. 

Wählen wir speziell als Kategorie <5 die Kategorie @ der Grup- 

pen, so ist 31 die abelsche Kategorie der kommutativen Gruppen. 
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