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Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegung

der Planetoiden des Hestia-Typus im Raum

Von Alexander Wilkens in Munchen

Vorgelegt am 8. November 1963

Nach der Untersuchung des raumlichen Falles des Hecuba-
Problems behandeln wir weiter den analogen Fall der rdumlichen
Hestia-Bewegung, d. h. des Falles, in dem die mittlere Bewegung
des Planetoiden zu der des groBen Planeten Jupiter nahezu im
Verhiltnis 3 : 1 steht. Die Losung beruht dabei auf dem gleichen
Grundsatz wie beim Hecuba-Problem, ndmlich von vorneweg
auf die Zeit als unabhingige Variable zu verzichten, im Gegen-
satz zu den bisherigen Theorien zum Kommensurabilitdts-
Problem, dessen Schwierigkeiten fallen, sobald nach Elimination
von # auf Grund eines Integrals eine andere unabhingige Va-
riable eingefiihrt wird, entweder die Exzentrizitat im ebenen oder
die Bahn-Neigung im rdumlichen Problem.

Der in bezug auf die geniherte Kommensurabilitat kritische
Term, abhingig von der Bahn-Neigung des Planetoiden, lautet
nach Le Verrier's Untersuchungen in den ,,Annales de I’Obser-
vatoire de Paris‘, und zwar in dem Teil: ,,Mémoires‘‘, Bd. 10,

S. 49, entsprechend dem kritischen Argument im Falle des
Hestia-Typus:

(1) +o-5-B*.p2-cos (3 —A—271"),
wo B2 die bekannte Laplacesche Transzendente, ferner

. 1
(2) n? = sin® — /,
wo [ wiederum die gegenseitige Bahn-Neigung zwischen der
Bahn des Planetoiden und der des groBen Planeten Jupiter, also
bei den Planetoiden eine allgemein kleine GroBe fixiert, wo-
bei ferner A fixiert ist durch 2 = /7 -+t — 7, wo die beiden GroBen
Manchen Ak. Sh. 1963
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7" und t die Lingen des Schnittpunktes S der Bahnen von Ju-
piter und dem Planetoiden sind, der Bezeichnung Le Verriers
entsprechend, wobei die Differenz t' — 7 bei den vorausgesetzten
kleinen Bahn-Neigungen von Jupiter und dem Planetoiden,
bekanntlich proportional 7 - 7/, einer kleinen Gré8e 2. Ordnung der
Bahn-Neigungen ist. Da wir nun die Jupiterbahn an Stelle der
Ekliptik als Fundamentalebene fiir die Lingenzihlung wihlen,
istin Le Verriers Entwicklung zu setzen: 1 = 7’ = §,, also gleich
der Knotenlinge des Planetoiden, also 7—1t' = o. Ferner geht
alsdann 7 zur Neigung / zwischen der Bahnebene des Plane-
toiden und der des Jupiter {iber, wobei / aus den ekliptikalen
Ausgangsgrollen 7,7 und § — ' zu berechnen ist, indem
cos /= cos7-cos ¢ +sinz-sin ¢ - cos (—8§'), woraus mittels
i=1iyund Q = ,, 7' = 7, und Q' = N, die Neigung / gegen die
Jupiterbahn folgt. Die in unserem Falle der geniherten Kom-
mensurabilitit der mittleren Bewegungen im Verhiltnis 3 : 1 in
Betracht kommenden Terme entnehmen wir nun dem 10. Bande
der ,,Memoires'‘ Le Verriers in den genannten ,,Annales S. 49

auf Grund der Koeffizienten von 7% = % - 72 bei den kritischen

Termen mit dem Argument (3): { = 4-3/'—A—217', wo in
unserem Falle: 7/ = 7=, also A =/ 4+ 1 — 1 = mittlere
Lange / zu setzen ist, so dal} in unserem Falle das kritische

Argument die Form erhilt:
(3) t=3l'—1—2Q,

mit der Jupiterbahn als Grundebene, so dal /=7 die Bahn-
Neigung der Planetoidenbahn gegen die Jupiterbahn fixiert.
Dann erhilt die entsprechende Stoérungsfunktion, entnommen
aus Bd. I und X der Le Verrier’schen Entwicklung im Falle des
Hestia-Typus, unter gleichzeitiger Beriicksichtigung der siku-
laren und kritischen Terme bis zum einschlieBlich 2. Grade der
Bahn-Neigung 7 gegen die Jupiterbahn die folgende Form:

R=m' '%A°—%7]231+%n2 Bzcosé‘-{-%Go-n“-i-%C"-n“cosz C]

wobei die Gauflsche Konstante 42 = 1 gesetzt ist, also als Zeit-

einheit % = 58.1325 mittleren Tagen gewihlt wurde, und noch
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zu bemerken ist, da3 der Laplacesche Koeffizient B! des Siku-
larteils in %® urspriinglich E9 ist, wobei aber zu bemerken ist,
daB nach Le Verrier in den ,,Mémoires* Bd. X S. 32 gemial
den Formeln (51) auf Grund der Definition von E’ folgt, daB

(5 a - E'=4qa .B

ist, wo die A’ B, G', C' ab (4) die bekannten Laplaceschen
Transzendenten fixieren.

Nach (3) wird dann mit Ricksicht auf die Darstellung der
mittleren Lange /:

(6) l=¢+ [n dt,

wo & = mittlere Linge der Epoche, die Differentialgleichung
fir £ gemil (3):

a ., ds s
) Py Al KO A i T

wo W unter Vernachlidssigung des hier wegfallenden Termes

. OR .
i die Form erhilt:

1 .
(8) d _ 2 ok, ®(37) oz
dt na da natV1—e 07’

und analog in bezug auf §,, indem:

an 1 1 o0R
(9) di T natsini Vr_gz._ai—__o'Gr_*—z' Gr,

wobei in (8) der Nenner ]/1 —¢2, in beiden Fillen = 1, weg-
fallt, da bei der Entwicklung nach ¢? ein Zusatzfaktor in ¢ ent-
steht, der in unserem Falle wegfillt. Weiter folgt dann in bezug

auf den 1. Term von L—Z,T nach (8) in Verbindung mit der Dar-

stellung von R nach (4):
oR , [ 240 o 1 az)
(10) = -;— m [——a‘i + n* (—— Oaa + ——cos { +. )J

worin bei der prinzipiellen Potenz-Entwicklung von R und seinen

0
Ableitungen jetzt e

5 nach 7 zu entwickeln ist, sobald die Ab-
a

1o Miinchen Ak, Sb. 1963



132 Alexander Wilkens

hingigkeit der Koeffizienten 4* und B* von 7 nachgewiesen ist.
Aus der Darstellung (4) von R als Funktion von ¢ ist auf
Grund der Definition (3) von { unmittelbar ersichtlich, daB3:

oR oR
(11) KT
somit auch in unserem Falle der riumlichen Darstellung der
Hestia-Bewegung ein Integral ersichtlich wird, da nach der
Theorie der Variation der Konstanten-die Differentialgleichung
der groBen Halbachse gilt:

(12) d(Va) @R

und andererseits die der Neigung 7 entsprechende Differential-
Gleichung gilt:

1.
di 1 1 OR g5 ? R | R
a3 F=—— LR F3L (IR, oA
dt nat) 1—et sini 48, nat) 1—et w oe
i o IR
Dabei ist nun nach (13) der letzte Term: tgiz R, da ==

nach (4) mindestens vom 2. Grade in #, vom 3. Grade, also
wegfallend; ferner ist der vorletzte Term in (13), behaftet mit dem

R . — i
Faktor 7 wegen des Nichtauftretens von w in (4) automatisch

wegfallend, so daB smh nach (13) auf den 1. Faktor rechts

beschrankt und deshalb, wenn noch der Divisor sin 7 auf 7, also
unter Vernachlassigung des 3. Grades in 7, beschrinkt wird, die
Endgleichung lautet:

di 1 1 0R
(14) dr T et 1 og
Nun ist nach (11) und (12) unmittelbar: Zﬁ 2 —85 = d<l,/ta> ,

so daB} bei Substitution von Z.Q, in (14) die neue Gleichung ent-
steht:
(15) cdi 2 dWVa) _ d(Inya)

Y@k T Ty ar T s
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also weiter:

d@® _ ., dlinVal
(19) 2e e _r%l—’
so daf3
(17): In(Va)=— ~ i 4D,

wo D eine Intergrationskonstante. Wenn nun bei ¢ = 7, : a = a,,

und 7 == 4y, so daB nach (17): In (V q,) = —-%z% + D), so folgt
unter Elimination von D

(18) Va = Vao . E— 7 @i
wo F die Basis der natiirlichen Logarithmen. Setzen wir noch:

S
V“o - E*" =V a,,so folgt weiter nach Quadrieren von (18)
und dann folgender Potenz-Entwicklung bis zum 2. Grade in 7:

09 emamiiaafi=ie)
so daB also immer: & < a4. Da bei # =¥

(20) ao————a*(l—%z’g),

so folgt auch weiter aus (19) und (20):

(21) a—ay = %a* (72— 4%, .

und schlieBlich direkt noch nach (20) zur Definition von ay:
(22) Gy = &y (1 —i——;- z'%) > a,

Weiter ist nach (18):

(23) a—ay = — - a (& —ip),

also schliellich bei

>4 a— ,also: a < ay, ] )
o S e e wobei zu beachten ist daBin (23)
i <iy:a—ag > 0,also: a > a,

10*
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auf der rechten Seite der Faktor g, auch mit ay vertauscht werden
kann, weil nach (20) ¢y und @4 nur um Terme 2. Grades in 7 ver-
schieden sind. Weiter ist zu bemerken, daB3 nach (19) immer:
a < ay und analog nach (20) immer auch: gy <7 ay.

Analog ergibt sich in bezug auf die mittlere Bewegung #, in-
dem nach (19), da n = 2

(24) n=ny (1 +242),
so daB} immer # >> ny. Ferner ergibt dieselbe Gleichung:
(242) 7y = Ny (1 —}—% z'g) > g,

so dafl immer: #ny = 7, (1 — 7 7 ) < ny, also # > n, < ny,
und da weiter nach (24): # 175 =1 —|-% (2—id) =1 bei i =274,
so ist schlieflich ::—o 21, je nachdem 7 =74,

Unser nichstes Ziel nach Darstellung von @ als Funktion von
7 ist nun die Darstellung des kritischen Argumentes { ebenfalls
als Funktion von 7, wobei nach (3): { = 3/'—/—2 §,, und auf

Grund der Differential-Gleichungen in bezug auf { und 7 zu
bilden ist:

dt d
Z: —_— = — l.— —
dc_a;—i_z ] 7i = 27 3 —1—2 Q)

(25) 77 = = = 7 W0 (252) >
dt = —
t

und noch explizit: (25b): Z = 3»' — —%~2%und%

nach (14) definiert ist, welterg nach (8) bezuglxch mit

Riicksicht auf die Entwicklung des Termes A°® gemal (19) zu
entwickeln ist, so daB3:

g (110) = %[(‘fﬁ_) + (a— tl*)( ot ')* i ']’

. .. . 1 .
worin noch nach (19) zu substituieren ist: @ — ay = — 5 " X

xc[»—

(26)

a

R o _
Weiter ist in —=- (7) noch zu substituieren, und zwar in bezug

auf den 1. Term 2% nach (8), entwickelt bis i# einschlicBlich:
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dey 2 9R - t L) R
(@6a) = G =2 “*(1—:’)37’

wo E;]: nach Definition von R in (4) bis 7% einschlieBlich die
Form erhilt:

R dA° 1 a’B 1 dB?

(27) p=m [ (77) —an st
dA° o . i

wo —-——bereits in (26) nach Potenzen von 7 dargestellt ist, so da3

folglich:

7 R 1 |{dA° of 1 a2A4° 1 anm 4B
(272) Gy =7m {(-;,,l—)*+22[—;a*(7a—2)*+7( a’a) +(E)*C°SC]}

wo der rein konstante Teil ;1 von (27a) in bezug auf ¢ dt —Lschon
a

in der beobachteten mittleren Bewegung enthalten ist und des-
halb hier wegfillt. Allgemein konnen wir dann der Darstellung
(27a) die folgende Form geben:

(28) aa—i =Cy+Ce% +C?22cos (,

mit der folgenden Bedeutung der Koeffizienten:

1, [dA° N e ar4°\ 1 dBl) ]
Co= i (dag)*’ Cl_jm [ (a'a2 )-x- @x ?(E *

(29) i

1 (45
Co= g ™ (a’a )*.

Es verbleibt dann gemaB (26a)zu bilden: £&1 Va* . %
= I/a* 2 %g, wo bcrmts in (27a) resp (28) dargestellt

wurdc, so daf3 nach (26a) in Verbindung mit (28) folgt:

dsl

(30) = Dy + Dy " 1% + Dy * cos {,

wo Dy= —2 'I/'Z Co, Dy=—2 Vay Ci+ % Vay Cp, Dy =

—2V ay C,, wo wiederum C,, €y, C, bereits in (29) definiert
sind. Mithin ist nach (30):
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(31) &g =&+ Dy (¢t— 1) + Dy [i2dt + D, [ % cos { - d,

wo &) die Integrationskonstante. Es verbleibt die Darstellung des
2. Teiles der rechten Seite von (8) bis zum 2. Grade in ¢, unter

1
=1—l—7e2—|-...,

Vernachldssigung des Faktors in ¢* in: : :

e
. .. dey i | OR .
so daB damit verbleibt: —2% = Ve o wo nach (4):
.OR _ 1 1 1 2 9
{57 = (—TB*—*—TB* cos C) 72, so daB3

dey 1 r 20 1 2 . .
Tr=gF ™ Ty (— By - B% cos {), also weiter:

(32) €2=—7IZ V [—BL[# dt+ B [ 42 cos ¢ dt],

wo die beiden Integrale [ 72 4# und [ 2% cos ¢ - d¢ erst spiter als
Funktionen von ¢ dargestellt werden. SchlieBlich benétigen wir

vorher noch zur Darstellung von { resp. Z = jf , gemil (25b)
die Darstellung von—gemaB (9), so daf3 zuerst der Faktor
1 1

=Va Va* (1 —|——z)undferner =_,(1 +_6_z),
so dal3 folglich der Ausdruck (9) fiir 28 ubergeht in:

an 1 5 o\ O0R
(33) W—-VZ-T(I +l—zz),_,

gl

A . : 0R . 5
so da} die beiden Funktionen: —:- —; und % Z % bis zum
gleichen 2. Grade in 7 zu entwickeln sind, wozu, wie aus (33)
ersichtlich ist, die Stérungsfunktion R in (4) notwendig bis zum
4. Grade in 7 zu entwickeln war, auf Grund der allgemeinen Ent-

wicklung Le Verrier's im 10. Bandc der ,,Annales de 1'Obser-
. . . N . . " 1
vatoire de Paris‘’, Serie ,,Mémoires‘‘, wobei 7 = sin T]bedeutet

und bei uns / die Bahn-Neigung zwischen der Planetoiden-
und der Jupiterbahn als Grundebene fixiert. Ziehen wir die
entsprechenden Terme sikularer und periodischer Art ab S. 38
des genannten Bandes heraus, so erhalten wir die folgenden
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sikularen und die dem Hestia-Typus angehorenden periodischen
Terme der Stérungsfunktion & (die GauB3sche Konstante wieder
gleich 1 gesetzt):

(34) R=m'(%A°——%E°-n2+% Bt cos { + = GOp+3 Riypcos 2C),

wo 1 = sin % J = sin -;—z und £° = B'. Dabei ist zu be-
achten, dafl der 1. Term in R: R, = % A% abhingig von a,
wie alle anderen Koeffizienten, nach (19) von 72 abhingt, indem:

& =a, (1 — —;- z'2), so daB bei Potenzentwicklung nach 72 zuerst:

69 =t to () (S,

da

wobei wir noch den Term 4. Grades in 7 hinzufiigen miissen, um
den Term % ‘Z—fin (33) %Stk bis zu den Termen 2. Grades in 7 ein-
schlieBlich abzuleiten. Dann folgt in bezug auf den 1. Term

von (34): R, = —;—Ao, die Integration von (33) %’S}— fortsetzend:

2. (1{10) g g (d2A0
(36) i 07 = l ?[z* d”—*—i—T(Z*Z (Tfa_‘)*+]

Der auf den 1. Term in (4) folgende 2. Term:

Ry, = — —i— m E0n? = — % m' B'-7%* erbilt bei Entwicklung
von B!bis 72, so daB also Bl = Bl ——% L (%) die neue Form
bis 74:

(37) Ry, = —§ m' By i + —=m' ay it (‘Zfl)*,
so daB die fur die Darstellung der Knotenlange benotlgte
Funktion: — d— die Form erhilt:
aR 1 t ., . (dB
(38) %——i-= <" Bl-{—Tm a*zz(da)*.

Analog folgt hieraus sogleich in bezug auf den 3. Term in (4),
indem nur B! in B? iibergeht und der Faktor cos { hinzutritt:
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1 1 o [dB
@9 L[y Bt e (48] |

Weiter folgt dann in bezug auf den 4. Term von (4):

1 0R, _ t o~ g
(40) T 5 =g G

und schlieBlich in bezug auf den 5. Term von (4)

1 OR ; 5
(41) T ,d;‘ =m' C*-¢%-cos2¢,

womit alle Ableitungen der 5 R-Funktionen nach 7 vollzogen sind,

um

an
FE: bilden zu kénnen. Zu diesen Grund-Termen treten aber,

um %t—bls i® vollstandig bilden zu kénnen,nach (33) noch % &

der oben abgeleiteten Terme hinzu, aber nur derjenigen Teile, die
oben vom Grade o in 72 sind, also zuerst nach (36):

(422) — 754- m! Vt: (%))* 72; dann weiter gemaB (38):

(42b) — 2 m' V_ ; BL -2 danngibtder 3. Termin(4), gemiB(39)

(42¢) —1——58—77 1/_ 3 22 cos (,

wo noch hmzuzufugen ist, daB zum Ubergang auf : gemaB (33)
noch der Faktor —— V__ an (42a),(42b) und (42¢) angebracht wurde.
Nach dieser Entwicklung der Terme in bezug auf i,—sj’ bleibt

nun weiter gemif (7) darzustellen:

dt de an
(43) Z=d,=3”'*”—W‘2 Tk

noch als letzter Term: —C gemil (8) de 2 OR L OR

na éa ' , ]/'Z BTk

aber schon dargestellt gemifB (31a) und (32) oben, so dalB3 nur
die Integrale [ 72-d¢und [ 7% cos - d¢ zur Darstellung von ¢
als Funktionen von ¢ verbleiben, wobei noch vermerkt sei,
daBl & = ¢ + &. Zuerst benétigen wir deshalb { = ¢ (7) resp.
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cos { = f(i), um dann die Differentialgleichung fiir ¢ als Funk-
tion von ¢ abzuleiten. Deshalb bilden wir zuerst

dt z
(44) TP = i =

wo Z = —£ oben in (43) fixiert ist und N = ; schon in (13)

definiert 1st und filir unsere Anwendung auf (14) lautet:
(443.) N:——:—_-_'-__

o . d
Weiter ist in bezug auf die Darstellung von Z = di nach (43)

oben zuerst zu bemerken, daB nach (19): a = q, (1 — ? 2'2) ,

also 7 = 74 (1 —I—%z’z); ferner ist in (43) zu substituieren:

d ds d . )
dz; 1 & ;; , wo unter Weglassung des rein konstanten Teils

. d . :
in d—j’ well dieser schon in der beobachteten mittleren Be-

wegung enthalten ist:

4V () 3] (22 ) s ]
(45) p

52__ rom el g 2
S e zl B*—}—B*cosé".

Es verbleiben fiir die Darstellung des letzten Elementes, d. h.
a9
dr
Terme in (4) fixieren, die folgenden restlichen Teile:

auf Grund von R in (4), wenn R, R, ... R, die sukzessiven

—}- 6:;1 = m' r——% ay (%)* + ;—ai 72 (dd;]ﬂ)]
% 36152 = m' — % By + —14— a5 (%)* ‘
6 s
K % _33133 = m' —;— B2 cos ¢ — 'i‘ Gy B° ((ff;) cos C]
_;_ aT'St =—;—m’ G2 g% %%%"i -= 33 m' Ci i2cos2(
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SchlieBlich tritt nach (33) zur Bestlmmung von tfi‘?’ zZu ZL %j;
noch allgemein der Faktor -2 - hinzu, d. h., aber nur zu
= 1/11* 5

den bisherigen obigen Termen o. Grades in 7, also — - ¢* dieser
Terme, wie sie schon explizit in (42) @, 4, ¢ fixiert worden sind,

. a9,
womit dann 77

gration nur die folgenden beiden Integrale verbleiben: [ 72.4¢
und [ 7%- cos - dz.

Zur Integration der letzteren beiden Integrale nach der Zeit ist
es notwendig, vorher noch { resp. cos { als Funktion von ¢
darzustellen und dann 7z als Funktion von 2, und zwar {iber

vervollstindigt ist, so dal3 zur zeitlichen Inte-

die Differentialgleichung (14) in bezug auf . Dazu gehen wir

von der Differentialgleichung (44) zw1scher1 z und { aus, also:

¢
@&

% = :—f. =%, woZund N in (43) resp. (44a) definiert sind,
ar

um nun noch in Reithen nach Potenzen von 7 mit von sin ¢ und

cos { abhingigen Koeffizienten dargestellt zu werden.
de as,

Zuerst ist nach (43): Z=3#' — B2

wobei rechts: 7z = a "* nach (19), wo a = a, (1 — 7 2'2), also

zu entwickeln,

{47 7 = 7y (1 + % z'2), wobei n,= a3,

de d.sl d52
dr +
Zusammenfassung der belden Summanden ergibt:

Weiter ist: schon in (435) dargestellt, so daf3 die

d d .
48) G Th p O~ f2 4t ftcost

wobei dann:
fi=m [%1/—5 ((%12_0) ; ]/a* By + ( ) Va*l

fomw [ 5 Veu () + 57 B3]

so daB zur Darstellung von Z nach (43) noch die Darstellung von

%verbleibt gemif (33), wobei der Hauptteil bereits in den

(48a)
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Formeln (36) bis 41) gegeben ist, ferner die Nebenteile in (42a),
(42b)und (42 ¢), wo nur, wie dort bereits vermerkt zum Ubergange

I/a*

dann verbleiben noch die Darstellungen der Integrale [ 24
und fz'2 - cos £+ dt als Funktionen von ¢, sobald { resp. cos {

auf d—d%—noch die Anbringung des Faktors notig ist. Als-

. B ; . d
als Funktionen von 7 dargestellt sein werden, wozu wir LS

di

untersuchen wollen. Nach (14) ist, wenn wir den Divisor
— o = _L 2 dl=__‘__‘_

Vl et =1 e? = 1 setzen: — Ve T dn, , also bei

Entwicklung von —=
e von 7

di

(49) F=—r={ 59T

i 4da’

wobei nach (4) der 3. und der 5. Term der Stérungsfunktion
ergeben:

ORy _ 1 g2 _ 1t 2 ¢
651,_4m[B* — a4 ? (d )Jsmf
(492) - ;

Y Vel 4

i 2 Cy -t -sinz2¢,

so daf} folglich gemidB3 der obigen fixierten Definition von %

unter Mitnahme der Terme in 7 und 73 einschlieBlich, unter Ab-
sonderung des Faktors 7 - sin { folgt:

(50) N =2L—i-sinl [Fy 4 Fy +i%cosl By,

wo

wonach also gemil (50) Extrerne Werte von 7 eintreten nur bei
sin{ = o, also bei { = 0® und { = 180° und nur bei diesen
Werten von £, weil die Koeffizienten £y und £} von derselben

GroBen-Ordnung sind, so daB die eckige Klammer in (50) = ° rechts
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nicht verschwinden kann. Eine Entscheidung tiber die Méglich-
keit der beiden genannten Grenzwerte iiberhaupt ist erst nach
Integration { = { (¥) moglich.

Es verbleibt nun noch die Zusammenstellung der Funkt1on

Z = %, um alsdann nach der obigen Ableltung von d;‘ die

entscheidende Endgleichung fiir £ = ¢ (#): (51 ) —= = ; = f(7,0)

zu bilden. Nach (43) verbleibt die Aufgabe, d1c rechte Seite,
d. h. (—ig—_ Z = 371'—%—%—-2 {{St?‘ nach Potenzen von 7 zu
entwwkeln, wobei zuerst gemil (47) bereits 7 = 7y (1 + Y 3 ),
ferner ist nach (48) zu substituieren % = f1- % 4+ f72- cos (,

wo die Koeffizienten #; und f, unter (48) fixiert sind. SchlieBlich

verbleibt noch zur Darstellung von Z die unter (33) fixierte

Darstellung von —- d‘Q’ (1 +- 5 )i %— als Funktion von ¢

lfa
und cos {, und zwar auf Grund dc,r schon in (36), (38), (39), (40)

und (41) abgeleiteten Einzelterme unter Hinzufligung der in

(42a, b, ¢) dargestellten Zusatzterme auf Grund des in (33)
St 0K
12 Va, i* a7’
unter Anwendung nur auf die Terme vom Grade o in % %,
um damit die Erginzungsterme 2. Grades auf Grund des Zu-

5

fixierten Zusatztermes in der folgenden Form:

satzfaktors —= 72 zu erhalten. Die weiteren in Betracht kommen-
den Zusatztermc 2. Grades in 7 sind bereits unter (42) fixiert.

Nachdem N = 2% definitiv nach (s0) als Funktion von

dt
Z-sin g, 23 - sin 2§ etc. dargestellt worden sind, verbleibt jetzt
. . dag .
noch die entsprechende Darstellung fiir Z=7j—, um damit
d{
a¢ mn 4 . ,
dann T T W als Funktion von 72, cos {, cos 2 { dar-

1
zustellen, um alsdann { = { (¢) darstellen zu kénnen. Die Funk-

tion Z hat nun die folgende Bedeutung:

(52) Z = i—f—=zo—i—zlz'2 42y cosC 2372 cos & + 2,22 cos 2

wobei die Koeffizienten die folgende Bedeutung haben:



Zur Theorie der nahezu kommensurablen Bewegung (Hestia-Typus) 143

[ zg=37" —n, + ' 1/1_ [“* (ddio) %Bi]

zlz_ = Ry + m' V— Bl - Va* [—'ia* (d;.;l°) i(‘%))*]

! 1 drA° 5 dA°
—2 |+ ek (G e ()

(522) 1 dm 1 d*
0
+yan (T )y + 5o (T )y T3 6]
_ 1 m o 1y [(4BY 5 ;o1 2
ZZ—_7V—ZB*’ 2’3—7{772 V[Z* (a’a)* 'Zm _V-—‘; B*
——i g 3 s
W=y e B O
.. di dar .
so daB3 hiermit —~; und — nach (30) und (52) als Funktionen
von 7 und cos { resp. cos 2 { dargestellt sind.
g
Da nun nach (44): % . 7:’_% = %, so folgt weiter nach (50)
und (52): g

( ) ﬂ_ Zotzy i+ zycosl Fz57% cosE F 2,072 cos2(
53 4= TS [Py P F Fy - cos2 L]

Diese fiir unsere Losung entscheidende Differentialgleichung (53)
kénnen wir nun weiter auf eine bekannte, klassische Form brin-

gen, wenn wir den Nenner-Faktor 7 - sin { rechts auf die linke
d(cos)C
dt
tibergeht; ferner werde der restliche Nenner rechts nach Ab-
spaltung des Faktors F; durch Potenz-Entwicklung nach 7* in

den Zihler gebracht, so daf3 die neue Differentialgleichung ent-

Seite bringen, so dal3 die linke Seite von (53) in —

steht, wenn noch i = 2 72/d (%) substituiert wird, so daf3 die

folgende neue Gleichung entsteht, wenn noch cos 2 { = 2 cos?*{ —1
gesetzt wird:

(54a) % d(COS)C)——,’}, [zo—{—zl-z'z +-z5c08 L + 2372 cos § + z, - 2% cos 2CJ
<40
. [1 —izi—i—% 22 cos C]

oder, wenn noch 72 = x und cos { = y gesetzt wird:
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{x 7;=C0+C1x—|—6‘2y+€3x y+Cyx 2

wo die Koeffizienten bedeuten:

1 Z, 1 1
G=—7"m =73 7‘,—[2’1 2y 77——24],
(552 .z
N /Y
Cz_ 2 vo
1 F.
Co=— [z——z—z -]
3 25, |3 TR T b

Um nun diese an die Ricattische resp. Briot-Bouquetsche Dif-
ferenzialgleichung erinnernde Gleichung, in der x = 72 eine kleine
GréBe 2. Ordnung und wo y = cos , also immer |y | < 1 ist, we-
gen der Konstanten (j auf eine homogene Form zu bringen,
werde:

Co+Co-y=mn  gesetzt, also:

(55)
y=a-n+p woa=--undf=—t=_ %0
CZ C2 29

so dal die neue, nunmehr homogen gemachte Differential-
gleichung in die folgende Normalform tibergeht:

(55b) %+ 7 ——{77"'1(61‘*'6318"‘64/32)'*‘77 x(@Ca+20fC)+o? Cyx- 77}

wo noch vermerkt sei, dall x = % und y = y -y + 4, wo noch
y = % =Cp0=Cy=— %. Die Bedingung zur Potenz-Ent-

wicklung von % = P(x) in (55b) ist nun bekanntlich die,
dal der Koeffizient von %, dem 1. Gliede auf der rechten

Seite von (55b): i, keine positive Zahl sein darf, so daf3 also
—;—= y=C,==1,2,3,...sein muB. In unserem Problem ist es

von vorneweg unwahrscheinlich, da3 die genannte Bedingung
nicht erfillt sein kénnte. Dann aber lautet die Losung unserer
Differentialgleichung (535b), eine Potenzreihe nach x:

(55¢) n=rhx+hH 2+
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wonach auch die entsprechende Reihe fiir y = % n' — Cy)
2

als Potenzreihe nach 7% folgt. Die Koeffizienten-Bestimmung
durch die Substitution von (55¢) in (55b) ergibt zunichst die
folgende Gleichung:

(55d) x(f1+2f2'x+...)=%[f1x +fo 2%+

+x(G+ G p+C Bt )W+ a2+ -
(1 Ca+2Cy- af) faod Co(fixt +fx+2fy for 22 +..)]

woraus sich die gesuchten Koeffizienten f;, f; usw. vergleichs-
weise ergeben: indem zuerst bei Vergleich des Koeffizienten in 2t
beiderseits folgt:

A=~A+G+CB+C ... ], also
f=——[G+C-B+Ci- 2 +.. ],

o—1

wonach aber der weitere Vergleich des Koeffizienten von 2% = 72
nicht mehr in Frage kommt, und weiter zu bemerken bleibt, da3
die Koeffizienten Cy, C; usw. bereits in (55a) als Funktionen von
Iy, Fy, Fy . . fixiert worden sind. Da nun weiter: 5 = f; - x = £, 72,
wo f1 soeben in (55¢) fixiert worden ist und y = cos { = a * 9 -,
so wird: y = cos { = a f;* 72 + f, wo die Koeffizienten « und §
unter (55a) definiert worden sind; definitiv setzen wir nun

(56) cosl =1¢y +¢ 7% wo

(36a): to=f=—""und ¢ =a-f.
“2
Alsdann bleibt als Final die Darstellung von 7 als #(#), um als-
dann auch cos { resp. { und weiter noch § und 7 als Funktionen
der Zeit ableiten zu kénnen.

Nach (14) erhielten wir als Differentialgleichung fiir 7 die Glei-
chung: % - —”% . ZL g—gj, so daf3 unter Ableitung von aig—
nach (4) und darauf folgender Potenz-Entwicklung nach ¢ unter
Vernachlissigung des 3. Grades in 7 die folgende Differential-

Gleichung resultiert:
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4
(57) . d—;=—-i— 1});:. B%-ising,

oder integrierend:

(s8) I .[ z smC BH (2—1) +C,

4 1/ ax
wo C die Integrationskonstante fixiert.

Mittels (56) folgt weiter, um den Integranden véllig als Funk-
tion von ¢ darzustellen:

(58a) sinC=Voc+/3-z'2, woa=1—c¢i und f=—2¢"¢;

das neue Integral lautet dann gemif (58):

di
(59) J=[ 7w = K@=t +C wo
(599) K=—5 7B,

wo zu beachten bleibt, daB stets: A < 0. Da der Fall, wo gleich-
zeitig a« <C o und f < o als AnlaB3 zu imaginidrem Falle ausge-
schlossen ist, bleiben fiir die reelle Integration nur die folgenden
3 Falle von (59): (59): « >0, f# <C 0; (59): « > 0, f > 0; (59):
o << 0, B > o, entsprechend 3 Integral-Typen mit den zugehori-
gen reellen Losungen. Der 1. Fall (59;) entspricht dann dem
Integral:

(60) /=Iin" : =—V‘; 1n[°‘+‘i°‘"'2]=1((z—to)+c.

o — 72

Folglich ergibt die Auflésung nach (60) sukzessive:
Voc—z'2 = - FVes ]/;, so daB3 nach Quadrieren dieser
Gleichung zur Beseitigung der Wurzel zunichst folgt:
P=2Vai-EV5/ — 2. E=2V& 7 5o daB: (1) i = o, ohne
Bedeutung, weil 7 %= o0 vorausgesetzt war, und ferner (2) als
reale Losung folgt:

(61) = .i;_l(, wo:
14 K2

(612) K =FE"VeI,
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wo [ =K (t+— #,) 4+ C,so daB} der Anfangswert 7y = 2 Voc_ ‘—j—t""—Kﬁ,

woraus der Anfangswert K, folgt als Funktion des Anfangswer-

tes 7, und weiter nach (59): €' = /; mittels jj aus Ky = E-Va s,

Es verbleibt noch die Feststellung eines Extremwertes der Bahn-
Neigung 7 gemi der Darstellung nach (61) nebst (61a), wonach
die Extrem-Bedingung lautet:

di — 1-—K? adK
(62) 2 =2 Ve AR

wonach ein Extrem also eintreten mul3 bei: K2 =1, also
bei K = + 1 = E~V<'7 also bei der 1. Losung bei
K=+1=FE"Y%7 also bei 1. Lésung: J = o, wihrend die
2. Losung: X = —1 keine reelle Losung / ergibt; es wird also bei
Substitution von K =11in(61): ¢ (Extrem) = Vo= Vl_——-c_g-, wo
nach(56a):co=/3=——::%, sodal3

(622): 7. (max.) = ’l/ - (i_f:)z’

wo 2z, und z, bereits in (52a) definiert sind und hier auf die
folgende Form gebracht werden sollen:

m'

(62b): zg=3 0" —ny +m' - fund 2, =— S B =g,
2 Vag
wobel f; und g, die folgende Bedeutung haben:
1 : aA4° 1 9 S 2
©63) A= 17(—1: I.a* (;z’a')*— o B*J, 1= 773 Vs B.

Zur Darstellung von 7 (max.) nach (62 a) benétigen wir die Dar-
stellung der Faktoren:

z—zound z, + 25, d.h.: zy—zy=m' g — @0 —n,)—m'* f.
2y o= gy (37 — ) +m' Sy,

so dal

m=m' g, ferner 25— zi = m"™- g — (3w —nx + m' f)f,

so daB schlieBlich:

11 Minchen Ak, Sb. 1963
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(64) z.ma\x = E:T_ 1/-777' 377’ — Ny + m' fl>z

wo f; und g; (nach (63) oben als Terme o. Grades in bezug auf 7’
definiert waren; ferner ist die kritische GroBe: | 3% — # |
im Falle eines Maximalwertes von 20", also im Bogenwert:
20" sin (1") =1-10% = —— w', wo m' = —  die stérende
10 1000
Jupitermasse fixiert, so daB} folglich die Terme in (64) unter der
Wurzel alle von der Ordnung () sind, also 7., = Vei—f:

&1
wo f; und g; nach der Definition (63) GréBen o. Ordnung sind,

also explizit unter Vernachlissigung des Terms in 37’ — # neben

m' - filauten: 7, = — g—Vm’z gi—m't 2 = Vl - (ﬁ)
so daB folglich: arc 7 (max.) < 1, d. h. 7 <C §7°, in Wirklichkeit
wohl weit weniger. Von weiterem Interesse ist die kosmologische
Frage nach dem Verhalten der Elemente in weit entfernter Zukunft
resp. weit zurlickliegender Vergangenheit, wobei wir von dem Aus-
drucke fiir 7 nach (61) oben ausgehen, wobei nun # = + co sein
soll, also nach (61) und (61a), da K =o0: K = E~V*'/ = 400,
also nach (61): 7 (¢ = + 00) = 0. Analog wird bei # = — o0, also
K =o0:17(t =—00) =0, so dall die Bahn des Planectoiden in
co-ferner Zukunft resp. in co-ferner Vergangenheit mit der
Jupiterbahn zusammenfallen mii3te, wozu zu bemerken ist, daB,
wenn der Planetoid in co-ferner Vergangenheit in der Jupiter-
bahn war, nicht aus ihr herauskam, womit nur bewiesen ist, daf}
unsere Theorie nicht auf co-grofe Zeitraume anwendbar sein
kann, nur die Tendenz kann angedeutet sein. Die vernach-
lassigten kurzperiodischen Glieder wiirden geniigen, den Plane-
toiden nicht in der Jupiterbahn zu belassen, wozu praktisch
dann noch die Anziehungen aller {ibrigen groflen Planeten ein
Verbleiben des Planetoiden in der Jupiterbahn verhindern
werden. Aber bemerkenswert bleibt, dafl die Anziehung des
Jupiter immer eine sikulare Anniherung der Planetoidenbahn
an die des Jupiter bedeutet. Damit ist unser 1. Fall, oben (59,)
erledigt.

Nunmehr kommen wir zum 2. Falle von (59), also & > 0, f > 0,
Wo nun:
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(66) /o= fﬁ/j_lz— =—=1n [‘—fffr—z‘.f—f‘ﬁ] =K(t—1) +C,
so dafB3 unmittetbar: Vo 4+ Vo + 2=¢- E-VaKC—w+a,
Bringen wir hierzu den Term V% der linken auf die rechte
Seite, so ergibt sich nach beiderseitigem Quadrieren nach
Wegfall von o beiderseits die 7 bestimmende Gleichung:
2= F Ve _ 3 Va; ETV*/, also weiter, unter Weg-
fall der unbrauchbaren Lésung 7 = o, die Lésung:

2 Vo E™ Va's

_p—2Vas ' MGl YRS

P=—

oder auch in zweckmiBigerer Form definitiv:

| Vi
(67) £= L,‘—V;/__E'Fl/;'f !

woraus zuerst folgt, dall den beiden Extremwerten ¢ = 4 oo die
Neigung 7 = o entspricht, d. h. daB der Planetoid beim Anfang
der Bewegung in der Jupiterbahn lag, deswegen dann aber seine
Bahn nicht hitte verlassen kénnen, was aber nur besagt, daB die
Theorie fiir unendlich ferne Vergangenheit nicht gelten kann,
wihrend andererseits bei # = -+ oo der Planetoid in die Jupiter-
bahn fillt, wobei allerdings noch hinzuzufiigen bleibt, daf3 die
periodischen und sdkularen Stérungen, und zwar aller grofBen
Planeten, den Planetoiden in jedem Falle aus der Jupiter-Ebene
wieder herausheben. Es verbleibt noch die Bestimmung der in /
auftretenden Integrationskonstanten € gemif der Definition:

J=K(t—1¢) +C, also C = j,; setzen wir EV:'I":x, also

i =i, so ist nach (67): x = EV®/0 = — ‘—]{: =k ‘;‘ V’fg) T,
0
so daB:
(68) e A [;_iéfi*_“]
1/ o Zp

wo nur das obere Vorzeichen gilt, damit der Zihler positiv bleibt
(« immer positiv), womit nun C = J/, eindeutig festgelegt ist.

1
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SchlieBlich verbleibt noch die Darstellung der 3. Lésung /; fiir
die Neigung 7, gemiB: (59;), wonach x << ound g >o(f = +1)

und 7, =f7{§_’__—7 =—%arc sinzi.z K (—ty) +C, so dal3

bei Umkehrung:

&%

N o® -
69):  G=— gy Aot =—m5g

woraus C zu bestimmen bleibt, da ;o = C.

Fiir die weitere Untersuchung der unbekannten Variablen «
und & und ihre Darstellung als Funktion der Zeit benétigen wir
nach den fritheren Darstellungen in (48) resp. (33) und (46) die
zeitliche Darstellung der Integrale: [ 2%+ &7 und [ 72 cos 4t als
Funktionen der Zeit . Dabei reduziert sich das 2. Integral un-
mittelbar auf das 1. Integral, nachdem oben bereits [ /2- 4 ab-
geleitet ist und, weil das 2. Integral durch den Faktor 2 bereits
vom 2. Grade ist, so daf3 cos { auf den Term in ¢, beschrinkt
bleibt, da Terme in #* als Koeffizient vernachlissigt werden, so
daB nur das [ #2 - ¢ entsprechend den fritheren 3 Fillen von 7 als
Funktion von ¢ darzustellen bleibt, d. h. entsprechend den Fil-
len (59¢), (59) und (395)-

Zuerst wird dann, dem Falle (59,) entsprechend, nach (61):

&

” 2 K
\'0\ .r i"t{t:_‘,y,j-\l__;Aﬁ. de,
wo (704): K= E Y=/ und J=K(@—¢t) +C.

Bringt man (70) zunichst zwecks Integration auf die weitere

& 2, s ! 1 ! ;
Form: [ #-dt = g« - f [I iy < R d’t], wo noch
aj 1K e =
dt = =5 = — L. 22 ubstituiert werde, so erhalt das

KYyz &

Integral die weitere Form:

R 1 1
.ma:IFWW=—4&ajh+KV_TTFWL

l(f ﬁ A—

K

wo die beiden Teil-Integrale ergeben, zunachst das erste Inte-
gral:
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adK v d(K?) S
@ }wanrrE =7 f—mmif—?[ln A?—In (1 4 K7]
—2 )%
& 1L E—Vers

so daf} schlieBlich der 1. Teil von (70) ergibt:

. Vi, p—2Vas
@ [i f=—2'"K-1“T+E_'27a,I‘,W0f=K(l‘"‘l‘o)+C-

Weiter lautet dann der 2. Teil von (70a):

aK
®) /= [ wv

oder wenn weiter K2 = x gesetzt wird:

_ Lt dr 1 _dx dx
J=73 j (142 T 2 J‘[x(xikﬁ—fﬂ-"})?’
also bei Integration: /= %[lnx =In(142x) +'1-;-'15]’ worin

noch zu substituieren bleibt: x = K2, so daB3 schlieBlich explizit
nach der obigen Gleichung (b) folgt:

by /= f 'T(fi%fik?)z =%[1” (Ti/\) L —f-‘_l&'?_]

wo noch nach (704) K = E Vel und S =x{t—1t) +C, wo

[ 9 o .
% = — —-——— By <0, so daB} bei immer gréfer werdendem

t— ¢, > 0: / negativ, und schliellich negativ-unendlich wird, so
daB das Integral (b;), da X nach (704) positiv bis -+ oo ansteigt,
schlieBlich an der Grenze #—{;= 400 zu o wird. Weiter
wird nach oben (a) beziiglich [ 7%+ d¢ hei der hier jetzt not-

£ 1
wendigen Umformung: [ %+ d¢=— i}\,yl - In (;52_1 = ;), also
bei f— fy = 4 o00: E2Va-/ = o und deshalb [ 2-d¢ = o.
Im 2. Falle: (59,), wo « > o und § > o, ist diec Bahn-Neigung ¢
nach (67) als Funktion der Zeit definiert durch die Darstellung:
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& Va ——. Setzen wir den von der Zeit abhiingigen
Vo Voc'/___E-!- Ve

Term BVa 7= &, sodaBi = 2V 2 X also:Va EVar-dj=dK,

i =

1A
wo noch, weil /=K({#—14#) + C: dJ=K.dt so dal folg-
: . d/ 1 dK 1 dK .
lich zucrstA.—zdt = K=KV ey =K Vs und dazu:
2= —(141 & SO folgt nach den beiden letzten Darstellungen

von 22 und &¢ fiir das gesuchte Integral:

o .V [ KdK _ 2Va [ d&D _2Va 1
(71) [i*-di=4 KJo=rke = & J=rmET "k =k

Gehen wir nun zum 2. Falle Gber, fixiert durch die Definition

von 7 gemafl (67), wonach: 7 = ——=""————— so wollen
/5-‘1!’1.1—1‘.' V(Z‘/

K .
3111-?‘]\;2“, also 7 durch X

dargestellt wird, und Vo EVa-7-d] = dK, wo, weil
I=K({t—1t)+C,:dl=K-dt so dal3:

wir zuerst EV= 7 = K setzen, so dal} 7 =

1_2’[ 1 (2’_/&"

=28 pVeus _ ! dK qo K2
K A Ve 7 -

und 72 = -

dt = Ve K (=K%,

so daf} also nach den beiden letzten Gleichungen folgt:

2. g, _aVe [ K _Ve [ A&y 2V
[#-di="% I<._1€2)=4K“'7&' I(x—wz)?“ EJRRTr o

wo K eine bekannte Funktion der Zeit ist, indem nach oben, (70,):
K=EYV* ! wonoch 7=K(t—t) +Cund K =—-~-"

L B2
und C die Integrationskonstante. 4 Vay
SchlieBlich ist der 3. Fall (59;) entsprechend, wo o <0, >0,

entsprechend (59;),s0 daB3 nach (69): 7, = — - Tl;i: ik wo [30=C
— sin o
zu bestimmen aus: (73), = — o (Tl;(:t_fa.o) . Weiter folgt fiir diesen

Fall die Bestimmung des Integrals:

o . _ . __(z'l.‘_ o l/_;c; -,
[ 2% dt a‘r i (Vo D) 7 Ctg (Vd. 1),
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wo wieder / = K (¢—¢;) + C, womit nun das kritische Integral
[ 7%+ d¢ in den zu fixierenden 3 Fillen als Funktion von # dar-
gestellt ist. Damit ist die Voraussetzung fiir die Darstellung
der Elemente @, € und § als Funktionen des 4. Elementes ¢
geschaffen, ebenso wie fiir die Darstellung als Funktion der
Zeit, nachdem ¢ als Funktion der Zeit in den vorliegenden
3 Fillen dargestellt worden ist, neben der entsprechenden Dar-
stellung des kritischen Winkels { resp. von cos { in der Form:
cos { = ¢y 4 ¢; + 22 Weiter folgen die mittlere Bewegung » auf
Grund der Darstellung (24): 7 = 7, (1 + % z'2) als Funktion der
Zeit, analog also das Integral: fn cdt =n,(t—1,) —i—-j— Ny J‘ 2-dt,
insbesondere zur Ableitung der mittleren Liange: /=¢ + f ndt.
Die mittlere Linge der Epoche: ¢ = ¢ ¢, folgt mittels der
Gleichungen fiir & und &, auf Grund der Darstellungen in (45)
nach den Darstellungen von 72 und 72 - cos {, wobei noch in 22
cos {, weil 7% schon vom 2. Grade ist: cos { = ¢, gemil (56)
und (56a) zu setzen ist. ‘

Die Darstellung der Knotenlinge §, als Funktion der Zeit ¢
folgt nach den Gleichungen (33) bis (42 ¢) unter Verwendung der
schon fixierten Integrale [ 72+ d# und [ 72 cos { dt = ¢y [ 2 d¢,
womit die Gesamtintegration als beendet betrachtet werden kann.
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